Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  preservcd  for  générations  on  library  shclvcs  before  il  was  carcfully  scanncd  by  Google  as  part  of  a  projecl 

to  makc  the  workl's  books  discovcrable  online. 

Il  lias  survived  long  enough  for  the  copyright  lo  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  publie  domain  book  is  one  thaï  was  never  subjeel 

lo  copyright  or  whose  légal  copyright  lerni  lias  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  locountry.  Public  domain  books 

are  our  gateways  lo  the  past.  representing  a  wealth  of  history.  culture  and  knowledge  thafs  oflen  dillicull  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  lile  -  a  reminder  of  this  book's  long  journey  from  the 

publisher  lo  a  library  and  linally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  lo  digili/e  public  domain  malerials  and  make  ihem  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  wc  are  merely  iheir  cuslodians.  Neverlheless.  ihis  work  is  ex  pensive,  so  in  order  lo  keep  providing  ihis  resource,  we  hâve  taken  sleps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  iiicluciiiig  placmg  lechnical  restrictions  on  aulomaied  querying. 
We  alsoasklhat  you: 

+  Make  non -commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals.  and  we  reuuest  lhat  you  use  thesc  files  for 
pcrsonal,  non -commercial  purposes. 

+  Refrain  from  autoiiiatcil  (/uerying  Donot  send  aulomaied  uneries  of  any  sort  lo  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  characler  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  texl  is  helpful.  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  malerials  for  thèse  purposes  and  may  bc  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  lile  is  essential  for  informing  people  about  this  projecl  and  hclping  them  lind 
additional  malerials  ihrough  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use.  remember  thaï  you  are  responsible  for  ensuring  lhat  whai  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
becausc  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  Uniied  Staics.  thaï  the  work  is  also  in  ihc  public  domain  for  users  in  other 

counlries.  Whelher  a  book  is  slill  in  copyright  varies  from  counlry  lo  counlry.  and  we  can'l  offer  guidanec  on  whelher  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  thaï  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringemenl  liabilily  can  bc  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google 's  mission  is  lo  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  ihe  world's  books  wlulc  liclpmg  aulliors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  eau  search  ihrough  llic  lïill  lexl  of  this  book  un  ilic  web 
al|_-.:.  :.-.-::  /  /  books  .  qooqle  .  com/| 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  cl  de  la  connaissance  humaine  cl  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  marge  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  appartenant  au  domaine  public  cl  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  soni  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  cl  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.   Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 

dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  lins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  ell'et  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésite/  pas  à  nous  contacter.  Nous  encourageons  (tour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

À  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  franoais.  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  ailleurs  cl  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp  :  //books  .qooql^  .  ■:.■-;. -y] 


APPLICATION 


DE  L'ALGÈBRE 

A  LA  GÉOMÉTRIE. 


«• 


On  trouve  chez  le  même  Libraire  les  Ouvrages 
suivons  du  même  Auteur. 

Élément  d'Arithmétique,  5*  édition,  1827,  5  francs.       % 
Élément  d'Algèbre ,  5*  édition ,  1828,  7  francs  5o  cent. 


Se  trouvent  aussi, 

A  BORDEAUX, 
Chez  Gassiot  vils  àinii,  Libraire,  fossés  de  l'Intendance ,  n°  61 


TMPKIMEBIE  DE  HUlAtD-COUfcCIE», 

roc  du  Jardinet,  n*  la. 


■.*-.< 


APPLICATION 

DE  LALGÈBRE 

A  LA,  GÉOMÉTRIE; 

PAR  M.  JOïftDOS, 

oiiTir.m  or  l'ouu  idtai-M  u  lmio*  o'boew»»,    ninacTB»  ni 

l'ACADSMLE  M  finis  ,  T.jtÀHUATItJ»  FOSft  t,'*JHM«tlOH  ABI  AflOLES 
DOTALE»,  POLTTECHBIQBE,  WLITA1AE  ,  DE  LA  «AEIEE,  «UICSTlku,  etc., 
■WIU  DE   !.*   loClirX   VHItOHiTIQDB   DE  FAEO,  etc. 

OUVRAGE  ADOPTÉ  PAR   L'UHIVERSITÉ. 

seconde  édition: 


JPARIS, 

BACHELIER  (SUCCESSEUR  DE  M"  V"  COURCIER), 

LIBEAIEE   POU»   LES   M1TBJE1IATTQ,DE», 

QUAI     DES     GRANDS  -  AITOnaTIKB  ,     H°     55. 

BRUXELLES, 

À  LA  LIBRAIRIE  PARISIENNE,  RUE  DE  LA  MADELEINE,  N°  5X8. 


McLthïSOZ.Tà 


s&oS,  > .  ii m,  /*3. 


'/ 


j  J.  ^  V  V  !*.;&/     ~    -    -  ^ 


»      •» 


>    ;  <*-c*/.  »•  £•, 


Ton/  Exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait 
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Je  me  dispenserai  de  présenter  ici  l'analyse  du  plan  de  ce 
Traité;  on  peut  consulter  la  table  des  matières ,  k  laquelle  j'ai 
donné  plus  de  développement  que  dans  la  première  édition, 
et  où  j'ai  eu  le  soin  d'indiquer  par  un  astérisque  *  les  articles 
dont  la  connaissance  n'est  pas.  indispensable  pour  l'admission  à 
l'École  Polytechnique. 

Les  seuls  cbangemens  importâtes  dont  j'aie  à  faire  mention 
sont  relatifs  au  quatrième  et  an  sixième  chapitres*  D'après  les 
observations  qui  m'ont  été  faîtes,  j'ai  repris  entièrement  le  pa- 
ragraphe (du  quatrième  chapitre)  qui  a  pour  but  de  démontrer 
que  I'eulipse  ,  I'hyhuibolx  et  la  parabole, définies  géométrique- 
ment ,  sont  les  seules  courbes  que  renferme  l'équation  générale 
du  second  degré.  Je  pense  que  la  discussion  qui  fait  l'objet  de 
ce  paragraphe  ne  laisse  plus  rien  à  désirer ,  sous  le  rapport  de 
l'exactitude  et  de  la  clarté. 

On  trouvera  dans  lé  sixième  chapitre  une  nouvelle  méthode 
pour  déterminer  lés  asymptotes,  lorsqu'on  discute  l'équation 
du  second  degré  par  la  séparation  des  variables.  Cette  mé- 
thode me  parait  exempte  de  toute  objection,  et  susceptible 
de  s'appliquer  facilement  aux  équations  particulières  ;  elle 
peut  même  s'étendre  a  la  détermination  des  asymptotes  cur- 
vilignes, ainsi  que  je  l'ai  fait  voir  sur  un  exemple  de  courbe  du 
3*  degré. 

Le  plan  que  j'ai  suivi,  dans  la  seconde  section  de  mon 
ouvrage ,  a  été  l'objet  de  plusieurs  critiques ,  auxquelles  je 
dois  essayer  de  répondre. 

La  première  critique  se  rapporte  à  la  manière  dont  je  com- 
mence la  théorie  des  courbes  du  second  degré.  Je  ferai  d'abord 
observer  que  cette  marche  n'est  pas  nouvelle,  puisqu'on  la 
suivait  autrefois ,   et  les  meilleurs  esprits  s'accordent  à  re- 
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esnkahre  que  Pou  c'est  trop  écarté  de  l'ancienne  méthode. 
Lm  outre,  lorsqu'on  veut  déduire  les  courbes  de  l'équation 
çèméraSe,  soit  par  la  séparation  des  variables,  soit  par  la 
tra£*t:<CTBiation  des  coordonnées ,  il  est  impossible  de  donner 
an  ecounençans  une  idée  nette  de  la  forme  et  des  prin- 
cipales anectîons  des  courbes  :  c'est  ce  que  m'a  appris  l'ex- 
périence de  vingt  années  d'enseignement  Ad  contraire,  la 
que  j'ai  adoptée ,  si  elle  n'est  pas  analytique ,  a  du 
ins  t'avantage  de  n'être  pas  aussi  abstraite  pour  les  élèves 
qui,  dès  les  premiers  pas,  peuvent  s'exercer  à  des  constructions 
rigoureuses  et  susceptibles  de  leur  donner  le  sentiment  des 
courbes* 

On  m'a  aussi  reproché  d'être  revenu  plusieurs  fois  sur  les 
mêmes  propriétés  et  les  mêmes  théories.  Je  réponds  à  cela  que 
ce  qu'il  importe  surtout  d'apprendre  aux  jeunes  gens,  ce  sont 
les  diverses  méthodes  dont  les  géomètres  font,  usage  dans  les 
hautes  parties  des  Mathématiques.  Ainsi,  je  pense  que  les 
élèves  doivent  être  également  familiers  avec  les  méthodes  de 
la  Géométrie  et  de  l'Analyse.  On  sait  en  effet  que ,  s'il  est  cer- 
taines questions  dont  les  solutions  géométriques  s'obtiennent 
facilement  par  l'analyse ,  il  en  est  d'autres  dont  les  solutions 
purement  analytiques  n'offrent  aucun  intérêt ,  mais  qui  se 
traitent  avec  beaucoup  d'élégance ,  à  l'aide  de  quelques  con- 
sidérations géométriques. 

Cette  espèce  de  double  emploi  Jans  l'exposition  des  théories, 
et  le  désir  de  comprendre  en  un  seul  volume  tout  ce  qui 
constitue  les  élémens  de  la  Géométrie  analytique,  expliquent 
suffisamment  l'étendue  plus  qu'ordinaire  de  mon  Traité ,  qui 
cependant  n'excéderait  pas  de  beaucoup  les  bornes  des  autres 
ouvrages,  si  l'on  en  retranchait  les  deux  Trigonométrie*  et 
les  deux  chapitres  de  la  Géométrie  analytique  à  trois  di- 
mensions. 
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590,  8  en  remonunt,   sont  les  lignes  droites,  lisez  sont  des 

lignes  droites 
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APPLICATION 


DE  L'ALGÈBRE 

A  LA  GÉOMÉTRIE. 


PREMIÈRE  SECTION. 


CHAPITRE  I". 


Développement  dîme  première  méthode 
tes  questions  de  Géométrie  par  le 


i.  Introduction.  On  a  vu,  en  Géométrie,  que  les  lignes,  les 
•  surfaits  et  les  solides  peuvent,  aussi  bien  que  toutes  les  autres 
grandeurs  |  être  exprimées  par  des  nombres;  il  suffit,  en  effet, 
pour  cela ,  de  prendre  pour  unité  l'une  de  ces  grandeurs  géo- 
métriques. Cest  ainsi ,  par  exemple,  que  \/i  exprime  la  diago- 
nale d'un  carré  dont  le  côté  est  égal  a  i .  De  même ,  si  4  et  3 
représentent  les  nombres  d'unités  linéaires  contenues  dans  les 
deux  £Ôtés  d'un  rectangle,  4x3  ou  îa  exprime  le  nombre 
d'unités  de  superficie  contenues  dans  ce  rectangle,  ou,  en 
d'autres  termes )  la  surface  de  ce  rectangle.  De  même  encore, 
4x3x5  ou  6c  exprime  la  solidité  d'un  parallélépipède 
dont  les  trois  arêtes  oontîguës  sont  représentées  par  4,  3  et  5. 


,«  Fou  désigne  par  a,  6,  c  les  nombres  ^uni-* 
nés  contenues  dans  les  arêtes  contîgnës  d'un  parallèle - 
pâpêtâe,  d£,  ce,  6c  exprimeront  les  grandenrs  de  trois  de  ses 
faces,  et  ebe  sa  solidité. 
On  voit  dune  que  P Algèbre ,  dont  les  méthodes  sent  appli- 
à  taaies  les  questions  numériques  possibles,  peut  aussi 
à  résoudre  les  questions  relatives  aux  grandeurs*  que  Ton 
rfure  en  Oeoeautf  nv 

a.  Qa  il  s'agisse,  par  exemple,  de  déterminer  la  grandeur 
d'une  lizne  d'après  la  connaissance  d'une  ou  de  plusieurs  au— 
très  lîznes  comprises  avec  la  première  «  dans  une  même  figure. 
O.  suppose  le  prcbUme  résolu,  et  ton  tâche ,  à  F  aide  de  quel" 
epses  prcposi:icns  de  Gécmétrie,  dont  l'existence  est  déjà  éta- 
biie,  et  qui  ent  quelque  rapport  avec  t énoncé  du  preblinu),  oj) 
tdcke  ,  dis -je,  d'exprimer  par  des  équation*  les  relations  qui 
existent  entre  les  données  (représentées ,  soit  par  des  lettres,  soit 
par  des  ck&res)  et  les  inconnues,  toujours  représentées  par  des 
lettres.  Oa  résout  ces  équations,  et  l'on  obtiens  ainsi  les  exprès- . 
siens  des  lignes  cherchées  au  moyen  des  ligne*  connues,  exprès- 
sLz.is  qu'ié  faut  ensuite  traduire  en  Géométrie.  * 

Si  la  question  proposée  est  un  théorème  a  démontrer,  on 
traduit  algébriquement  les  relations  qui  existant  jutre  les  dif- 
/crédites  par  lies  Je  ta  Jîgute,  ce  qui  conduit  à  des  équations 
azixiuelUs  enjait  subir  diverses  trans/lrmations,  dont  la  der- 
zitre  Jcane  lieu  au  t/iévrrme  énoncé. 

Ea  un  mot,  traduire  en  Algtbrt  les  questions  de  Géométrie, 
et  .réciproquement,  traduire  en  Gécmétrie  les  résultats  obtenus 
par  f  Algèbre,  tel  est  le  but  qu'on  se  propose  dans  P Application 
bk  L'iLLGÈsax  a  la  Gioxèrmis. 

DêTeloppons  ces  notions  générales  sur  quelques  exemples. 

3.  Proposons-nous  d'abord  de  rechercher  Us  propriétés* prin*- 
dftzùs  dis  triangle  rectangle  et  du  triangle  obliquangie,  en» 
parlant  de  ce  seul  principe ,  que  deux  triangles  équianglem 
oui  leurs  côtés  homologues  proportionnels,  eé  sont  par  coneè- 
que  ut  semblables* 
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un  triangle  BA.C. (fig.  1)  rectangle  en  A.  Du  point  k  ^G*1, 
abaissons  AD  perpendiculaire  sur  BC,  et  posons  BC  =  a, 
AC  =  b,  AB  =  c,  AD  =  £,  BD  =  i»  et  DC=sn. 
.  Les  deux  triangles  BAC,  ADC  sont  rectangles ,  l'un  en  A, 
l'autre  en  D  ;  de  plus ,  ils  ont  l'angle  G  commun  ;  donc  le  3e 
angle  ABC  du  premier  est  égal  au  3e  angle  DAC  du  second, 
et  les  dt»ux  triangles  sont  semblables.  Il  en  est  de  même  des 
triangles  BAC ,  ADB. 

*    Ainsi,  comparant  les  côtés  homologues ,  et  employant  les 
notations  qui  tiennent  d'être   établies ,  on  obtient   les  trois 

proportions 

». 

a  -  b  ::  b  :  n,    )  r  b*  =  an (O, 

a  :  c  ::*c   :  m,   /  d'où  l'on  déduit  /  c*  =  ani (a), 

a  :  c  ::  b  :  A,    }  />c=aA (3), 

égalités  auxquelles  on  peut  réunir  celle-ci  :  a  =  m  +  ?t. . .  (4)> 

qui  existe  nécessairement  entre  les  deux  segmens  BD  et  DG 

Ces  quatre  équations  renferment  implicitement  toutes  les  pro- 
priétés ^es  triangles  rectangles  ;  et  il  ne  s'agit  que  de  les  faire 
ressortir  par  des  transformations  convenablement  exécutées. 

:    .i°.  Les  égalités  (i)  et  (a)  j  ou  plutôt  les  proportions  qui  y 

'  ont  conduit ,  nous  apprennent  que  chaque  côté  de  l'angle  droit 
est  moyen  proportionnel  entre  l'hypoténuse  entière  et  le  seg- 

•  ment  adjacent.  C'est  une  des  propriétés  principales  du  triangle 

'rectangle.  > 

,  a\  Ajoutons  membre  à  membre  les  égalités  (  1)  et  (a)  ;  il  vient 

„  .  b%  +  c*  =  atn -f-  an  = a(m  +  ri), 

ou ,  à  cause  de  l'égalité  (4)  ,      b*  +  c'  =  a*. 

Ce  qui  démontre  que,  dans  tout  triangle  rectangle*  le  carré 
de  ?  hypoténuse  est  égal  à  la  somme  des  carrés  construits  sur 
les  deux  côtés  de  l'angle  droit  C'est  la  propriété  caractéris- 
tique du  triangle  rectangle. 

3°.  Multiplions  les  mêmes  égalités  (1)  et  (a),  membre  à 
membre  \  on  obtient 63ca  =  a*mn  ; 


•  • 
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mais  l'égalité  (3)  donne  aussi JVssaflr*; 

donc    a*mn=a*h*9  et  par  conséquent,  h*=mn>  ou  bien,  I 

m  l  h  II  h  l  n» 

Ainsi ,  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  V angle 
droit  sur  ¥  hypoténuse  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  segmens  de  V hypoténuse. 

4°.  Divisons  membre  à  membre  les  égalités  (i)  et  (a);  il  fû 

A*       ait 

^=—  -,  d'où  *•:«»::»:  m; 

cr      am 

c'est-à-dire  que  les  carrés  construits  sur  les  côtés  de  F  angle 
sont  entre  eux  comme  les  segmens  de  l'hypoténuse. 

En  un  mot ,  tonte  transformation  exécutée  sûr  les  égalités 
(i)y  (a)*  (3)  et  (4),  conduirait  à  un  résultat  qui,  traduit 
géométriquement  y  ne  serait  autre  chose  qu'on  théor%me  ou  «ne 
vérité  plus  ou  moins  remarquable. 

4.  Observons  d'ailleurs,  en  passant,  que,  comme  ces  quatre 
équations  renferment  six  quantités  a,  b}  c,  h,  m  et  n ,  il  s'en- 
suit que  deux  quelconques  d'entre  elles  étant  données]  on  peut 
se  proposer  de  déterminer  les  quatre  autres,  à'  l'aide  de  ces 
équations.  .  ' 

Supposons,  par  exemple,  que  connaissant  l'hypoténuse  BC 
et  la  perpendiculaire  AD,  il  s* agisse  de  déterminer  les  deux  côtés  » 
de  l'angle  droit  et  les  deux  segmens. 

Les  équations  (1) ,  (a)  et  (4)  donnent  d'abord,  comme  on  Fa 

déjà  vu, &*  +  *'*=<*•> 

mais  si  l'on  double  l'égalité  (3) ,  on  a aie  =  aaA  ; 

d'où ,  faisant  successivement  la  somme  et  la  différence  de  ces 

deux-c,  Ion  déduit {  (*_c)' =  «■-**; 

.et  par  conséquent, 

b+c=y'a*+zah,        b  —  c=|/a1 — aa/r. 
Connaissant  la  somme  b  +  c  et  la  différence  b  —  c  des 


•     * 
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deux  aftfs  fr  et  c,  il  est  facile  d'obtenir  chacun  d'eux  en  par- 
ticulier. 

On  *,  d'après  un  théorème  connu ,  pour  le  plus  grand  côté 
(qu'on  peut  toujours  supposer  exprimé  par  4), 


et  pour  le  plus  petit  c , 

■ 

Quant  aux  deux  segmens,  ils  sont  donnés  immédiatement  par 
les  équations  (i)  et  (2),  puisque  b,  c  et  a  sont  maintenant 
connus. 

5.  Remarque.  La  seconde  partie  des  deux  valeurs  de  b  et  c 
nous  apprend  que,  pour  que.  le  triangle  puisse  exister  avec  les 
données  établies ,  il  faut  que  l'on  ait 

•a*  >  aaA,     ou  au  moins,     a*  =s  iah  ; 

». 
d'où  l'on  tire 

,  A<— ,     ou  tout  au  plus,     A  =  -; 

->     ^2%  r  2 

car  autrement  les  valeurs  de  b  et  de  c  seraient  imaginaires. 

En  effet,  pour  construire  un  triangle  rectangle ,  connaissant 
^hypoténuse  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  V angle 
droit >  on  peut  employer  le  moyen  suivant  : 

Décrivez  sur  l'hypoténuse  BC  {fig.  2)  comme  diamètre  une   ». 
demi- circonférence;  élevez  au  point  B  une  perpendiculaire  Bit 
égale  à  la  perpendiculaire  donnée;  menez  HL  parallèle  à  BC;  et 
les  deux  triangles  ABC,  Â'BC  satisfont  également  à  la  question. 

Or,  pour  que  le  problème  soit  possible ,  il  faut  évidemment 

* 

1 
que  BH  soit  plus  petit  que  -  BC,  ou,  tout  au  plus,  égal  à. 

—  BC. 

2 
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Lorsqu'on  a  BH»-BC,  ou  ft  =  —a,  le  triangle  rectangle 
devient  isoscele,  et  les  râleurs  de  b3  c  ae  réduisent  à 

6=  -ap,      c=-at/a; 
a    r    '      »      a    r     • 

ce  qu'on  peut  aussi  reconnaître  d'après  la  figure. 

Fig.  3.  6.  Considérons,  en  second  lieu,  un  triangle  obliquangle  ABC 
{fig.  3  ) ,  et  proposons-nous  d'exprimer *P un  des  côtés,  AB ,  par 
exemple ,  au  moyen  des  deux  autres ,  en  nous  fondant  sur  la 
propriété  principale  du  triangle  rectangle. ...  (a*=  4*  +  c*) . 
Abaissons  du  sommet  A  la  perpendiculaire  AD  (  qui  peut 
tomber  en  dedans  ou  au  dehors  du  triangle,  selob  que  l'angle  C 
est  aigu  ou  obtus) ,  et  conservons  d'ailleurs  les  mêmes  notations 
que  précédemment ,  savoir  : 

BC=a,  AC  =  fc,  AB=c,  AD=ft,  BD=m,  DC=n. 

Les  deux  triangles  rectangles  ADB,  ADG  donnent  les  égalités 

c%  =  h*  +  m* (î), 

b%  =  h*  +  n% (a), 

auxquelles  il  faut  ajouter  celle-ci  : 

a  =  m  ±:  n (3). 

(Le  signe  supérieur  de  l'égalité  (3)  correspond  an  cas  au 
l'angle  C  est  aigu ,  et  le  signe  inférieur ,  à  celui  oit  il  est 
obtus.  ) 

Cela  posé ,  retranchons  l'égalité  (a)  de  l'égalité  (i)  m7  il  vient 

0>—  A»  =  ro*— n*;    d'oi    f  =  b*  +  m*  —  «■ (4); 

mais  l'égalité  (3)  donne      m  =  a  zp  nt 

et  par  conséquent ,  m*  =  a*  qp  aan  +  "*• 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (4),  on  obtient  enfin 

c*  =  &*+  a* qz  aan. . . .   (5). 
Donc  le  carré  de  Vun  des  côtés  d'un  triangle  quelconque  est 


i 
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égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  outrés  tétés*  moins  ou 
pLtra  le  double  rectangle  du  bâté  sur  lequel  on  a  abaissé  une" 
perpendiculaire j  multiplié  par  le  segment  opposé  au  côté  que 
ton  veut  exprimer  au  moyen  des  deux  autres. 

L'égalité  (5)  comprend  sous  une  forme  très  concise  les  deux 
théorèmes  principaux  sur  les  triangles  oblîquangles. 

7.  lie  problème  suivant  est  tri*  propre  à  faite  ressortir 
l'utilité  de  l'Algèbre  dans  la  résolution  des  questions  de  Géo- 
métrie. 

On  propose  de  diviser  une  ligne  donnés  AB  (fig.  4)  en  FiS-  4* 
NonriNNB  et  extrême  RAisoNf  c'est-à-dire  en  deux  parties* 
dont  l'une  soit  moyenne  proportionnelle  entre  la  droite  en- 
tière et  .Vautre  partie. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  E  un  point  de  AB,  dé- 
terminé de  manière  qu'on  ait  la  proportion 

•     .  •       "  AB  ;  AE  ::  AE  :  EB. 

Posons    AB  =  a,  AE^o;*,    d'où    E6sa-^x. 

La  proportion  détient    a  *:  x  ::  x  :  et  «s—  *  j  f 

d'où  l'on  déduit  l'équation       r*  =  a*  —  ax , 

v 
qui,  étant  résolue,  donne 


'~!*V*+£ 


4 

De  ces  deux  valeurs  fournies  par  la  résolution  de  l'équation , 
la  première  est  la  seule  susceptible  de  satisfaire  à  l'énoncé  du 
problème,  tel  qu'il  a  été  établi  j  car  la  seconde  est  négative  et 
numériquement  pluà  grande  que  a;  d'où  il  suit  qu'elle  ne  peut 
exprimer  une  partie  de  la  droite  donnée  a.  Nous  verrons  plus 
loin  par  quelle  circonstance  cette  valeur  se  rattache  à  la  pre- 
mière, et  comment  on  doit  l'interpréter;  occupons-nous  donc 
seulement  de  la  valeur  * 

a7 

et  voyons  ce  qu'elle  signifie  en  Géotnétrie  : 


— ï<y 


*•  i 
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Ce  résultat  âadUqae  évidemment  que,  pour  obtenu1  II 
de  x  en  ligne,  3  faut  retrancher  la  moitié  de  a  de  l'expression 

%/<**+"/-•  Mais,  en  vertu  de  la  propriété  principale  du. 

triangle  rectangle,  l/ aa  +  -r  représente  l'hypoténuse  d'au 

triangle  rectangle  dont  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  a 

a 
et  -•  # 

a 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  la  construction  suivante  : 

A  ?  extrémité  Bdela  ligne  AB=a,  élevé*  une  perpendiculaire» 

BG  égale  à  -a,  et  tires  AC;  il  en  résulte 


AC 


-y/ 


*"Jt 


«*+ 


.*     » 


T 


Du  point  C  comme  centre,  avec,  le  rayon  CB  =  -  ,    décrivez, 
un  arc  de  cercle j  BD,  qui  coupe  AC  au  pou»*  D  ;  tous  aurez 

AD=AC— CD  =  y/a'  +  j  —  ?. 

Enfin*  rabatte*  par  un  arc  de  cercle  AD  de  A  *»  E;  et  le 
point  £  sera  le  point  demandé* 

En  effet,  on  a 


AE 


=  AD-V/*+5-f« 


.  Il  est  a  remarquer  que  cette  construction  à  laquelle  on  est 
parvenu,  est  précisément  celle  qu'on  donne  dans  les  élémene  de 
Géométrie.  Pour  l'obtenir  par  dçs  considérations  purement  géo- 
métriques, il  faut  une  analyse  assez  délicate,  tandis  qu'à  l'aide 
des  symboles  de  l'Algèbre ,  on  la  trouve  facilement  et  sans  aucun 
effort. 

C'est  ainsi  qu'en  appelant  l'Algèbre  au  secours  de  la  Géomé- 


« 


,  t    »• 
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trie,  on  parvient  <4>uvènt  à  résoudre  des  questions  qui,  autre-     # 
ment,  exigeraient  des»niisonnemens  difficiles  et  compliqués.  ,  / 

8t  Eu  réfléchissant  sur  la*  manière  dont  la  dernière  ques-     • 
tion  vient  d'être  traitée,  ou  voit  que  là  résolution  d'un  pro-    - 

M  blême  ^e  Géométrie  par  le  secours^  de,  l'Algèbre  se  compose 
de  trois  parties  principales  : 

l°.  Traduit*  algébriquement  J'énonce  du  problème j  Ott  le* 
mettre  en  équation;  »  . 

»    2*.  Résoudre  V équation  ou  les  équations  j  suivant  que  l'é-   ' 
nonce  renferme  une  ou  plusieurs  inconnues.  , 

'  *  3°.  Construire  ou  évaluer  en  lignes  les  expressions  algébriques      • 

■  auxquelles  on  est  parvenu.  *  . 

'    Souvent^  il  fauf  y  joindre  une  4*  partie'  qui  a  pour  objet  la  * 
discussion  du  problème  ,,-ou  l'examen  de  toutes  les  circons-     ' 
tances  qui  y  sont  relatives.  {Voyez  le  n°  5.)  .  .       «t 

Or,  il  en  est  des  problèmes  de  Géométrie  comme  des  pro~  #<  * 

'  blêmes  d* Algèbre,  cfest-à-dire  qu'il  n'existe  pas  de  règles  bien 
fixes  pour  mettre  un  problème  en,  équation.  Le  précepte  Çtabli    - 
en^  Algèbre  est  également  applicable  {voyez  n°  a)  aux  pro-  • 
Mtiïus  de  Géométrie;  mais  la  manière  de  le  mettre  en  pratique  ^ 
varie  suivant  les  diffiérens  problèmes  qu'on  peut  avoir  à  ré- 
soudre. Cependant,  npus  développerons  dans  le  troisième  cba-. 
pitre  une  méthode  générale  à  ce  sujet.  Dans  celui-ci,  nous 
n'emploierons  que  des  artifices  particuliers  à  chaque  problème, 

•  parce  que  ces*  méthodes,  quoique  indirectes,  donnant  .souvent 
des  solutions  plus  simple/et  plus  élégantes  que  la  méthode  gé- 
nérale, il  es^jiétoessaire  de  les  faire  connaître. 

Les  équations  une  foia obtenues,  on  peut  les  résoudre  d'après 
les  méthodes  que  «fournît  l'Algèbre.  Toutefois,  les  commençans 
ne  sauraient  trop  s*e*ercer  a  faire  les  calculs  adroitement,  en 
cherchant  à  dégager1  le  plus  simplement  possible  les  inconnues, 
dés  équations  qui  ont  été. établies. 

'  Quant  à  la  troisième  partie,  qui  a  pour  objet  de  construire  les 
expressions  des  inconnues ,  les  règles  à  suivre  sont  faciles  et  en 
petit  nombre.  Cest  donc  par  le  développement  de  cette  dernière 
partie  qu'il  convient  de  commencer. 


»  « 


• 
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# 
§  I".  Construction  des  expressions  algébriques. 

gt  Nous  ne  considérerons,  dans  tout  ce  qui  Ta  suivre,  que  des 
expressions  rationnelles  au  irrationnelles  du  second  degre^,  c'est- 
à-dire  des  résultats  provenant  d'équations  du  premier  ou  do. 
.second  degré. 

Les  expressions  élémentaires^  c'est-à-dire  les  expressions  à  la 
construction  desquelles  on  peut  ramener  toutes  les  autres,  sont4 
au  nombre  de  six,  savoir  :  * 

#  =  a— 4-4-c  — d-f-*. . . ,     a?  =  — ,    #  =  — , 

.  c  c 

(a,  t,  c,  A...  exprimant  des  nombres  d'unités  linéaires  cou* 
ténues  dans  des  lignes  données). 

I  °.  Soi t  à  construire  l'expression    <r  s=  a—  &+  c— d  -f-  e .  » . 

C£  résultat,  pouvant  être  mis  sous  la  forme 

*        représente  la  différence  entre  la  somme  faite  des  lignes  <*$  cr 
e.  « .  • ,  et  la  somme  faite  des  lignes  b ,  d. . . .         * 

D'abord ,  pour  obtenir  une  ligne  égale  à  a -f- c +*?+••••  ; 
Fig.  5-   prenez  sur  une  ligne  indéfinie  AX  (  fig.  5  ) ,  et  à  partir  du 

point  A">  ÀB  =  a,  BC  =  c,  CD  sz  «  ;  vous  aurei  ainsi 

» 

AD  =  a  -+•  c  -f-  *. 
Porte*  ensuite  de  D  f*rs  A,  DE=6*  EF=<£,  ce  qui  donne 

DF  =  i+d; 

il  en  résulte  nécessairement  AF  =sx  a  +  e  "4"  *  — *  (^  +  <0 — *• 
.On  peut,  avec  la  même  facilité,  construire  les  expressions 
*  ar  =  3a,  a;  =  5&....;  tout  se  réduit  *  porter  la  ligne  a  ou  6 à 
la  suite  d'elle-même,  plusieurs  fois. 

On  a  vu  d'ailleurs  |  en  Géométrie  >  le  moyeu  de  diviser  use 
droite  donnée  en  a,  3,  4#  5«  •  •  t  parties  égale»;  ainsi  ^  il  ne 


•  « 


• 
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■  ^j 

serait  pas  plus  difficile  de  construire  les  résultats    x  =  ^r, 

^»  ■  *"?">     ^*  *  *  ■■■■■#  •  •  •  s    f  * 

7  ...•'• 

Par  exemple ,  pour  construire  la  dernière  expression ,  il 

suffit  de  diviser  &  en  *]  parties  égales  et  de  prendre  3  de  ces 
parties;  ou  bien ,  de  prendre  une  ligne  égale  à  3a >  qu'on  divi- 
serait ensuite  en  7  parties  égales. 

'  3°.  i&h*  d  construire  le  résultat    x=z  —  : 

On  en  déduit  la  proportion      c  l  a  II  b  '.  x  \ 

d'où  Ton  voit  que  x  est  une  4"  proportionnelle  aux  trois"  lignes 
données  c,  a  et  i.  J 

Pour  l'obtenir  >  forme*  un  angle  indéfini  XkY  (fig.  6),  et  à   Fig. 
partir  du  point  A.,  prenez  sur  AX ,  AB  =s  c ,  AC  =  a  ,  puis 
sur  AT,  AD*=  b.  Tire»  BD  */  mtf/ie?z  par  le  point  C,  CE  />a-    « 
~    rallèle  à  BD.  La  ligne  AE  sera  la  ligne  cherchée. 

En  effet ,  on  m  ,  d'après  cette  construction , 

■»  ah 

AB:AC:;àD:àE,  ou  bien,  c\a\\b\  AE  ;  d'où  AE=— =x. 

I 

Autrement.  Sur  une  ligne  indéfinie  AX >  prenez  AB=rc,    fig. 

ÀC  —  eu  Du  point  B  tirez  une  droite  quelconque  BT  et  prenez 
■  BD  sir  b.  Joignes  AD^  **  |iar  le  point  G  menez  CE  parallèle  à 
BY*  La  ligue  CE  sera  la  ligne  demandée. 
Car  on  aura 

ab  :  ac  ::  bd  :  ce,    ou  c  :  a  ::  b  :  ce.  , 


6»     *.  » 

• 


• 


3°.  L  expression    x  =  — ,    ou    x  = 


est  une  3' 


proportionnelle  aux  deux  lignes  a  et  c,  puisqu'on  en  déduit 

c  :  a  ::  a  :  x. 

La  construction  est  donc  la  même  que  celle  de  l'expression   ' 
précédente. 

On  peut  toutefois,  dans  certaines  circonstances,  lui  substi- 
tuer celle-ci: 


!%• 


OOKSTlUCTIOlf 


*%•  •■       êstr  une  ligné  AB  =  c  (Jtg.  8) ,  comme  diamètre*  décrit** 

umé  demi-circonférence;  du  point  A.  comme  centre  *  et  avec  un 

•rayon  AC  égal  à*,  décrivez  un  arc  de  certle  oui  rencontre  ta 

•  demi-circonférence  au  point  C}  puis  abaisse*  la' perpendicu- . 

taire  CD  sur  AB.  Von*  aures  AD  pour  la  3*  proportionnelle 

demandée.  ' 

■ 

En  effet,  le  triangle  rectangle  ACB  «donne 


» 


*  , 


#  * 


ab:ac::ac:ad,  on  c:a::a:AD;  d'où  ad=««-=x.    > 

'  c 

N.  B.  Ce  mode  de  construction  suppose  évidemment  que 
Pou  ait  a<^c.  En  outre,  on  ne  l'emploie  avec  avantage  qu'au- 
tant que,  dans  la  figure  du  problème,  il  existe  déjà  une  demi- 
circonJerenoe  décrite  sur  c  comme  diamètre ,  parce  qu'alors  il 
n'y  a  réellement  que  la  perpendiculaire  CD  à  abaisser.  . 

« 

4°.  Le  résultat  x=  ^  ab  exprime  une  moyenne  propor-     * 
'  tionnelle  entre  a  et  b  j  car  on  en  déduit  ,    % 

x*  =  aX&|    d'où    alxllxlb. 

Fi*  9.        Pour  la  construire,  prenez  sur  une    ligne  indéfinie  AX 

"    ififr  9)  deux  parties  AB  =  a ,  BC  =  b\  puis  sur  la  somme  AC 

de  ces  deux parties j  comme  diamètre*  décrive*  une  demi-circon- 

fèrence  et  élevé*  la  perpendiculaire  BD.  Vous  aurez  BD'pour  la 

1  ligue  cherchée. 

En  effet,  le  triangle  rectangle  ADC  donne 

AB:DB::DB:BC,  ou  a:DB::DB:4-,  d'où  DB=  j/a*=x. 

Fig.10.       Autrement.  Sur  une  ligne  AB  =  a  (fig.  10),  décrive*  une 
•  demi-circonférence;  prenez  sur  AB  une  partie  AC  =  b*  et  éle- 

vez en  C  la  perpendiculaire  CD.  La  corde  AD  est  la  ligne 
\  demandée.  '  • 

Car  le  triangle  rectangle  ADB  donne 

« 

AB  :  AD  ::  AD  :  AC,  ou  a!  AD;;  AD:  b  ;  donc  AD  as  ^ab.     • 


I  ' 


lin] 


*  DES  EXPRESSIONS  AxaiBBigtnu.  l3 

5°.  X  =  V'aï+b*  exprime  l'hypoténuse  d'an  triangle  rec-     • 
tanglç  dont  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  a  et  b.  ^ 

Format  un  pngle  droit  CAB  {fig.  1 1  );  puis  prenez  AB=a,%  Fîg.u. 
AC  =ab,et  tire*  l'hypoténuse  BC;  vous  aurez  , 


se 


=  VaB+~AC  —  yV-f-6' 


4 

X. 


6°.  x=»  f/«* — ^a  e*t  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  d'un 
triangle  rectangle  dont  Puyjpoténuse  est  a  et  l'autre  côlé  &.• 

Premiers  construction.  Tracez  un  angle  droit  X  AT  (fig  1 a)  ;   ffg.  w- 
*ur  AX prenez  AB  =& ,    puis,  du  point  B  comme  centre ^,e$ 
avec  a  /wztr  rayon .,  décrivez  un  arc  de  cercle  qui  coupe  AT  » 
/»  u/s  point>€u  Vous  ailrez  ^C  pour  la  ligue  demandée.     , 

En  effet,  cette  construction  donne 


AO 


=  y  Bc'-t  A»*     ou  bien,    AC  s=  i/o*  —  *ft  =  *• 


Seconde  construction.  Sur  AB=±a  (fig,  i3)  ,  comme  dût-  F.    '-" . 
mètre  a  décrivez  une  4emi*circonférence;  à  partir  du  point  •  A , 
prenez,  une  corde  AC=6.  L'autre  corde  CET  sera  la  ligne  de- 
mandée. Cela  est  évident.  '.  * 

Troisième  construction.  L'expression   f/  a*  —  b*  peut  se 

«iettre#ous  la  forme  V(a-\-*b)(a  —  T>),    et  représente  une 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  lignes  a  +  Jeta— fc.  • 

Sur  une  ligne  indéfinie  AX ,  prenez  AB  =  a  (fig.  i£)  >et  por-  'jrç-  ,* 
te*  b  A  B  «h  C,  puis  de  B  eh  D,  Décrivez  sur  AC ,  comme 
diamètre  j  une  aimi-clrconférence,  et  élevez  au  point  D  /a  perpen-  \ 

diculaire  DE»  Vous  aurez  la  corde  AE  pour  la  ligne  demandée. 

Car  il  résulte  de  cette  construction, 

AÊSrs=ACxAD=(a+6)(a— i);  *      . 

.  .  / 

d'où  .    AE=  t/(a  +  6)  (a  —  b)  =  x. 

m 

1  o.  De  la  construction  des  expressions  y  aa-f-  i*  et  v  aa—  A* , 
il  est  facile  de  déduire  «elle  du  résultat  *  ' 


i 


«4 
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x  =  v/û*— *a  +  eft  —  d*  +  e*—  . . 


^    **. 

•       ?lgi5*#    D'abord,  «wj»  AB=a  (fig.  i5),  co/nai*  diamètre j  décrit** 
f        *i      *ww*  demi-circonférence ^  et  à  partir  du  poipf,  A,  prm**  uœ 
-   '  •    corcfe*AC=ô;  puis  tirez  l'autre  corde  BC.  Vous  aure**- 

BC=  t/iF^T?.  '  *      . 


m*, 


». 


v«i 


♦  S     * 


%  <•■ 


Soit  posé     1/0*  —  ^  =  »»;     il  en  résulte     c* — 6*  = 

etJa  valeur  de  X  devient    x=!k  /na-Hc* —  d*-^- *•  -  •  • 

Prolonge*  ensuite  AC  ûPtt/i*  /Ktrti*  CD  zsr'ic ,  puw  tires.  BD; 
Tous  aurez  ,      • 

.       Soit     .  \/a%— *»  +  c*fi=n;  d,oùô•—  6«+c*  =  »% 

;  il  en  résulte     x-=^yn%^dk  +  e%....x      t 

-i?  f  Maintenant ,  *i*r  BD,  comme  diamètre,  décrivez  une  d* mi- 
circonférence  ;  prenez  une  corde  DE=rf ,  et  tirez  BE.  Vous  aurez 

'      *•         BE==  V^n%^di=\/âT^T:+cT^à^.    '    ' 

Continuez  ainsi  cette  suite  de  constructions  jusqu'à  ce  que 
.  vous  soyez  parvenu»  au  dernier  ries  carré»  qui  entrent  sous  le  ra- 
dical de  la  valeur  de  x.  "  • 

1 1 .  La  construction  précédente  sert  principalement  a  évaluer 
en  lignes  les  radicaux  numériques. 

Soitj  pour  premier  exemple,  à  ^construire  x*é=.  |/i5. 

On  peut  d'abord  mettre  cette  expression  sousjk  forme. . . . 

x=  y  5  x3,  et  elle  représente  ainsi  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  5  et  3.  _ 

Mais  il  est  plus  simple  de  la  transformer -en  cette  autre  ex- 
;     pression:  xsac  V/16 —  1  ■=  V^(4)* — *• 

Alors  tout  se  réduit  à  construire  un  triangle  rectangle  dont 
l'hypoténuse  est  4>  et  l'un  des  côtés  est  égal  ai.  -    * 

On  trouvera  de  même 


V 


•  • 


%  • 


*  « 
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•  •  ^     »___ __        

|/43  =  v/36+9— i— î  =v/(6)*+(3)»~r— i. 

L'artifice  consiste  à  décomposer  le  nombre  sous  le  radical, 
flans  la  somme  algébrique  -de  plusieurs  carrés,  ce  qui  est  tôt* 
•jours  possible.  , 

On  démontre  même  Ans  l'analyse  *  algébrique ,  que  tout- 
nombre  entier,  s'il  n'est  pas  un  carré, est  décomposante dans 
la  somme  de  deux  *  trois  ou  quatre  carrés  au  plus. 

îa.  Noua  sommes  actuellement  en  état  de  construire  1*»  ex- 
piassions afgébriques  les  plus  compliquées. 
Commençons  par  les  monômes  rationnels. 

Soit  proposée  l'expression    x  =  --^ — . 

On.  peut  la  mettre  sous  la  forme    x  =  — -y»X  -• 

*  •  *  a  e     •  9 

*  Tkàb  •         *  • 

Or,  —7-  exprime  évidemment  une  Sf  proportionnelle  a«x 


trois  lignes*  J,  2a  et  4. 


aaZ% 


Soit  donc  cette  ligne  construite,  et  posons  —j-  =  mj*  il  en 

résulte    xsi: i7»  X  - ,     qui  exprime  encore  une  ^proportion-* 
ize//e  auxtrois  ligneste ,  n»  et  c. 
Soit  encore  à  construire    x  = 


ao'iV 


^t.    "    *       .*  .     „  ,  ûa*       a       b      b       c 

Cfttte  expression  retient  à  ^^"gXjX/X/X-' 

D  abord,  ^j,  ou  — ^ —  exprime  k#i*  4    proportionnelle 
aux  lignes  3J,  2a  et  à.       .    " 

Posant     r-  =  m,    ona 

a      A       è       c 


#• 


4 

* 


•  • 


Or  m  *  %  ^présente  une  4*  vropoHwmelk  wx  lignes  à 


m  et  a. 
Soit 


it    mX^=n,    il  en  résulte  *  • 

J      J      g  ' 

»    •     En  continuant  ainsi,  l'on  parviendra,  à  l'aide  de  aW?  4** 
*     proportionnelles,  à  nue  dernière  ligne  qui  /•présentera  la  va- 
leur proposée. 

N.  B.  Xq  «oroér*  ife»  4°  propordamnetes  est  toujours  mar- 
qué par  le  degré,  ou  par  la  somme  des  exposons  du  dénorrsd*m- 
teur.      *  •  #  m 

#    i3.  Passons  aux  expressions  fractionnaires  polynômes. 

%a*—Za*b+b%c 
So*  à  construire  as  =    fl,_aflfe  +  b.   -        - 

*  On  peut  d'abord  l'écrire  ainsi  :  -     . 


* 
« 


/  *     Si  ^  a^rès  avoir  supprimé  le  facteur  a  commun  aux  deux 

termes,  on  pose  —  =  ro,    —  =  n,    il  en  «suite 
,  »  *        a  a  ». 

'  a(aa  — -  Zb  -f-  m) 
}  *  a  —  26  +  »     '  • 

*  •        et  cette  expression  représente  alors  uni  4°  proportionnelle  aux 
*roi*  lignes  a  —  afc  +  n ,  a  et  ia  —  3ft  -f»  m.  *    *       • 

Quant  aux  deux  lignes  m  et  n ,  on  peut  les  construire  facile- 
ment ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut. 

L'artifice  de  ces  transformations  consiste  à  mettre  '  en  évi- 
dence j  au  numérateur  et  au  dénominateur,  tous  les  facteurs 
littéraux,  moins  un,  gin  entrent  dans  Vun  des  termes.  * 

Il  faut  toutefois  avoir  le  soin  de*  faire  ressortir  la  lettre  qui 
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entre  le  plus  de  fois  comme  facteur  dans  les  deux  termes  de 
la  fraction ,  parce  qu'alors  il  y  a  moins  de  constructions  par- 
tielles* à  cause  des  réductions  qui  se  présentent;  mais  ces  sim- 
plifications demandent  de  l'habitude. 

On  trouvera  pareillement  que  l'expression 

e4 — zc?b+*ab%c — b*cd  A  .  a(m — n+2c — p) 

x=z  — y- — — — 77-;-; — r>  revient  kx  =  — ^ ^SJL 

2a6* — 36J — 4bc*+c*d  2a— 36 — q+r    ' 

en  mettant  le  facteur  ab*  en  évidence  au  numérateur  et  le 
facteur  b*  en  évidence  au  dénominateur,  puis  posant 

a3  239  cd  4e*  c*d 

m=F>    *=T'    p  —  ^9    '=Tf    rs=s TF' 

Ces  dernières  expressions  étant  construites,  on  en  déduit  la 
valeur  de  x,  qui  est  une  4*  proportionnelle  aux  trois  ligne» 
2a  —  36  —  q-\-rya  et  m  —  n  -f-  2c  — p. 

On  peut  remarquer  qu'il  y  a  beaucoup  d'analogie  entre  ces 
transformations  et  celles  qu'on  exécute  pour  rendre  les  expres- 
sions algébriques  calculables  par  logarithmes. 

* 

i4«  Considérons  maintenant  les  expressions  radicales  du  se- 
cond degré.  v 

Soit ,  premièrement,  l'expression    x  =  \/a%  —  bd* 


On  peut  la  mettre  sous  la  forme  x  —  1/ a(a  — — J; 

et  si  l'on  pose  —  =  m,  ligne  facile  à  construire,  il  en  résulte 

x  =  \/a  (a  —  m) , 

expression  qui  représente  une  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  lignes  a  et  a  —  m. 

Autrement.  Soit  fait  »*=  bd,  il  vient  x=  {/a*—  n*\ 

d'où  l'on  voit  qu'après  avoir  construit  une  moyenne  propor- 
tionnelle n  entre  b  et  d,  il  suffit  de  déterminer  l'un  des  cô- 
tés de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  ayant  pour  hypoté- 
nuse a,  et  n  pour  autre  côté. 


k 
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...                  ,  /a3  —  aà'c  +  SA» 
Soit ,  on  second  lien,    x=  W  —~r . 

Cette  expression  revient  à  celle-ci  : 


=vA 


b(a-b)      - 


Ha-b) 

quantité  qu'on  pent  construire  aisément  «J'après  ce  qui  a  été  d 
n°  i3. 

Désignant  donc  cette  quantité  ou  cette  ligne  par  m,  ou  ob 
tient  x  =  \/b  x  m,    expression  facile  à  construire- 

En  général,  pour  toute  expression  radicale  du  second  de 
gré,  il  suffit  de  mtttrten  évident* ,  sous  le  radical >  un  denfac 
leurs  littéraux  qui  entrent  dont  les  termes  du  numérateur ,  ■ 
par  exemple;  le  second  facteur  sous  le  radical  est  alors  uj* 
expression  rationnelle  qu'il  faut  construire  et  désigner  ensuit 
par  m;  1s  question  se  réduit  finalement  à  construire  ta  valeu. 


N.  B.  Si  l'on  avait  une  expression  telle  que    x  =a  \J  - 

coefficient  a 


il  faudrait  commencer  par  faire  passer  le  coefficient  a  sous  \i 
radical,  ce  qui  donnerait 


Remarque  importante  sur  FuouoGÉiiiiTt. 

■  5.  Dans  toutes  les  expressions  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé de  construire,  nous  avons  supposé, 

i".  Tous  les  termes  du  numérateur,  tic  même  degré  entn 
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eux,  ainsi  que  tous  ceux  du  dénominateur;  2°.  le  degré  du  nu- 
mérateur plus  grand  que  celui  du  dénominateur,  d'une  unité 
<  pour  les  expressions  rationnelles,  et  de  deux  unités  pour  les 
radicaux. 

Une  expression  est  dite  homogène,  lorsque  ces  deux  condi- 
tions sont  remplies;  et  elles  le  sont,  toutes  les  fois  que,  dans  la 
traduction  algébrique  de  l'énoncé  du  problème ,  on  a  désigné 
par  une  lettre  chacune  des  lignes  qu'on  a  dû  faire  entrer  en 
considération.  11  suffit,  pour  se  convaincre  de  la  vérité  de  cette 
assertion ,  de  réfléchir  sur  la  nature  des  relations  que  fournit 
la  Géométrie  pour  la  mise  d'un  problème  en  équation.  Ce  sont, 
en  effet,  ou  des  proportions  entre  des  lignes  exprimées  chacune  ' 
par  une  lettre;  ou  bien,  des  égalités  entre  des  surfaces  (telles 
que  la  proposition  du  carré  de  . l'hypoténuse  et  celles  qui  en 
dépendent).  Mais  une  surface  est  toujours  exprimée ,  soit  par 
le  carré  d'une  ligne ,  comme  aa,  soit  par  le  produit  de  deux  li- 
gnes, comme  ab\  donc  les  équations  du  problème  doivent  être 
elles-mêmes  homogènes,  c'est-à-dire  que  tous  leurs  termes  doi- 
vent être  de  même  degré.  D'ailleurs,  on  sait  que  toutes  les 
transformations  exécutées  sur  des  quantités  homogènes  con- 
duisent nécessairement  à  des  résultats  homogènes. 

Ainsi ,  soit    x  =  — - ,  d'où  Àx  =  B ,    le  résultat  auquel  on 

est  parvenu  pour  l'une  des  inconnues. 

i°.  B  et  A  doivent  être  séparément  homogènes; 

a°.  Gomme  x  exprime  déjà  une  ligne,  il  faut  que  A  soit  d'un 
degré  moindre  d'une  unité  que  B;  autrement,  l'équation  Ax=B 
ne  serait  pas  homogène.  ' 

Donc  enfin,  dans  l'expression    x  =  ~j- ,    les  deux  conditions 

énoncées  ci-dessus  doivent  être  satisfaites. 

Quant  aux  radicaux  du  second  degré  qui  peuvent  être  géné- 
ralement représentés  par  x=l/A,  comme  on  en  déduit 
x*  =  A,  et  que  le  premier  membre  xa  exprime  une  surface,  il 
s'ensuit  que  le  second  membre  A  doit  aussi  exprimer  une  sur- 

2.. 


\ 
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face.  Donc,  si  A  est  fraction  ne  ire,  le  degré  du  numérateur  dsît 
surpasser  de  deux  unités  celui  du  dénominateur. 

Mats  st ,  dans  la  vue  de  rendre  les  calculs  plus  simples,  m 
convient  de  prendre  ponr  unité  l'une  des  lignes  que  l'énoncé  àa 
problème  prescrit  de  faire  entrer  dans  le  calcul ,  comme  les  di- 
verses puissances  de  i  sont  égales  a  i,  le  degré  de  chacun  ds 
ternies  où  cette  ligne  se  trouvait  élevée  à  diverses  puissances, 
doit  nécessairement  diminuer  d'une  ou  de plusieurs  unités;  et, 
dans  le  résultat  obtenu  pour  la  valeur  de  l'inconnue  ,  les  deu 
conditions  de  l'homogénéité  doivent,  en  général,  cesser  d'exister. 

Par  exemple ,  si  dans  les  expressions 

ab  a<rVc  a" — bd 

,  elles  se  réduisent  à 


-V* 


—  gv+jg 


on  suppose  t 


'ïZFg' 


c      *  V         a — i 


Cependant,  comme  la  construction  de  la  ligne  cherchée  dé- 
pend des  grandeurs  de  tontes  les  lignes  données ,  et ,  en  parti- 
culier ,  de  la  ligne  prise  pour  unité j  il  faut  préalablement  h 
rétablir  dans  l'expression  de  x;  ce  qui  n'offre  aucune  diffi- 
culté, car,  en  désignant  cette  ligne  par  une  lettre,  m,  par 
exemple,  il  suffit  de  l'introduire  dans  les  différent  termes, 
comme  facteur ,  il  une  puissance  d'un  degré  tel  que  tes  deas 
conditions  d'homogénéité  soient  remplies. 

..     ■       .,„  «*—  an+3ftc 

Ainsi,  soit  I  expression      x=  r  *       — . 

*  a  —  aA'+i    ' 

qui  n'est  pas  homogène,  parce  qu'on  a  supposé  l'une  des  lignes 
de  la  question  égale  à  1 .  / 

Puisque  l'un  des  termes  du  numérateur  est  du  3"  degré,  et 
qu'un  de  ceux  dn  dénominateur  est  du  2*  degré ,  tous  'les  au- 
tres ternies  doivent  être  respectivement  ramenés  à  ces  mêmes 
degrés. 

Donc,  en  désignant  par  m  la  ligne  prise  pour  'unité,  ou  a 
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a8  —  aam*  +  36cm 
pour  1  «pression,     x  =    am_^  +  m, 


ai 

qui  peut  se 


construire  d'après  les  règles  établies  précédemment. 

De  même,  x^^-^^j,  devient  __-^-^ — . 


Soit  encore      a? 
Chacun  des  termes,  sous  le  radical,  devant  être  du  a*  degré, 

dm1 


aef"       aefm    ce        cem*    a*f       atf 
on  transformera   ^  en  -^-,  ^  en  -^-,    3-  en  35;  et 


l'expression  deviendra 


ST  +  "jg^      dm7' 


Posant  alors 


'-Ï-T^i   «f-^xÇ. 


*4 


cent 


*         ce  .. „  m*       ,,  .  .  /ce        m* 

F=7x7i  do*  «"^7*7; 


et  construisant/»,  9,  r,  d'après  les  principes  connus,  on  ob- 
tiendra pour  x  la  valeur  x  =  v/pa  +  ça—  r* ,  expression  qui 
rentre  dans  celle  du  n°  10. 

16.  JV.  B.  Dès  qu'on  applique  l'Algèbre  à  une  question  de 
Géométrie,  la  représentation  des  lignes  de  l'énoncé  par  des 
lettres ,  suppose  toujours  qu'on  ait  pris  une  certaine  ligne  pour 
unité;  mais  il  faut  distinguer  deux  cas  : 

Ou  le  résultat  auquel  on  parvient,  pour  l'expression  de 
l'inconnue ,  est  homogène;  ou  bien ,  il  ne  l'est  pas. 

JJane  le  premier  eaêj  la  connaissance  de  la  ligne  prise  pour 
est  indifférente  à  la  construction  du  résultat. 

Dans  le  tecond,  cette  ligne  est,  pour  ainsi  dire ,  en  évidence, 


>n  introduction  dans  le  résultat  est  indispensable  pour  la 
ftruction. 

n  doit  donc ,  jusqu'à  un  certain  point ,  distinguer  deu 
:cea  d'unités  linéaires  :  I'cne  qu'on  peut  appeler  Vunité  im- 
ite; c'est  celle  qui  correspond  à  des  résultats  immédiatement 
logènes,  et  que  la  représentation  algébrique  des  lignes  sup- 
!  toujours,  au  moins  d'une  manière  tacite;  I'autke,  qui 
it  alors  V unité  explicite;  c'est  une  des  lignes  données  de 
ueatiou,  que,  pour  simplifier  le  calcul,  «n  a  juge'  à  pro- 
de  faire  égale  à  i.  Son  rétablissement  dans  le  résultat 
calcul  est  toujours  facile ,  au  moyen  dés  deux  condition} 
unogénéité. 

tous  aurons  sourent,  surtout  dans  le  a"  chapitre,  occasion 
>pliquer  ces  derniers  principes. 

7.   Construction  des  équations  du  second  degré  à  une  seule 

Quoique  les  règles  établies  précédemment  suffisent,  à  la  ri- 
ur  pour  la  construction  des  résultats  auxquels  on  est  con- 
t  par  la  résolution  d'une  équation  ,  soit  du  in,  soit  du  a' 
Té,  puisque  ces  résultats  sont  toujours,  ou  des  expression* 
lonneUtSj  ou  des  expressions  irrationnelles  du  second  degré, 
'est  pas  inutile  de  faire  connaître  une  construction  déduite 
l'équation  elle-même,  sans  qu'on  soit  obligé  de  résoudre 
te  dernière ,  parce  qu'il  y  a  des  circonstances  où  cette  cons- 
ction  donne  lieu  à  une  solution  plus  simple  et  plus  élégante 
problème. 

lemarquons  d'abord  que,  toute  équation  du  second  degré 
ivattt  être  ramenée  à  la  forme 

&±.px  =  ±;q, 

s  signes  des  différent  termes  sont  mis  en  évidence  ) ,  sa 
istructiou  exige  qu'on  la  rende  homogène.  Or,  par  bjpo- 
se  ,  x  exprime  une  certaine  ligne;  donc  il  faut  que  p  re- 
sente aussi  une  ligne  et  q  une  surface  qu'on  peut  toujours 
■poser  transformée  en  un  carré  k%;  et  alors  l'équation  de- 
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Tient 

x*  ±  px  =  ±.  k*  \   . 

ce  qui  donne  lieu,  par  rapport  aux  signes,  aux  quatre  équa- 
tions suivantes  : 

xa  +  px  =  +  k*. . .   (i),         x*  +  px  =  —  fc*. . .  (3), 

x*  —  px  =  +  *'••  •   (a)  >         x*  —  px  =  —  &• .  • .  (4)  • 

D'ailleurs,  il  est  aisé  de  voir  que  les  racines  des  deux  équations 
(i)  et  (3)  ne  diffèrent  que  par  le  signe ,  de  celles  des  équations 
(a)  et  (4)î  et  comme,  pour  le  moment,  nous  ne  voulons  que 
connaître  en  lignes  les  valeur»  absolues  des  racines,  il  s'ensuit 
que  la  question  se  réduit  à  construire  les  racines  des  équations 
(2)  et  (4). 

Considérons  donc,  en  premier  lieUj  l'équation  (a) 

OU  xa — pxss  +  ft9; 

Elle  peut  être  mise  sous  la  forme  x(  x  —  p)  :=  +  fc*  ;  et 
traduite  en  Géométrie ,  elle  revient  à  cet  énoncé  :  Construire 
un  rectangle  connaissant  la  différence  p  de  ses  côtés  contigus, 
et  sa  surface  k*.  Car,  si  l'on  appelle  x  le  plus  grand  côté,  x— p 
exprime  le  plus  petit;  x(x  —  p)  est  une  seconde  expression 
de  sa  surface  qu'on  a  déjà  supposée  égale  à  un  carré  donné  A*. 

Cela  posé,  pour  résoudre  ce  problème,  décrivez  sur  une  droite 
AB  =  p  (fig.  16) ,  comme  diamètre,  une  circonférence  entière;  Fig.  16. 
élevez  au  point  A  une  perpendiculaire  AC  =  k ,  et  menez  par 
le  centre  O  la  sécante  COO.  Vous  aurez  CD  pour  la  racine 
positive  de  Féquation,  et  CE  pour  la  valeur  absolue  de  là 
racine  négative. 

En  effet,  on  a  évidemment  la  proportion 

CD  :  ac  ::  ac  :  ce,    ou   cd  :  k  ::  k  :  cd  —  p> 

ce  qui  donne  CD  (CD  —  p)  =  k%  ; 

d'où  l'on  voit  que  CD  vérifie  l'équation 

x  (x—  p)  =  k*. 
La  proportion      CD  :  AC  :  :  AC  :  CE  > 
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revient  encore  à  celle-ci  :     CE  -j-p  l  k  II  k  t  CE , 
d'où  résulte  l'égalité  CE  (CE  +  p)        =  *», 

ou  bien  encore ,  —  CE  (—  CE  —  p)  =  k*; 

donc  —CE  vérifie  aussi  l'équation  x(x  —  p)  =  k*. 

iV.  B.  Il  est  évident  que  la  construction  précédente  est  tou- 
jours possible;  et,  en  effet,  les  deux  racines  de  la  proposée  sont 
nécessairement  réelles,  quelles  que  soient  les  grandeurs  de 
p  et  k. 

Les  racines  de  l'équation  (1)  ou 

x*  +  px  =  *•  •  seraient  d'ailleurs    —  CD  et  +  CE. 

Soit,  en  second  lieuj  l'équation  (4)  ou 

x*~  px  =  —  £*. 

On  peut,  en  changeant  les  signes,  la  ramener  à  x(p— x)=ir*; 
et,  sous  cette  nouvelle  forme,  elle  est  la  traduction  algébrique 
de  cet  énoncé  :  Construire  un  rectangle  connaissant  la  somme 
p  de  deux  côtés  contigus  et  sa  surface  ka.  Car,  si  l'on  appelle  x 
l'un  quelconque  des  côtés,  p  —  x  est  l'expression  du  second  ; 
ainsi  sa  surface  a  pour  valeur  x(pr—x),  et  l'on  obtient  l'équa- 
tion ci-dessus. 

Pour  la  construire ,  décrivez  sur  une  droite  AB = p  (fig.  17), 
comme  diamètre ,  une  demi -circonférence;  élevez  au  point  A 
une  perpendiculaire  AC  =  k ,  et  menez  par  le  point  C  la  droite 
CD  parallèle  à  ÀB;  abaissez  enfin  la  perpendiculaire  DG« 
Vous  obtiendrez  AG  et  GB  pour  les  deux  racines  de  la  pro- 
posée. 

En  effet,  cette  construction  donne  évidemment  la  proportion 

AG  :  JDG  ::  DG  :  GB,  ou  bien  AG  :  k  II  k  :  p  — AG  ; 
d'où  l'on  déduit  l'égalité  AG  (p  —  AG)  =  *•, 

qui ,  comparée  avec  l'équation  x  (p —  x)    =  J&% 

donne  évidemment    x  =  AG. 

La  même  proportion  revient  encore  à    p  —  GB  ;  k  :  ;  k  l  GB, 
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d'où  fon  déduit  l'égalité        x  GB(p—  SB)  sa  k\ 

qui ,  comparée  à  l'équation  x{p  —  x)    =  k% 

donne  également    x=GB. 

Les  deux  racines  de  l'équation  (3)  ou  x*  +px= —  ft*  (qui 
sont  négatives),  seraient  représentées  par  —  AG  et — GB. 
N.  B.  La  construction  ne  donnerait  aucun  résultat,  si  Ton 

avait     fc>-,     puisqu'alors  la  parallèle  CD  ne  rencontrerait 

plus  la  circonférence  ;  et  en  effet ,  dans  le  cas  de  k  >  - ,  d'où 

A*  >  y ,  les  deux  racines  sont  imaginaires. 

Si  l'on  avait  &  =  -,  ou  /i,=~,  la  parallèle  CD  de- 
viendrait tangente  au  point  I ,  et  les  deux  racines  seraient  égales 
à  AO  et  OB.    ' 

18.  Seholie  général.  Les  principes  que  nous  venons  d'établir 
abnt  suffi  sans  pour  la  construction  de  tous  les  problèmes  dont  les 
équations  conduisent  à  des  résultats  rationnels ,  ou  k  des  exprès- 
..«ions  irrationnelles  du  second  degré.  Nous  ajouterons  cependant 
une  observation;  c'est  que,  dans  chaque  problème,  il  faut  tâ- 
cher de  faire  servir  la  figure  de  l'énoncé  à  la  construction  des 
résultats;  car  c'est  ordinairement  dans  la  liaison  plus  ou  moins 
directe  entre  la  construction  et  la  figure,  que  consiste  le  plus 
ou  moins  d'élégance  de  la  solution  du  problème«par  le  secours 
de  l'Algèbre  :  les  problèmes  suivans  en  fourniront  des  exemples. 

§  II.  Résolution  de  diverses  questions  relatives  à  la 

ligné  droite  et  au  cercle. 

C'est  en  proposant  d'abord  quelques  problèmes  particuliers 
et  faisant  ensuite  quelques  réflexions  sur  la  manière  dont  ces 
problèmes  ont  été  résolus ,  qu'on  peut  initier  les  commençant 
dans  les  méthodes  de  1' Application. 

•      19.  Premier  problème.  Inscrire  un  carré  dans  un  triangle 


2*6  PROBLÈMES 

Fig.i8.  donné  ABC(jîg.  18);  c'est-à-dire,  trouver  sur  le  côté  AB  un 
point  £  tel ,  qu'en  menant  EF  parallèle  à  BC ,  et  EG  9  FH 
perpendiculaires  sur  BC ,  la  figure  GEFH  soit  un  carré. 

Supposons  le  problème  résolu ,  et  abaissons  du  sommet  A  la 
hauteur  AD  du  triangle.  Il  est  évident  que  si  le  point  l  était 
déterminé  de  position,  il  en  serait  de  même  de  EF,  et  par  con- 
séquent du  carré  cherché. 

Posons  donc  DI  =  EG  =  EF  =  x ,  et  tâchons  d'obtenir 
une  équation  entre  cette  ligne  x  et  les  autres  lignes  qui ,  dans 
la  figure,  doivent  être  regardées  comme  connues  :  ce  sont  les 
trois  côtés  du  triangle  et  la  hauteur  AD. 

Or ,  les  deux  triangles  ABC  ,  AEF  étant  semblables ,  leurs 
bases  BC ,  EF  sont  entre  elles  comme  leurs  hauteurs  AD ,  AI  ; 
c'est-à-dire  qu'on  a  la  proportion 

bc  :  ef  ::  ad  :  ai. 

Cela  posé ,  soit  BC  =  a  ,  AD=  h  ;  comme  on  a  d'ailleurs 
DI  =  EF=x,  il  en  résulte  AI  =  A  —  x\  d'où ,  en  substituant 
ces  notations  dans  la  proportion  , 

a  :   x  \\   h  :  h  —  x, 

ou  bien ,     ah—  ax  =  hx\     donc    x  = r • 

a  ■+-  h 

Cette  expression  représente  évidemment  une  quatrième  pro- 
portionnelle aux  trois  lignes  a  -f-  h  ,  a  et  h. 

Pour  la  construire ,  nous  ferons  usage  de  l'angle  AQjL ,  parce 
qu'on  a  déjà  AD  =  A,  et  que  le  point  I  cherché  doit  être 
situé  sur  AD. 

Portons  d'abord  BC  ou  a  de  D  en  K ,  et  AD  ou  h  de  K 
en  L,  il  en  résulte  DL=  a+h,  DK  =  a;  et  comme  on  a 
déjà  DA=/i ,  il  s'ensuit  que  si  l'on  Joint  le  point  L  au  pointa*, 
et  quon  mène  SI  parallèle  à  LA ,  le  point  I  sera  le  point 
demandé. 

En  effet ,  on  a  la  proportion 

dl  :  dk  ::  da  :Di;   d'où   a  +  h:a::h  :mh 

ah 


donc 


Dl  = 


a  -+-  h 


=  x. 
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Le  point  I  étant  déterminé,  on  mène  par  ce  point ,  EF  pa- 
rallèle à  BC,  et  EG,  FH  perpendiculaires  <*BC;  ce  qui.  donne 
GEFH  pour  le  carré  demandé. 

20.  Remarque.  Dans  l'analyse  de  ce  problème,  nous  avons 
eu  le  soin  de  n'établir  les  notations  algébriques ,  qu'après  avoir 
reconnu  quelles  étaient  les  données  absolument  nécessaires. 
Ainsi ,  nous  n'avons  eu  besoin  de  faire  entrer,  en  considération 
que  la  base  et  la  hauteur  du  triangle,  quoique  les  deux  autres 
côtés  fussent  également  connus.  C'est  une  attention  qu'on  doit 
toujours  avoir  pour  éviter  les  notations  inutiles. 

ai.  Second  Problème.  Étant  donné*  déposition  et  de  gran- 
deur un  cercle  X  (Jig.   19)  et  une  droite  AB,  trouver  sur  le   F)g*i9« 
cercle  un  point  M  tel  que  ^  si  on  le  joint  aux  extrémités  de  la 
droite  AB ,  et  qu'on  tire  la  corde  DE *  cette  corde  soit  parallèle 
à  AB. 

'  (Nous  considérons  particulièrement  ici  le  cas  où  la  droite 
AB  est  extérieure  au  cercle.) 

Solution.  Remarquous  d'abord  que ,  si  le  point  D  était  fixé  de 
position  sur  le  cercle,  il  en  serait  de  même  des  deux,  lignes 
AM,  BM,  et  par  conséquent,  de  la  droite  DE.  Or,  le  point  D 
serait  connu  si,  en  abaissant  la  perpendiculaire  DG,  on  pou- 
vait déterminer  la  distance  AG. 

Du  point  G,  centre  du  cercle,  abaissons  la  perpendiculaire 
CF,et  posons  AB  =  a,  AF  =  i,  CF  =  c,  CD  =  r,  AG=x, 
DG  =y  ;  il  en  résulte  GF  =  DI  =  b  — x,  CI  =  c  —y. 

(Quoique  l'introduction  d'une  seconde  inconnue  DG  ou  yy 
puisse  sembler  inutile  a  la  détermination  du  point  D ,  elle  n'en 
est  pas  moins  nécessaire  pour  la  commodité  du  calcul.) 

Ces  notations  étant  convenues,  observons  que  le  triangle 
rectangle.  CDI  donne  d'abord  / 


CD  =  DI  +  CI ,  ou  bien  r%=  (i  —  x)»+  (c  —  y)*. ...  (1) 

première  équation  entre  les  inconnues  x}  y  et  les  lignes  con- 
nues b ,  c9r. 

Pour  en  obtenir  une  seconde,  nous  considérerons  les  deux 


r 
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triangles  MAB  et  MDE,  ils  sont  semblables  et  donnent  la 

proportion  MA  :  MD   ::  AB  :  DE; 

toh  Pon  déduit  MA  :  AD   ::  AB  :  AB  —  DE, 

00,  multipliant  les  deux  premiers  termes  par  AD, 

ma  x  ad  :  ad*  ::  ab  :  ab  —  de. 

Or,  quoique  nous  ne  connaissions  pas  les  longueurs  de  MA 
et  AD,  le  rectangle  MA  X  AD  n'en  est  pas  moins  connu;  car 
si ,  du  point  A  qui  est  déterminé  de  position ,  nous  menons  la 
tangente  AL,  ce  qui  est  permis,  nous  ayons,  d'après  un  théo- 

*  rème  de  Géométrie,  MAX  AD  =  AL  =  ma   (en   désignant 
par  m  la  nouvelle  ligne  connue  AL). 
On  a  d'ailleurs 

AD  =  x*  +  y, .  AB=a,     DE  =  2DI  =  2  (6 -~- x); 
d'où  AB  —  DE  =  <x  —  26  +  21?. 

Ainsi ,  la  proportion  ci-dessus  devient 

m*  :  x»  +  y*  ::   a  :  a  —  26  +  2x; 
d'où  l'on  tire      m\a  —  26  +  2x)  =  a(x*  +jr%)  ; (2) 

telle  est  la  seconde  équation  du  problème. 

On  peut  faire  subir  quelques  simplifications  aux  équations 
(i)et(2). 

i°.  L'équation  (1)  étant  développée,  devient 

x*+y =2&x  4-  2cy  —  (6*+  c*  —  r*); 

on  a  d'ailleurs  pour  la  seconde, 

m* 
x*  +y%  =  —  (2X  +  à  —  20) . 

Cela  posé,  i°.  le  triangle  ACF  (fig.  19)  donne  ÂC=o*-t-c*, 

et  le  triangle  ACL,  AL*ou  roa=AC  —  LC  =  b%  +  c*  —  r\ 

m* 
2°.  La  quantité  — estune  troisième  proportionnelle  qu'on  peut 


a 


m1 


supposer  construite ,  et  en  posant  —  =  11 ,  il  en  résulte  m%  =  an. 
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Par  là,  on  obtient  pour  les  deux  équations, 

x*-f->y'  =  2£x    +2cy— -an (3), 

x*  +  y*  =  7i  (2x  +  a  —  26) (4). 

Égalant  entre  elles  ces  deux  valeurs  de  x*  +  y%,  on  troure, 
toute  réduction  faite , 

(A  —  rc)  x -f- cy  =  n  (a  —  A). . .  •  (5). 

équation  qui  n'est  que  du  premier  degré  en  x,  y ,  et  qui  peut 
remplacer  l'équation  (3)  ;  en  sorte  que  la  question  est  ramenée 
à  éliminer  y  entre  les  deux  équations  (4)  et  (5).  L'équation  en 
x  que  l'on  obtiendra  ainsi,  étant  résolue ,  fera  connaître  la  dis- 
tance AG ,  et  par  suite  la  position  du  point  D. 

Si  l'on  effectue  cette  élimination,  qui  n'offre  aucune  difficulté, 
l'on  trouvera  pour  équation  finale  en  x , 

[c»  +  (/,_6)*]x*  +  un  [(ji  —  b)(a  —  b)  —  c*]  x 

=  n  [(a  —  26)  c*—  n(a  —  ô)»] . 

Nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  de  la  résolution  de  cette 
équation ,  parce  que  le  résultat  qu'on  obtiendrait  serait  très 
compliqué ,  et  que  sa  construction ,  déduite  des  principes  qui 
ont  été  établis  précédemment ,  n'offrirait  aucun  intérêt  (*)• 

Seconde  solution  du  problème  proposé. 

Supposons  toujours  le  problème  résolu  ,  et  soit  D  (fig.  20  )  le  Fig. 
point  demandé.  Menons  en  ce  point  la  tangente  DR ,  et  par  le 
point  A  la  tangente  AL ,  comme  dans  l'analyse  précédente. 

Les  ^deux  triangles  ABM ,  ADK  sont  semblables ,  car  ils  ont 
l'angle  A  commun  ;  de  plus  r  AKD  =  KDE  ,  par  la  propriété 
des  angles  alternes  internes;  mais  KDE  et  DME  sont  égaux 
comme  ayant  même  mesure;  ainsi  AKD=  DME  ou  AMB. 

On  a  donc  la  proportion     AB  l  AD  "  AM  :  AK, 

d'où  l'on  tire 

AB  X  AK  =  AD  X  AM  =  ÂL* 


30. 


(*)  Nous  renvoyons  au  n°  j8s»  pour  la  construction  géométrique  des  cqua- 
tion«(i)  et  (*j). 
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a  :  b  !:  a  —  m  :  a:, 


en  prenant  BAC  pour  l'angle  de  construction ,  puisque  Ton  a 

déjà  ABs=a,  3lC  =  J. 

^  partir  du  point  B  *wr  BA,  prenez  une  partie  BG  4?&& 
à  m;  il  en  résulte  AG  =û-m;  menez  ensuite GD  parallèU 
à  BC;  le  point  D  sera  le  point  demande. 

En  effet  9  on  a  la  proportion    AB  :  AC  II  AG  :  AD  ; 
cPou        al  b  ::  a  —  m  :  AD;    donc    AD  =  x. 

H  est  visible  d'ailleurs  que,  si  l'on  mène  DE  parallèle  à  AB, 
l'on  a  DE  =  GB  =  /iu 

Discussion  du  résultat.  Tant  qu'on  aura  m<aou  AB,  la 
râleur  de  x  sera  positive,  et  pourra  être  construite  comme 
précédemment 

"Si  Von  suppose  m  =  a ,  la  valeur  de  x  se  réduit  à  o ,  et  le 
point  D  se  «confond  avec  le  point  A;  ce  qui  est  évident,  puis* 
que  la  ligne  AB  satisfait  à  .la  question. 

Soit  maintenant  m  >  a ,  la  valeur  de  x  devient  négative} 
et  peut  (  le  signe  étant  mis  en  évidence)  prendre  la  forme 

b(m — a) 


Pour  interpréter  ce  résultat,  il  faut,  en  vertu  des  principes 
établis  en  Algèbre  {voyez  la  5e  édition  de  mon  Algèbre ,  n°*  5g 
et  6o)  ,  remonter  à  l'équation  du  problème,  ouia  la  proportion 

b  :  a  :;  b  —  x  :  m, 

et  y  changer  x  en  — •  x,  ce  qui  donne 

b  l  a  \:   b  +  x  :  m. 

Or ,  b  —  x,  qui  exprimait  la  distance  CD ,  devenant  b  +  xf 
représente  maintenant  la  .somme  de  deux  lignes;  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  qu'autant  que  le  point  cherché  se  trouve  en 
D'  sur  le  prolongement  de  CA ,  c'est-à-dire  en  sens  contraire  de 
celui  où  il  était  d'abord  placé. 
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Cette  modification  une  fois  établie  dans  la  proportiou ,  on  en 

déduit    ab-\-axz=ibm*     d'où     x  =  — - *. 

a 

Quant  à  la  construction  de  ce  résultat,  il  suffit  de  porter,  à 
partir  du  point  B,  la  ligne  donnée  m  de  B  en  G',  ce  qui 
donne  AG'  =  m  — a,  puis  de  mener  G'D' parallèle  à  BG.  Le 
point  D'est  le  point  demandé,  c'est-à-dire  que  D'E'  parallèle 
à  AB,  est  égale  à  m.  Gela  est  d'ailleurs  évident. 

*4-  Remarque.  La  solution  négative  qu'on  a  obtenue  dans  le 
cas  de  m^at  n'indique  pas  une  rectification  à  faire  dans  re- 
noncé de  la  question  (  car  on  conçoit  que ,  quelle  que  soit  la 
grandeur  de  m,  il  est  toujours  possible  de  placer  cette  ligne 
dans  l'angle  ACB,  parallèlement  à  AB,  en  prolongeant  les 
deux  côtés y  si  cela  est  nécessaire) ,  niais  bien  une  différence  de 
position  du  point  D  par  rapport  au  point  fixe  A,  suivant  la 
grandeur  de  m.  Ainsi  lorsque,  pour  résoudre  le  problème, 
on  suppose  le  point  D  au-dessus  du  point  A ,  cette  position 
est  exacte  *  tant  que  l'on  a  m^a\  mais  elle  devient  fausse 
des  qu'on  a  m^  amf  et  le  signe  —  obtenu  dans  ce  cas  sert 
à  rectifier  cette  position,  en  indiquant  que  la  distance  du 
point  donné  au  point  inconnu,  doit  être  portée  en  sens  con- 
traire de  celui  où  elle  avait  été  &  abord  portée. 

Gela  est  si  vrai,  qu'on  peut  éviter  tout  résultat  négatif,  en 
-fixant  convenablement  un  autre  point  de  départ;  par  exem- 
ple ,  en  prenant  GD  au  lieu  de  AD  pour  inconnue. 

En  effet ,  soit  CD = x',  les  autres  notations  restant  les  mêmes  ; 
on  a  la  proportion 

b  l  a  II  x'  l  m:     d'où     x'  =  —  , 

'  a 

résultat1  qui  est  essentiellement  positif,  quelles  que  soient  les 
grandeurs  relatives  de  a,  6,  m. 

Tant  que  l'on  aura  m<^ay  la  valeur  de  x*  sera  plus  petite 
que  b ,  et  après  l'avoir  construite,  si  on  la  porte  sur  G  A ,  à  par- 
tir du  point  G,  l'extrémité  D  tombera  au-dessus  de  A;  mais  si 
l'on  am>a,  la  valeur  de  x1  est  plus  grande  que  4,  et  le  point 
cherché  tombe  en  D7,  au-dessous* du  point  A» 
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Observons  d'ailleurs  que  l'expression         x'  ~ 
peut  m  mettre  sous  Fane  des  deux  formes 

b(a  —  m) 


-  a  —  : 


°). 


la  i ra  correspondant  «a  ou  où  l'on  a  m  <  a ,  et  la  desnitaae  ■ 
celui  ou  l'on  a  m  >  a. 

Mais  comme,  par  la  première  manière  de  résoudre  la  question , 

b(a  —  m) 
on  a  trouve  x  e=        — — — , 

•a  *  = i -, 

a 

il  s'ensuit  que  le*  deux  inconnues  x  et  x'  sont  liées  entre  elles 

par  la  relation  j/  =  A  —  *  ; 

x  étant  positif  dans  le  cas  de  m  <^  a ,  et  négatif  lorsque  l'on  a 

a5.  Reprenons  maintenant  la  problème  don*  7,  et  ''rho?' 
d'en  interpréter  la  solution  négative. 

Remarquons  d'abord  que  la  première  des  deux  valeurs  obte- 
nues est  la  seule  qui  puisse  satisfaire  à  la  question  telle  qu'elle 
a  été  énoncée,  puisqu'on  demande  de  diviser  a  en  deux  par- 
ties, etc. . . ,  et  que  la  valeur  absolue  de  la  seconde  solution  est 
plus  grande  que  a. 

Mais  on  peut  modifier  l'énoncé  ainsi  qu'il  suit  : 
j        Étant  donne»  deux  point*  fixe*  A  et  h(fig.  21) ,  trouver  sur  lu 
ligne  AB,  on  sur  eon  prolongement,  un  troisième  point  tel  que" ta 
distance  au  point  A  soit  moyenne  proportionnelle  entre  ea  dis- 
tance au  point  B  et  la  distance  de*  deux  point*  A  et  fl. 

D'après  ce  nouvel  énoncé ,  comme  il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
supposer  le  point  cherché  à  gauche  plutôt  qu'à  droite  du 
point  A,  on  le  suppose  d'abord  à  droite,  c'est-à-dire  entre  A 
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et  B.  (Il  ne  peut  être  en  E" ,  car  AE*  étant  plus  grand  à  la  fois 
que  AB  et  BE",  ne  saurait  être  moyen  proportionnel  entre 
ces  deux  lignes.) 

Soit  donc  E  le  point  cherché,  et  posons  AEssx,  AB  =  a; 
d'où  BE  as  a  —~  x\  on  a  la  proportion 


a  :  x  ::  x  :  a—  x-, 

donc  a^ssa*  —  axy  et  x=—  -±  l/am+  y- 

« 

La  première  valeur  est  positive  et  se  construit  comme  il  a  été 
dit  n°  7. 

La  seconde  râleur  est  négative  ,  et  pour  U  construire,  il  faut, 


/ 


tr 


AG  jusqu'à  sa  rencontre  en  D'  af«?c  /a  circonférence  déjà  dé- 
crite, ce  qui  donne  AD*  égal  à  — I"  l/  û*  +  7i  Pa's  rabattre 

par  un  arc  de  cercle  ,  AD'  de  A.  en  IL'  à  la  gauche  du  point  A 
(  conformément  à  la  remarque  du  n°  24  )  ;  et  la  distance  AE* 
devra  satisfaire  également  a  la  question. 

En  effet ,  puisqu'on  a    AE'=-  +  W  à?  +  y  » 
il  en  résulte 

*    s.w^+v/^ï)-=h-+„v/^|J. 

et  AB  X  BE'=  Ç- +  a  y/i»  + 1*. 
Donc    AE'ssABxBE';    on  bien,   AB:  AE'::  AF:BE'. 

■ 

Ainsi  le  nouveau  problème  admet  deux  solutions. 

Si  Fon  demande  comment  il  se  fait  que  ces  deux  solutions 

3.. 
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•oient  comprises  dans  la  même  formule,  quoiqu'en  mettant 
le  problème  en  équation,  on  ait  d'abord  supposé  le  point 
cherché,  k  droite  du  point  A,  et  non  à  gauche,  voici  l'expli- 
cation qu'on  peut  en  donner  : 

Soit  d'abord  le  point  cherché  entre  À  et  B;  on  a  la  proportion 

al  x  il  x  l  a— -x;    d'oà    x*-4-ax=a*. . .  (i) 

Supposons-le  sur  le  prolongement,  en  ET,  par  exemple;  comme 
on  a  AE'=x,  il  en  résulte 

BE'  =  a  +  x, 

et  la  proportion  devient  ' 

a  l  x  II  x  l  a  +a:;     d'où     x*—  ar  =  aV..  (a]f 

Cela  posé,  si  l'on  résout  l'équation  (i) ,  en  ne  tenant  compte 
que  de  la  valeur  qui  correspond  au  signe  4"  du  radical,  on 
obtient 

a  I         a* 

.* — ;  +  Vû,+  4' 

de  même,  si  l'on  résout  l'équation  (2),  en  ne  tenant  compte 
que  de  la  valeur  qui  correspond  au  signe  +  du  radical,  il 
vient 


*=S+v/"+7- 


Or,  cette  valeur  est  précisément,  au  signe  près,  la  seconde 
valeur  que  donne  l'équation  (1)  par  sa  résolution  complète. 

Le  signe  —  qu'on  obtient  pour  cette  seconde  valeur,  cor- 
respond (n°  24)  à  une  rectification,  non  dans  l'énoncé  du  pro- 
blème, mais  dans  la  position  qui  avait  d'abord  été  attribuée  au 
point  cherché. 

Au  reste, on  éviterait,  comme  dans  le  problème  précédent, 
toute  solution  négative,  en  prenant  pour  inconnue  la  distance 
du  point  cherché  à  un  autre  point  fixe  A',  choisi  sur  le  pro- 
longement de  AB  et  à  la  gauche  du  point  A,   de  manière 

qu'on  eût  AA'>  -  +  W  aâ+  -r>  Par  exemple,  AA'  =  a<r. 
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Soient  en  effet  AA'  =  aa,  A'E  =  x'  (%.  aa);d'où 

ÀE=a/  — aa,  BE  =  3a  — x'. 
La  proportion  indiquée  par  l'énoncé,  devient 
a:  a/ — aa  ::  a/— «aa  :3a  —  a:'; 
d'où  Ton  tire        C**  —  **)*  =  3am  —  aa/; 
»      ou  réduisant,       a/*  —  3oa/=  —  a* (3) 

Remarquons y  en  passant,  que  l'équation  serait  encore  la 
même,  si  l'on  posait  ÀÀ'=aa,  À'E'=a/,  d'où  ÀE'^aa— a/, 
BE'  =  3a  —  a/;  car  on  aurait 

a  :  aa  —  x'  :t  aa  —  a/  :  3a  —  x' \ 
d'où  (aa  —  a/)'=3aft  —  ax'. 

L'équation^)  étant  résolue ,  donne 


'-5*t/ç_*. 


ou  bien,  a:'  =  a  +  -  ±:  l/a*  +  "T- 

Ces  deux  valeurs  sont  essentiellement  positives;  car  il  est  évi- 
dent que  le  radical  t/ a*  +  y  est  moindre  que  a  +  -• 
On  peut  d'ailleurs  les  mettre  sous  la  forme 


x'  a  aa        —  ^  db  y/a*  +  ^  ; 

d'où  a/ —  aa  =  —  2  ±  y/û*  +  7; 

et  comme  on  avait  déjà  trouvé  ar  =  —  -dbl/a*  +  -T,  il 

s'ensuit  que  les  deux  inconnues  x'  et  a?  sont  liées  entre  elles 
par  la  relation  ai  —  aa  =5  * ,  ou  x'  =  aa  -+-  x.  Seulement , 
v  est  positif  pour  le  point  E,  négatifpovr  le  point  E'. 
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26.  Les  principes  établis  (n°*  a3#  ?4  **  *&)  P«*rat  être 
résumés  de  la  manière  suivante  : 

i°.  Toutes  les  fois  que,  dans  la  résolution  d'un  problème  de 
Géométrie  par  le  secours  de  l'Algèbre,  l'inconnue  représente  la 
distance  d'un  point  fixe  à  un  autre  point,  comptée  sur  une 
droite  fixe,  et  qu'on  obtient  pour  expression  de  cette  incon- 
nue, des  résultats,  les  uns  positifs  et  les  autres  négatifs,  si 
l'on  est  convenu  de  porter  les  valeurs  positives  doue  un  sent 
quelconque  à  partir  du  point  fixe ,  les  valeurs  négatives  doivent 
être  portées  en  sens  con traite  du  précédent, 

2°.  Le  moyen  défaire  disparaître  les  solutions  négatives,  est 
-de  rapporter  le  point  cherché  à  un  autre  point  fixe ,  dont  la 
distance  au  premier  point  fixe  soit  assez  grande  pour  qu'on 
soit  assuré  que  tous  les  points  susceptibles  de  satisfaire  à 
l'énoncé,  se  trouvent  d'un  même  côté  par  rapport  à  ce  second 
point  ;  et  cela  est  toujours  possible,  en  général ,  puisque  la  ligne 
sur  laquelle  se  comptent  ces  distances  peut  être  prolongée 
autant  qu'on  veut. . 

Les  résultats  négatifs  proviennent  uniquement  de  ce  que 
l'origine  des  distances  a  été  d'abord  choisie  dans  une  position 
intermédiaire  entre  les  points  cherchés  ;  et  le  signe-—  indique 
la  différence  de  position  de  ces  points  par  rapport  au  premier 
point  fixé. 

3°.  Si,  dans  la  résolution  d'une  question  (d'un  problème, 
ou  d'un  théorème  ),  on  veut  faire  entrer  en  considération  des 
distances  entre  un  premier  point  fixe  et  d'autres  points  situés 
avec  celui— ci  sur  la  même  ligne,  mais  dans  des  sens  différons  * 
et  qu'o/i  regarde  comme  positives,  les  dis  tance  s  comptées  dans  un 
sens  j  on  doit  regarder  comme  négatives  celles  qui  sont  comptées 
en  sens  contraire  du  précèdent. 

Nous  ne  donnons  point  ici  de  démonstration  générale  de  ces 
principes;  mais  dans  la  suite,  nous  les  verrons  se  confirmer  de 
plus  en  plus,  et  nous  en  sentirons  mieux  l'usage  et  l'importance» 

27.  Remarque.  Nous  ajouterons  à  ces  considérations  une  re- 
marque fort  utile  sur  la  multiplicité  des  valeurs  auxquelles 
est  conduit  par  la  résolution  complète  des  équations. 
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11  arrive  quelquefois  que  les  équations  d'un  problème  don- 
i,  par  rapport  aux  signe»,  un  1res  grand  nombre  de  rend- 
tats  dont  un  seul  est  susceptible  de  satisfaire  k  renoncé;  les 
autres  sont  inutiles  k  considérer,  ou  bien ,  ce  sont  des  solutions 
d'autres  problèmes  qui  ont  avec  la  question  proposée  une  rela- 
tion plus  ou  moins  intime.  La  difficulté  consiste  alors  a  discer- 
ner parmi  ees  différentes  expressions  celles  qui  répondent  k  la 
question  elle-même,  et  celles  qui  7  sont  étrangères  ou  qui  n'y 
répondent  qu'indirectement. 

Reprenons  pour  exemple  la  question  qui  a  été  traitée  n°  4, 
et  qui  avait  pour  but  de  construire  un  triangle  rectangle  eon~ 
naissant  l'hypoténuse  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet 
de  t angle  droit  (fig.  a). 

On  a  trouvé  pour  les  équations  du  problème ,  {        ,  *• 

d'eu,  en  les  ajoutant  et  les  soustrayait  l'une  de  l'autre , 

{b  +  c)ft  ==  a9  +  aaA, 
(6  —  c)*  =±  a*  —  aaA. 

Or,  si  l'on  résout  complètement  ces  deux  dernières  équations 
par  rapport  bb  +  cetb— •  c,  on  trouve 


b  +  c  =  ±L\/a%+  aaA  =  dfc  a', 
b  —  c  s=  ±v/a*—  aoi  sas  ds  a#; 
oe  qui  donne 

b  =  ±:  -  a!  dt  -  a     et     c  =  ±  -  a  zn  -  a r. 
a  a  a  a 

Ces  formules  présentent,  par  la  combinaison  des  signes, 
quatre  systèmes  de  valeurs,  savoir: 

b  =        La'+l-a'    et    osa        i  «' —  ifl',....    (1) 
a  a  a.    a 

fr  =        -  a'  — *-  -  a*    et    c  ==        -  a'  -+-  -  a# , . . . .    (a) 
a  a  a  a 

£  =  —  -  a'  +  -  a'    et    c  = a  —  i  a*  .  • .  • .    (3) 

a  a  a  a 

i«=  —  irf—  la*    et    c  =  —  Itf'+io' (4) 

32  a  a 


ivjW- 


■0 


•>         I 


Fig 


Lv 
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Les  deux  derniers  systèmes  sont  évidemment  inadmissibles, 
puisque  les  valeurs  de  b  et  c  sont  négatives ,  et  que ,  d'après 
l'énoncé,  on  n'en  demande  que  les  valeurs  absolues* 

Quant  aux  systèmes  (i)  et  (2) ,  ils  rentrent  l'un  dans  l'autre, 
et  correspondent  aux  deux  triangles  BAC,  BA'C  Le  second  sys- 
tème est  donc  inutile  à  considérer ,  puisqu'on  est  toujours  le 
maître  de  désigner  par  b  le  plus  grand  des  deux  côtés  cherchés. 
C'est  ce  que  nous  avons  fait  (n*  4)  en  n'établissant  que  le  pre- 
mier système. 

On  trouvera  à  la  fin  de  ce  chapitre  de  nouveaux  exemples  de 
ce  genre. 

Nous  recommandons  toutefois  aux  commençans  de  mettre 
beaucoup  de  prudence  et  de  discernement  dans  ces  suppres- 
sions de  valeurs  ;  autrement ,  ils  courraient  le  risque  d'omettre 
de  véritables  solutions. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  d'une  manière  par- 
ticulière de  la  discussion,  des  problèmes ,  parce  que  c'est  une 
des  parties  les  plus  délicates  (  n°  8  ) ,  et  celle  qui  demande 
le  plus  de  soin. 

28-  QuATBrÈME  fboblsms.  On  demande  de  diviser  un  tra~ 
a3.  pèze  donné  ABDC  {fig.  a3  )  en  deux  parties  ABGL ,  LGDC ,  gui 
soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné  m  l  n ,  par  une  ligne  LG 
parallèle  aux  deux  bases. 

Élevons  en  un  point  quelconque  £  de  AB  une  perpendicu- 
laire EF,  et  prenons  la  distance' £1  pour  inconnue. 

Posons  d'ailleurs    EI  =  a:,  CD  =  a,  AB  =  *,  EF=ft; 

(les  trois  dernières  lignes  sont  les  seules  données  absolument 
nécessaires  ). 

Comme ,  par  hypothèse ,  on  doit  avoir  la  proportion   ' 

ABLG  :  LGCD 


m 


n 


il  en  résulte        ABCD  :  ABLG  *.:  m+  »  :  mt 


d'où 


ABLG  = 


m 


m+n 


XABCD....  (1). 
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Or,      ABCD  =  i±iXfc,     ABLG  =  ï£±^X*. 

a  a 

Ainsi ,  tout  se  réduit  à  déterminer  LG  en  fonction  de  x  et  'des 
lignes  données.  • 

Pour  cela ,  menons  AH  parallèle  à  BD  et  AM  perpendicu- 
laire à  CD  y  les  deux  triangles  semblables  ACH ,  ALK  donnent 

ch  :  lk  ::  am  :  an  ::  A  :  x; 
<W  1T_caxx_ja—b)x 

donc  JLiA.  =s ,        =        , , 

et  par  conséquent , 

A  h 

Substituant  cette  râleur  dans  l'expression  de  ABLG,  on  obtient 

ABLS-(a--*)*+-3gx«. 

Doue,  enfin ,  l'équation  (1)  du  problème  devient, 

(a—b)x  +  obh^ m     w  a  +  b  w  L 

■  — r Xx= ■ —  X X«, 

aa  m*f>fi  i 

ou  bien ,  toute  réduction  faite , 

m  .     aM             mA*        a  +  i  ,  . 

a^+— -na?= — - — X t;...  (a) 

d'où  l'on  déduit 

x—t .±1/- _  +  __  X— ï-r...  (3) 

En  réduisant  cette  expression ,  on  obtient  enfin 


bh     ^      h  Ja%m  +  b%n 

a—  b      a—b  V      m-\»n 


(4) 


L'inspection  seule  de  ces  valeurs  prouve  qu'elles  sont  tou- 
jours réelles. 

Quant  aux  signes  dont  elles  sont  affectées,  il  peut  se  pré- 


a  >  b    ou    a  <  A. 

Dans  le  premier  eu,  qui  est  celui  de  h  figure  actuelle ,  fl 
est  évident,  d'après  la  forme  (3)  de  ees  valeurs,  que  la  pre- 
mière est  nositi^  et  que  Usecoude  est  a^gi^  le  ra- 
dical est  plus  grand  que 7- 

Dans  le  second ,  comme*— ?  seebangeen  t— >  et  que 

le  radical  devient  plus  petit  que  r (car  la  quantité  nous  le 

signe  est  alors  la  différence  de  deux  quantités),  Q  s'ensuit  que 
les  deux  valeurs  sont  à  la  fois  ptmiàvts;  c'est  ce  qui  résulte 
d'ailleurs  de  l'équation  (a),  qui  prend, dans  ce  cas,  la  forme 

rnh%         b+a 
X 


ibh 
b  —  a 


m-j-ï»      A  — a" 

Examinons  ces  deux  cas  siicceasivement,  et  proposons -nous 
de  construire  le  problème. 

Soit,  m  premier  Ueu,  a>  b. 

Reprenons  la  forme  (3)  des  valeurs  de  jt  ,  et  tachons  d'abord 
d'évaluer  en  lignes  les  expressions 

bk         (a  +  b)h         mh 


a— b9       a  —  b    '     m  +  «* 

qui  entrent  dans  la  composition  de  ces  valeurs. 
Fie.  *j-     Prolongeons  les  côtes  CA ,  DB  (fig.  af  )  jusqu'à  leur  ren- 
contre en  O;  puis,  du  point  O,  abaissons  la  perpendicu- 
laire OF. 

Les  deux  triangles  semblables  OCD,  OAB  donnent  la  pro- 
portion 

a  :  *  ;:  OF  :  OE;    d'où    a  —  b  :  b  ::  A  :  OE; 

■ 

1  ^v         bh  _._  bh      .   .  ah 

donc       OE  = L,     OF  = r  +  *  = £• 

•  —  b  n  —  b  c  —  fr 
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Si ,  sur  FO  prolongé ,  Ton  prend  OF*  =*  OF ,  il  en  résultera 

f  a  4.  b)h 
EF/=OE+OFy  =  OE  +  OF  =  v-^rj-. 

Quant  à  l'expression     — r— ,    il  suffit  évidemment  de  di- 

m  -f-  n 

▼iser  EF  au  point  K  dans  le  rapport  m  l  n\  car ,  de  la  propor- 
tion EK  :  RF  ::  m  :  »,    on  tire 

EK:EF::m:m  +  n;    d'où    EK= -~^. 

Les  expressions  ci-dessus  étant  construites,  il  est  facile  b?en 
déduire  les  deux  -valeurs  de  x. 

Sur  KF,  comme  diamètre,  décrives  une demi-circonférence, 
et  prolongez  EA  jusqu'en  H.  Vous  obtenez  ainsi 

— •  mh         (a  -+-  b)h 

m  -f-  n        a~*o 
Tiret  OH;  il  en  résulte 


------- '        1       a         I  1    *       *\  1      r       *■ 

V  [a  —  b)%       m  +  n         a—b 

Enfin  du  point  O,  comme  centre,  et  avec  le  rayon  OH ,  dé- 
crives un  arc  de  cercle  qui  rencontre  EF'  aux  points  I  et  V  \  les 
distances  El,  El'  représentent  les  deux  valeurs  de  x. 

En  effet ,  on  a 

/    fh%  '  mh        ~{â+b)h        bh 

ei=  01— oe=  v/t — *%H — rx"ri — ir v 

V   (a—  0)        m  +  n        a  —  b        a — b 


et 


et— as-or—  »     v/^T^-x^. 

a — b      V   (a— b)*    m+-n      a  —  b 

2V.  B.  La  seconde  solution  El'  correspond  évidemment  à  un 
trapèze  AB'Cl/  égal  et  opposé  au  trapèze  ABCD. 

La  construction  précédente  montre  le  parti  que  l'on  peut 
/ tirer  de  la  figure  d'un  problème,  pour  la  détermination  de* 
Y  inconnue* 

Examinons  quelques  cas  particuliers  : 


44  DISCUSSION 

i#.  &i/Dxo;  auquel  cas  les  deux  figures  ABLG,  LGGD 
doivent  être  équivalentes. 
L'expression  de  x  devient 

bh     _^     /    b'k*       .  h      Ja+T)h 
c  —  0       V  (a  — 0)a       a         a  — 0 

et  il  n'y  a  d'autre  différence ,  dans  la  construction ,  qu'en  ce  que 

EK  devant  être  égal  à  -,  il  suffit  de  diviser  EF  ou  h  en  deux 

parties  égales. 

1*.  Soit  b  =  o ,  auquel  cas  le  trapèze  devient  un  triangle  OCD 
F*  A  (fig.  25). 

L'expression  de  x  se  réduit  à  ar=±  \l  — —  X  b  ;  et  pour 

la  construire,  divise*  OF,  au  point  K,  dans  le  rapport  m!n; 
décrivez  sur  OF  une  demi-circonférence  et  élevez  la  perpendi- 
culaire KH.  Enfin ,  rabattez  par  un  arc  de  cercle  la  corde  OH, 
deOenl  et  de  O  en  I'  j  tous  aurez  01  et  OI'  pour  réponses 
à  la  question. 

Car  cette  construction  donne    OI  =  OH  =  OK.  X  OF  y 


d'où 


OI 


V  m  ■+•  n 


Xh, 


Soit,,  en  second  lieu  >  a  <  b. 

pi-   35       Le  trapèze  ABCD  (ySg".  a6)  se  trouve  alors  dans  une  position 
renversée;  et  les  valeurs  de  ce  prennent  la  forme 

—     bfl    -*-     /    °>h*  m*  "       (*  +  à)h 

b  —  a  "" "  V  (6  —  a)*       m  «+•  ji         4  —  a 

Prolongeons,  encore  AC,  BD  jusqu'à  leur  rencontre  en  O, 
et  menons  la  perpendiculaire  indéfinie  EOE'.  Les  deux  trian- 
gles OAB,  OCD  donnent 

OE:OF::&:a;   d'où   OE:h::b:b—ay 


r 
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donc        OE==riL-,    ÔF^  ^ A=rfL. 

b —  a  b —  a  b  —  a 

Portant  OF  de  O  en  F',  on  obtient 

b  —  a 

Soit  d'ailleurs,  comme  dans  la  construction  précédente,  EF 
divisé  au  point  K  dans  le  rapport  m  l  n  ;  il  en  résulte 

/n  "f-  n 

Gela  posé ,  sur  EF',  comme  diamètre,  décrivez  une  demi-cir- 
conférence; élevez  au  point  K  la  perpendiculaire  EH ,  et  lirez 
EH  ;  vous  avez 

EH  =  EKxEF=  r— X1,-  - 

7  m  -f-  n         b  —  a 

Sur  OE  ,  comme  diamètre,  décrive*  encore  une  demi*circonfî- 
rence,  et  prenez  une  corde  EH'  égale  à  EH  ;  il  en  résulte 

OH'  =  OÊ  —  EH7- 
d'où 


V   (6— a)*       m+n  6 — a 

Enfin,  du  point  O  comme  centre,  et  avec  le  rayon  OH',  <&- 
crivez  un  arc  de  cercle  qui  rencontre  EF"  en  deux  pointe  1  et  V  ; 
vous  aurez  El,  El'  pour  les  deux  solutions  cherchées. 

En  effet,  on  déduit  de  cette  dernière  construction  , 


0— a       V  {b — ay      m  +  n        b  —  a    ' 

ET«EO  +  OT«i*i.  +  i/J£L  — =£-  x£±2£- 

6 — a       V  (0 — a)É       m-f-»         6 — a 

Soit,  en  troisième  lieu,  a  s=  b. 
Le  trapèze  se  réduit  alors  à  un  parallélogramme  {fig.  27  )  j  Fig.  97, 
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de  K  en  L';  les  distances  AL ,  AL'  seront  les  Taleors  de  x 
cherchées. 
En  effet,  

AL  =  Ai  +  KL  =  £  +  y/^^-oa), 

AL'=AK-KL'  =  ^-v/f(Ç-4 

3o.  Première  remarque.  Le  point  L#  qui  correspond  à  la 
seconde  solution ,  tombe  nécessairement  entre  B  et  G  ;  car  on  a 
d'abord  KL'  ou  RI  >  KG;    d'un  autre  côté,   l'expression 

-j-  —     ,      formant  les  deux  premiers  termes  du  carré  de 
-^ aa,  il  en  résulte  -j^ ^—  <  f-j-  —  al  , 


d'où 


Vt- 


iam%  ,        m%  _n 

,       ou  aX»  <  -7-  —  ai  ou  &D. 


m" 


Dans  l'hypothèse  de  -7-  =  aa ,  les  triangles  ALN ,  AL'N'  se 
réduisent  au  triangle  unique  AHG,  puisque  alors  les  deux  va- 
leurs de  x  deviennent  égales  à  -7-. 

3i.  Seconde  remarque.  La  question  proposée  étant  considérée 
sous  le  point  de  vue  le  plus  général,  présente  quatre  solutions, 
quoique  la  méthode  employée  pour  la  résoudre  n'en  ait  fourni 
que  deux. 

En  effet,  outre  les  deux  solutions  déjà  obtenues,  ALN, 
Fig.  3o.  AL'N'  (Jlg.  3o),  il  est  visible  qu'on  peut  toujours  mener  par 
le  point  D,  deux  autres  droites  PL",  DL",  de  manière  que  les 
triangles  AL'N",  AL"N*  soient  égaux  au  carré  donné  m2.  Bien 
plus ,  pour  ces  deux  solutions ,  le  carré  peut  être  aussi  petit  ou 
aussi  grand  qu'on  veut. 

Gomment  se  fait-il  que  ces  deux  solutions  ne  soient  pas  com- 
prises dans  le  résultat  obtenu?  Essayons  de  répondre  à  cette 
objection. 
*  En  cherchant  a  mettre  le  problème  en  équation ,  nous  avons 


I 


.s 


J 
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supposé  le  point  h  à  la  droite  du  point  A,  et  les  triangles 
ALN,  BLD  nous  ont  donné 

np  :  dc  ::  al  :  bl,    ou  np  :  a  ::  x  :  x  —  a-, 

hx 
d'où  NP  = 


x  —  a' 


.  hx         x 

et  par  suite,  X  —  =  »**, 

*^  '  x — a      2 

ou,.implHUnt,     ^- a^  x  =  -^îl....  (.). 

Maintenant,  si  nous  considérons  le  point  L  à  la  gauche  du 
point  A ,  en  L",  par  exemple,  les  deux  triangles  AL'N*,  Bl/D 
donnent  encore 

H'P1  :  dc  ::  al*  :  bl*. 

Mais ,  comme  en  général  une  proportion  ne  doit  être  établie 
qu'entre  des  nombres  absolus,,  et  que  x  est ,  par  sa  position ,  né- 
gatif, il  s'ensuit  que  la  valeur  absolue  de  AL*  doit  être  expri- 
mée par  — -  x  ,  et  celle  deBL"  par  —  x  +  «  »  ainsi  la  proportion 
devient 

H*P*:  A  ::— a::— a?  +  a;    donc  NT*  =  -  ~~  hx 


ar-r-fl' 


—  hx  *■**  x 

ce  qui  donne  l'équation —  X  =  m*% 

n  ^  —  a?  +  a  a 

ou,  réduisant,  a^  -f-  -r-  a:  = — 7 — »  •  •  •  (2) 

m* 
équation  qui  diffère  de  (1)  par  le  signe  de  -r-. 

L'équation  (2)  étant  résolue,  donne 

X  S=  —  -£•  ±  t-  V/»»"  "+"  aa^ 

De  ces  deux  valeurs,  qui  sont  essentiellement  réelles,  la  pre- 
mière est  positive  et  la  seconde  est  négative.  Or,  je  dis  que  la 
râleur  positive  correspond  au  triangle  AL'N1". 
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En  effet,  les  deux  triangles  ALT»*,  BL'D  donnent 

WP"  :  dc  ::  al*  :  bl*;  ou  n*p*  :  A  ::  x  :  a— a?; 


d'où  NT* = -;  et  par  conséquent ,   — - 


X  -  =  m\ 

—  hx         —x 


m*; 


équation  qui  revient  à  celle-ci  :  _^    ,    fl  X ~= 

ce  qui  fait  voir  que  les  solutions  ALT?",  AL*N"  sont  comprises 
dans  la  même  équation. 

Voici  d'ailleurs  la  construction  du  résultat 

•r=-T-V7r(T  +  2fl;: 

Prene*  a.  gauchx  A*  pom*  A)   a/ie   distance  AS.    ^gol*  d 
ï-    e*  a  droite  c?m  m^i?w  point  j  une  distance  AG  =  aaj  ce 

qui  donne  GK'  =  -r-  +  aa. 

Décrive*  sur  GK'  une  demi-circonférence;  au  point  A  élève* 
la  perpendiculaire  AT,  **  sirs*  la  corde  KT  ,  vous  avez 


KT  =  V/AK'  X  GK'  =  V  T  (ï  +  2a)' 

Rabatte»  ensuite  KT  de  Z!  en  V  et  de  K'  «/»  L*  ;  il  en 
résulte 


~*m  m*       a  fm%  (m*   ,       \ 

AL-  =  -AR'  +  R'L-: £+V/"f  (-'  +  *,} 

JV.  Jî.  Il  serait  aisé  de  reconnaître  que  le  point  Lw  doit  tomber 
entre  A  et  B.  {Voyet  n°  3o.) 

On  peut  comprendre  les  quatre  solutions  dans  une  même  'for- 
mule ,  en  posant  l'équation 
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d'où  l'on  déduit 

*       ^_  ™*  -x.     /  .   m»  /   .  ro*  \ 


to» 


Le  signe  supérieur  de  :fc  -7-  correspondrait  alors  aux  deux 

solutions  ÀLN ,  AL'IS*  ;   et  le  signe  inférieur ,  aux  solutions 
AL'N",  ÀLTT. 

Ou  bien  encore,  on  pourrait  multiplier  entre  eux  les  deux 

277**      .  2am*    k    .  ,  2/n*  aam*     ., 

facteurs  x* t-  -*H — r—  et  r*-| — r-  a;  —  — r—  j  u  en  ré- 
sulterait l'équation  du  4*  degré 

^—w^  +  nr  x — p-  =  0' 

m 

qui  les  comprendrait  toutes  les  quatre. 

La  remarque  qui  a  fait  l'objet  de  ce  numéro  ;  est  une  non* 
Telle  confirmation  du  principe  n°  (26)  sur  les  changement  de 
signes  des  distances  compiles  en  sens  con traire  les  unes  des  autres. 

32.  Nous  pourrions  maintenant  nous  proposer  d'examiner  les 
circonstances  relatives  aux  diverses  positions  que  le  poiat  D  est 
susceptible,  de  prendre  par  rapport  aux  deux  lignes AX, 
AY.  Mais  comme  cette  discussion  n'offre  aucune  difficulté, 
nous  nous  contenterons  d'en  faire  connaître  les  résultats ,  avec 
la  manière  d' y  parvenir. 

iw  cas.  Supposons  le  point  D  (fig.  3i)  placé  au-dessous  de  Fig.  3i« 
AX  et  à  la  droite  de  AT,  en  tf. 

Cette  condition  s'exprime  en  introduisant  (n°  26)  dans  le 
résultat  |  —  A  à  la  place  de  h  ,  puisque  les  distances  des  points 
D  et  D'  à  la  ligne  AX  sont  comptées  en  sens  contraire  l'une 
de  l'autre  ;  et  il  vient 

4.. 


à 
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, .  m*  /m%/m*  \ 

ou  bien,         jf  =  — j  ^UtItt^ûJ. 

La   natufe  de  ce  résultat,  dont  les  valeurs  sont  toujours 
réelles,  prouve  que  les  triangles  qui  lui  correspondent  sont 
placés  dans  les  deux  angles  YAX,  Y'AX'. 
Fig.  3a.      a*  cas.  Le  point  D  peut  être  placé  à  la  gauche  de  AY  {fig.  3a) , 
et  au-dessus  de  AX ,  comme  en  D*. 

Dans  ce  cas,  il  est  clair  que  la  distance  AB"  est  comptée  en 
sens  contraire  de  AB  ;  ainsi,  il  suffît* de  changer  a  en  —  a  dans 
la  formule  primitive,  ce  qui  donne 


Les  solutions  correspondantes  se  trouvent  encore  placées 
dans  les  angles  YAX,  Y'AX'. 
fig.  33.      3*  cas.  Le  point  D  {fig.  33)  peut  être  situé  dans  l'angle 
X'AY',  opposé  par  le  sommet  à  l'angle  XAY. 

Il  faut  alors  changer  à  la  fois  a  et  h  en  —  a  et  —  h  dans  le 
résultat,  qui  devient 

m*    .       /m* /m*  \ 

ou  bien,    x  =  —  -<£  ±.  y  J^\î —  aay  » 

et  comme  ces  deux  solutions  peuvent  être  imaginaires,  elles 
doivent  être  toutes  les  deux  placées  dans  l'angle  X'AY*. 

On  pourrait,  par  des  raisonnemens  analogues  à  ceux  du 
n°  3 1,  expliquer  pourquoi,  dans  chacun  de  ces  trois  cas,  on 
n'obtient  que  deux  solutions,  tandis  qu'il  doit  y  en  avoir 
quatre*  lorsque  l'on  considère  la  question  d'une  manière  gé- 
nérale. 

33.  Mous  terminerons  cette  discussion  par  l'examen  de  deux 
cas  particuliers  : 

.  3,  34.      i°.  Soit  le  point  D  (Jlg.  34)   placé  sur  la  ligne  AX. 
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Bans  ce  cas,  on  a  A  =s  a,  et  l'expression 


m*  .   m 


x  =  -jr  ±:  t- V'ra* —  2<*^ 

,    .     ^  m*  db  m*  A    A  o 

devient  x  =  — — - ,  ou  x=—  et  -• 

o  o       o 

De  ces  deux  valeurs,  la  première  est  infinie*  et  l'autre  se 
présente  sous  firme  indéterminée* 
Mais  si  l'on  remonte  à  l'équation 

fcx*  —  am*,r  =  —  aam'  , 

elle  se  réduit,  dans  l'hypothèse  de  h  =  o ,  à 

—  am*x  s—      aom*  ;    d'où    x  =  a=AD. 

Connaissant  la  base  AD  du  triangle  cherché,  on  obtiendra  sa 
hauteur  y,  d'après  la  condition 

y  X  -  =  m*  ;    d  où     y  =  —  =5 ; 

J       a  *  '  J         x        ,  a    7 

cette  hauteur  étant  trouvée  et  construite,  on  la  portera  sur  AH 
perpendiculaire  à  AX;  puis  on  mènera  HW  parallèle  à  AX, 
et  l'on  aura  enfin  le  triangle  ADN'  pour  réponse  à  la  question. 

Quanta  la  solution  infinie,  elle  signifie  que  l'un  des  triangles 
de  la  question  a  une  base  infinie  et  une  hauteur  nulle  ^  puisque 

x                                ani* 
y  X  -  =  m* ,  donne  y  = =  o.  C'est  ce  que  devient  la  so- 
lution ALH  de  la  figure  29,  lorsque  le  point  D,  se  rapprochant 
de  plus  en  plus  de  AX,  finit  par  tomber  sur  AX. 

2°.  Soit  le  point  D  (fig.  35)  placé  sur  AT.  '  Fig.  35. 

Dans  ce  cas,  on  a  o=o,  et  l'expression  de  x  se  réduit  a 

m1      ma      am* 

D'ailleurs ,  l'égalité   yX-  =  m*    donne 

y  a=  — ,    et  par  conséquent,    y  =  h,  y  =e =  00  ; 

x  o 
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c'est-à-dire  qu'en  prenant  sur  AX  une  distance  AL  égale  à 

-r-  ,  et  tirant  DL ,  on  aura  ALD  pour  première  solution. 

Quant. à  la  seconde,  elle  se  réduit  encore  à  un  triangle 
dont  la  base  est  nulle  et  la  hauteur  infinie;  c'est  ce  que  devient 
le  triangle  AL'N'  (fig.  29)  lorsque  le  point  D,  se  rapprochant 
de  plus  en  plus  de  la  ligne  AY,  finit  par  se  trouver  sur  AY. 

34*  Nous  terminerons  là  ce  que  nous  avions  à  dire  sur  la 
construction  et  la  discussion  des  problèmes.  Mais  nous  ajou- 
terons une  observation,  c'est  que  les  constructions  des  résul- 
tats ne  doivent  être  regardées  que  comme  un  moyen  plus  ou 
moins  élégant  de  représenter  ces  résultats,  et  que,  sous  le 
rapport  de  la  rigueur,  leur  évaluation  numérique  est  préfé- 
rable; et  l'on  doit  recourir  à  ce  derpier  moyen,  toutes  les  fois 
que  la  construction  cesse  d'être  simple  et  facile. 

Les  problèmes  suivans  ont  principalement  pour  objet  la  re- 
cherche de  quelques  formules  qui  nous  seront  utiles  par  la 

suite. 

* 

35.  Sixième  problème.  Etant  donnée  les  trois  côtés  cPun 
Fig.  96.  triangle  ABC  (fig,  36) ,  on  propose  de  déterminer  F  expression 
de  sa  sur/ace. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  conviendrons  de  désigner  par  a, 
by  c  les  côtés  respectivement  opposés  aux  angles  A,  B,  C. 
(Cette  notation  fort  commode  est  surtout  en  usage  dans  la 
Trigonométrie.) 

Nous  aurons,  d'après  cette  convention , 

BC  =  a,    AC  =  6,    AB  =  c; 

posons  d'ailleurs  AD  =^,  BD  =  or;  d'où  DC  =  a  —  x,  ou 
x  — a,  suivant  que  la  perpendiculaire  AD  tombe  en  dedans 
ou  au  dehors  du  triangle. 

Gela  posé,  on  a  pour  Ja  surface  du  triangle, 

_BCXAD      flX.y 

2  a 


r 


Donc  tout  se  réduit  à  déterminer  y  en  fonction  des  trois  co- 
tes  QybyC. 

Or,  les  deux  triangles  rectangles  ADB  ,  A.DC  donnent 

y*+**  =  <*, (i) 

^  4.  (a  —  x)*=b\  . .  (a). 

Cette  seconde  équation  reste  la  même ,  lorsqu'on  substitue' 
x  —  a  à  la  place  de  a  —  x. 

Retranchons  l'équation  (a)  de  l'équation  (l);  il  vient 

a*  -4-  c*  —  6* 
—  a* -f-  aaa:  =  c*-^-ia,     d'où    xs= . 

Remplaçant  a?  par  sa  valeur,  dans  l'équation  (1),  on  trouve 

et  y  sas  — V^aV*—  (a*-f  €*—**)•• 

(On  ne  met  point  ici  le  double  signe  devant  le  radical,  puis- 
que ,  d'après  la  nature  de  la  question ,  l'on  n'a  besoin  que  de  la 
valeur  absolue  dey.) 

Reportant  enfin  cette  valeur  de  y  dans  l'expression  du 
triangle  ABC,  et  désignant  la  surface  de  ce  triangle  par  S, 
on  obtient,  toute  réduction  faite, 

S=  7  l/4flV—  (a* +.«•'-*•)* (*)• 

4 

Telle  est  l'expression  de  la  surface  du  triangle,  évaluée  au 
moyen  des  trois  côtés  a ,  b ,  c 

36.  On  peut  donner  a  cette  expression  une  autre  forme ,  qui 
soit  propre  au  calcul  logarithmique. 

Remarquons  que  la  quantité  sous  le  radical,  étant  la  diffé- 
rence de  deux  carrés,  peut  se  décomposer  en 

(zac  +a*-\-c* —  b%)  (aoc  —  a*  —  c*  +  b9) .  D'ailleurs,  cka- 
cun  de  ces  deux  facteurs  est  lui-même  lai  différence  de  deux 
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antres  carrés ,  savoir  : 

(a  +  c)1—  **,        et        i*  —  (a—  c)*. 

Le  premier  se  décompose  en     (p+c+b)  (a-(-c— 6), 
et  le  second  en  (6  + a-— <?)  (4— o+c). 

1)0110  ■Ss=s|V'(a  +  *+<0(fl+e— 6)(ft+a—  c)(*+c— a)J 

et  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité, 

a  -f-  b  -f-  c  =  ap, 
d'où  a-f-6  —  c  =  ap  —  ac, 

a  +  c  —  £  =  ap  —  aé, 
6  +  c— -a  =  ap  —  aa, 

il  vient    S  =  7  i/ap(ap — aa)  (ap— ai)  (ap — ac) , 
ou ,  toute  réduction  faite , 

s=  \/p(p-a)(p—b)Q,—~cyi (4; . 

ce  qui  fournit  la  règle  suivante  : 

Pour  obtenir  la  valeur  numérique  de  la  surface  d'un  triangle, 
connaissant  les  trois  Mes,  faites  d'abord  la  nomme  des  trois 
côtés  y  et  prenez  la  moitié  de  cette  somme  ;  retranchez  successi- 
vement de  cette  moitié  *  chacun  des  trois  côtés  ;  cela  vous  donne 
trois  différences.  Faites  ensuite  le  produit  de  la  demi-somme  et 
des  trois  différences j  puis  extrayez  la  racine  carrée  dé  ce  produit; 
vous  avec  ainsi  en  nombre  l'expression  demandée. 

Soit  pour  application ,  a=  i5,  6=  ia,  c=  7  ;  il  en  ré- 
sulte a  +  ft+c,  ou  ap  =  34,  d'où  p=i^;  donc 
p  — a  =  a,    p  —  é  =  5,    p  — c=io, 

Donc  ABC=  4/17  x  a  X  5  X  10. 

Appliquons  les  logarithmes. 

On  a  y  d'après  les  tables  de  Gallet , 
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1.    17  =    I  ya3o44892 

L  a  =  o,3oio3ooo 
1.  5  =  0,69897000 
1.  10  =  1,00000000 

Somme  3 ,  23o448ga 

Donc  1.  S   =  1,6152245, 

et  par  conséquent ,        S    =      4  *  >  a3 1  ; 

c'est-à-dire  que ,  si  l'on  a  pris  le  mètre  pour.  unité  linéaire,  la 
surface  renferme  4*  mètres  carrée  plus  a3i  millièmes  de  mètre 
carré, 

N.  B.  Pour  que  la  formule  (4)  donne  une  valeur  réelle, 
il  faut  (  comme  p  est  essentiellement  positif  )  que  les  trois 
autres  facteurs  soient  positifs  à  la  fois,  ou  bien,  qu'il  y  en  ait 
deux  négatifs  et  un  positif. 

Or,  on  ne  peut  avoir  en  même  temps    p  —  a<o, 

car  l'addition  de  ces  deux  inégalités  donnerait  np  —  (a+i)<o , 

ou    ap<a  -f-  fr> 

c'est-à-dire  le  périmètre  du  triangle  moindre  que  la  somme  de 
deux  côtés  ;  ce  qui  est  absurde. 
On  doit  donc  ayoir  les  trois  inégalités 

,       ,  ^    '   f  d'oi  l'on  déduit ,  en  remplaçant  1       ,     ^  .  ' 

Cl     ppar  sa  valeur  et  réduisant,      1       ,  ,T 
p_c>o;   )     rv  l  a+b>c\ 

a 

c'est-à-dire  l'un  quelconque  des  côtés  moindre  que  la  somme 
des  deux  autres. 

C'est  en  effet  la  condition  nécessaire  pour  qu'un  triangle  soit 
possible,  lorsqu'on  donne  ses  côtés. 

Si  Tune  des  inégalités  précédentes  ayait  lieu  dans  un  ordre 
inverse,  l'expression  serait  imaginaire. 

37.  Nous  proposerons,  pour  nouvelle  application,  de  déter- 
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miner  la  surface  d'un  trapète  ABCD,  en  fonction  de»  quatre 
côtés. 

Kg-  37.      En  posant  AB  =  af  CDs=4,  AC  =  c,  BD  =  rf  (Jg.  37), 
l'on  doit  trouver 

ABCD  =  r-^VCp  —  a)  (p  — *)  (p— a— c)  (p—a— <*)• 

Soit  a  =  o,  auquel  cas  le  trapèze  se  réduit  à  un  triangle; 

il  vient    ACDse:l/p{p  —  b)  (p  — c)  (p-—d),     comme  ci- 
dessus. 

38.  Septième  problème.  Déterminer  la  relation  qui  existe 
entre  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque  et  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

Avant  de  passer  à  la  résolution  de  cette  question ,  nous  rap- 
pellerons la  démonstration  d'un  théorème  de  Géométrie. '  (JToy* 
Legendre ,  livre  3.) 
Fîg.  38.  Lbmmk.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD ,  le  rectangle 
des  diagonales  est  égal  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés 
opposés;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

BD  X  AC  =  AB  X  DC4-  AD  X  BC. 

Soit  menée  du  point  B  la  droite  BE,  de  manière  qu'on  ait 
l'angle  CBE  égal  à  l'angle  ABD  ;  il  en  résulte  nécessairement 
l'angle  DBC  égal  à  l'angle  ABE. 

Cela  fait,  les  deux  triangles  BCE,  ABD  sont  semblables, 
comme  ayant  deux  angles  égaux  ,  savoir  :  CBE  es  AB  D ,  par 
construction,  et  BCE  =  ADB,  puisqu'ils  sont  inscrits  et  ap- 
puyés sur  le  mgmearc. 

On  a  donc  la  proportion     CE  :  BC  ::  AD  :  BD  ; 
d'où  l'on  déduit  CE  X  BÔ  =  BC  X  AD. . .*. .   (1) 

Pareillement,  les  deux  triangles  ABE,  BDC  sont  sembla- 
bles, puisque  -ABE  =  DBC,  d'après  la  construction  ,  et  que 
BAE  ss  BDC»  comme  appuyés  sur  le  même  arc. 
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On  a  donc  la  proportiom    A£  :  AB  ::  DC  :  BD* 

d'où  l'on  tire  AExBD=ABxDC (a) 

Ajoutant  l'une  à  l'autre  les  égalités  (i)  et  (a) ,  on  obtient 
(Œ  +  AE)BD,    on   ACxBD=BCxAD  +  ABxDC. 

C.Q.F.  D. 

Appliquons  ce  théorème  à  la  question  proposée* 

Soient  ABC  (fig.  3g)  le  triangle  donné,  et  O  le  centre  du  Ffe-  3g. 
cercle  circonscrit. 

Tirons  le  diamètre  COD  et  les  cordes  AD»  BD  ;  puis  faisons , 
Câpres  les  notations  du  n°  34  > 

BC  =  a,  AC=&,  AB  =  c    et    OC  =  r; 


il  en  résulte     AD  œ  {/^r*  —  6%  BD  =  l/4r*  — «S     puisque 
les  angles  CAD,  CBD  sont  droits. 
Cela  posé ,  on  a,  en  vertu  du  théorème  précèdent , 

AB  X  CD  =  CB  X  AD  +  AC  X  BD  ; 

ou  y  employant  les  notations  convenues , 


2cr=al/4r*—  6*  +  *|/4r«  —  a1..*.  (A) 

Telle  est  la  relation  générale  qui  existe  entre  les  côtés  d'un 
triangle  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Cette  formule  renfermant  quatre  quantités  a,  b,  c,  r,  on 
peut  se  proposer  de  déterminer  Yune  quelconque  an  mojen  des 
trois  autres;  et  cela  donne  lieu  à  différens  problèmes  que  nous 
allons  successivement  résoudre  et  discuter. 

39.  i°.  Étant  données  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  connu, 
les  perdes  de  deux  mrcsj  on  demande  la  corde  de  là  somme  de 
<**  deuM  ares. 

Soient  X  (fig.  3g)  le  cercle  donné,  AC ^  CB  les  cordes  aussi 
données  j  AB  sera  la  corde  de  la  somme  des  deux  arcs. 

Ou  connaît  donc  dans  la  formule  (A)  les  quantités  a,  h1  rv 
et  il  ne  s'agit  que  d'obtenir  c. 
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Or ,  cette  formule  donne  immédiatement 

c==— Vkf  —  A*  H VV1  —  a* (B) 

4o.  a°.  Déterminer  la  cordé  du  doublé  d'un  arc*  connaissant 
la  cordé  de  cet  arc. 
Fig*  4°*      Soit  fait  dans  la  formule  (B)  ,  b  =  a  (fig.  4°  )  >  *l°r*  c 
exprime  évidemment  la  corde  du  double  de  l'arc  soutendu 
par  a  ou  b  ;  et  il  Tient 

c  =  -v/4r*  —  a»....  (C) 

4i.  3°.  Réciproquement ,  déterminer  la  corde  de  la  moitié 
d'un  arc*  connaissant  la  corde  de  cet  arc. 

Dans  la  formule  (G) ,  les  quantités  c  et  a  étant  liées  entre 
elles  de  manière  que  l'une  est.  la  corde  du  double  de  l'arc 
soutendu  par  l'autre ,  il  s'ensuit  que,  réciproquement ,  la  se-  * 
conde  a  est  la  corde  de  la  moitié  de  l'arc  soutendu  par  la  pre- 
mière c.  Ainsi ,  tout  se  réduit  à  déterminer  a  en  fonction  de  c  y 
d'après  la  formule  (G). 

Or,  si  l'on  chasse  le  dénominateur  et  qu'on  élève  les  deux 
membres  au  carré;  il  vient 

cV*  =  4<iV  —  a* , 
ou ,  ordonnant ,  a*  —  4<*V  =  —  c*r*. 


Donc  a*  =  a**  ±.  {/£r*  —  c  V , 

ou  bien ,  a%  =  r(ar  ±  V  fa*  —  c")  > 


et  par  conséquent,        a  =  Vr  (ar  dt  V/4r" —  c") . .  • .  (D) . 

(Nous  ne  mettons  point  ici  le  double  signe  devant  le  premier 
radical ,  parce  que  nous  n'avons  besoin  que  de  la  valeur  numé- 
rique de  a.  ) 

L'expression  de  a  qu'on  vient  d'obtenir  présente  deux  valeurs 
essentiellement  différentes,  et  cela  doit  être. 

En  effet ,  la  corde  AB  appartient  non-seulement  à  l'arc  AGB, 
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mais  encore  à  l'arc  ADB;  ainsi ,  lorsqu'on  demande  la  corde 
de  la  moitié  de  l'arc  soutendn  par  la  corde  AB,  il  n'y  a  pas 
plus  de  raison  pour  trouver  ÀC,  corde  de  la  moitié  de  ACB, 
que  AD,  corde  de  la  moitié  de  ADB. 

Toutefois,  si  l'on  suppose  d'avance  que  l'arc  soutendu  par 
la  corde  donnée  AB  est  moindre  qu'une  demi-circonférence, 
il  faudra  prendre  pour  a  la  plus  petite  des  deux  valeurs  ci- 
dessus  ,  c'est-à-dire  celle  qui  correspond  au  signe  inférieur  du 
radical ,  et  l'on  aura 


a  =  VV(ar  —  \/fr*  —  c*). 


Le  contraire  aurait  lieu,  si  l'arc  donné  était  plus  grand 
qu'une  demi- circonférence,  et  il  faudrait  prendre  pour  a, 


a  =  y/rfar  +  ^ ty*  4.  c»)# 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  se  convaincre  que  si  AC  est  exprimé 
par  la  première  de  ce«  valeurs,  AD  est  représenté  par  la 
seconde. 

En  effet,  le  triangle  rectangle  CAD  donne 

AD  =  VV  —  Âc*; 


mais,  par  hypothèse,  AC  ss  ar*  —  r  VV*  —  &\ 

donc  AD  =  \/ar*  +  r  V  ty*  —  «*• 

4*.  4°a  Étant  données  les  cordes  de  deux  arcsj  trouver  la 
corde  de  leur  différence  (Jig.  40-  Fig.  *>. 

Soient  AB  =  c,  AC  ss  b  les  deux  cordes  données,  et  pro- 
posons-nous de  déterminer  CB  ou  a,  qui  n'est  autre  chose  que 
la  corde  de  la  différence  des  arcs  soutendus  par  c  et  b. 

La  question  est  donc  ramenée  à  traiter  a  comme  une  incon^ 
aue,  dans  la  formule  (A),  et  à  tâcher  de  l'en  dégager* 

Reprenons  cette  formule 

*cr  =  a  \/fyr*  —  ï*  -f  b  y/^  —  a*, 
et  observons  que  a  se  trouvant  sous  le  second  radical,  il  faut 
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commencer  par  faire  disparaître  ce  radical.  Or,  de  cette  fer- 
mule  on  tire ,  par  k  transposition, 

2cr  —  a  \/  fa*  —  b%  =  b  {/^r*  —  a*  ; 
d'où,  élevant  au  carré, 


\   4^,»  _  4acr  y"  4,*  -,  £*  4. 4a«r»  —  a'Aa  =  4* V — a*b*  ; 
ou ,  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à  a , 


Cette  équation  étant  résolue,  donne 


a  =±l/4r*  —  ^zh  -v/4^—  C (E) 

2r  xr  ' 

Pour  interpréter  ce  résultat  qui  comprend  deux  solutions , 
nous  remarquerons  que  les  cordes  données  AB,  AC  appar- 
tiennent chacune  à  deux  arcs,  savoir  : 

ACB,   ÀDB,  pour  la  corde  AB, 
et  AMC,  ADBC,  pour  la  corde  AG 

» 

Ainsi,  lorsqu'on  demande' la  corde  de  la  différence  des  arcs 
sou  tendus  par  AB  et  AC,  le  même  calcul  doit  donner  la  corde 
de  la  différence  entre  l'un  quelconque  des  arcs  ACB,  ADB  et 
Pun  quelconque  des  arcs  AMC,  ADBC. 

Or,  si  sur  l'arc  ADB ,  on  prend*  une  partie  AC  égale  à 
AC,  et  qu'on  tire  la  corde  BC,  on  aura 

i°.  ACB  —  AMC=CNB  qui  correspond  à  la  corde  CB, 

a°.  ADB  —  AMC=  ADB  —  AM'C  =  C'DB CB , 

3°.  ADBC—  ACB  =ADBC—  AM'C  —  CNB=CDB...  CB, 
4°.  ADBC—  ADB  =  CNB CB; 

d'où  l'on  Toit  que  les  quatre  différences  sont  égales  deux  à  deux 
et  correspondent  aux  deux  cordes  CB,  CB. 

On  yoit  encore  que,  si  les  arcs  soutendus  par  les  cordes  don- 
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nées  sont  supposés  plus  petits  à  la  foie,  ou  plus  grands  à  la  fois 
qu'âne  demi-circonférence ,  comme  le  sont  les  arcs  ACB  et 
AMC,  ou  ADBC  et  ADB,  la  réponse  à  la  question  est  néces- 
sairement 

CB     ou    a  =  -  \/£r*  —  b% |/4r*"— c»; 

ar      ^  -  ar       ^  7 

mais  si  les  deux  arcs  soutendus  sont  supposés  Fan  plus  petit 
et  Pautre  plus  grand  qu'une  demi-circonférence,  on  a  pour 
réponse  , 

CB    ou    a  =  -  Vb*  —  b%  -f  -|/4r»—  c\ 

ar  ar 

■AT.  /?.  Il  est  à  remarquer  que  cette  dernière  formule  est 
identique  avec  la  formule  (B)  qui  donne  la*  corde  de  la  somme 
de  deux  arcs;  et  cela  doit  être,  car  C'B  peut  être  regardée 
comme  la  corde  de  la  somme  des  arcs  soutendus  par  AB  et  AC. 

43.  5°.  Étant  donnés  les  trois  côtés  a,bj  c  d'un  triangle, 
on  demande  l'expression  du  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle. 

L*a  difficulté  consiste  à  dégager  r  de  la  formule  (A). 

Or,  dans  le  numéro  précédent,  on  a  déjà  obtenu,  par  une 
première  transformation  exécutée  sur  cette  formule,  l'équation 


c 

r 


a% y^r*  —  b*.a  =  ft*  —  et 


qui  revient  k  r(a%  ■+•  ea  —  b*)  =  ac  {/fr  —  b*. 

Élevant  de  nouveau  les  deux  membres  de  celte  équation  au% 
carré ,  on  a     r*  (a%  +  ca  —  i9  )•  =  £a W  —  a*b*c*  ; 


d'où  l'on  déduit  r*  = 


a*b*c* 


4aV  —  (aa  +  c*  —  b*  )â* 

*  abc 

et  par  conséquent,  r  =  -^=====— ==. 

(  Le  double  signe  devant  le  radical  est  inutile ,  puisqu'on  ne 
demande  que  la  valeur  numérique  du  rayon.) 
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iV.  /?.  La  formule  (3)  du  n°  34,  donne 

Vfa%c%  —  (aâ  -f-  c*  —  *•)•  ss  45  ; 

.  cic 

on  a  donc  encore  r  =  .-7^- , 

45 

c'est-à-dire  que  le  myor»  </t«  cercle  circonscrit  a  pour  expression 
le  produit  des  trois  côtés  du  triangle j  divisé  par  le  quadruple 
de  sa  surface* 

44-  Noos  ferons  connaître,  à  cette  occasion/  la  valeur  du 
rayon  du  cercle  inscrit,  parce  que  cette  expression  pourra 
aussi  être  utile  dans  la  suite. 

Soit  un  triangle  donné  ABC  (fig.  4^),  et  O  le  centre  du 
F>8'  4a*  cercle  inscrit  à  ce  triangle.  Tirons  les  lignes  OA,  OB,  OC,  et 
les  rayons  OP,  OQ ,  OR,  que  nous  désignerons  par  /. 

Les  trois  triangles  ABO,  ACO,  BCO  nous  donnent  pour 

leur  surface,         ABO  =  —,     ACO  as  — ,     BCO  =  —  : 

a  '  a  '  a  ' 

donc,  en  ajoutant,  on  a  ABC,    ou    Srsr^r ^—  )'j 

•  §  aS 

et  par  conséquent ,  r  = 


a^fb  +  c 

Ainsi,  le  rayon  du  cercle  inscrit  à  un  triangle.,  a  pour  e*- 
pression  le  double  de  la  surface  de  ce  triangle,  divisé  par  son 
périmètre. 
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CHAPITRE  II. 

Trigonométrie  rectitigne. 

45.  Introduction.  Dans  tontes  les  questions  précédentes ,  il  a 
suffi,  pour  leur  résolution ,  d'établir4 des  relations  entre  des  li- 
gnes droites.  Mais  comme,  en  Géométrie,  on  considère  non-seule- 
ment les  grandeurs  des  lignes ,  mais  encore  leurs  inclinaisons 
mutuelles,  il  s'ensuit  que ,  pour  certains  problèmes ,  la  déter- 
mination d'une  ligne  doit  dépendre  nécessairement  de  la  gran- 
deur d'un  ou  de  plusieurs  angles* 

Soit ,  pour  exemple,  la  question  suivante  :  Une  droite  AB 
{fig.  43)  étant  donnée  de  longueur,,  ainsi  que  les  angles  CAB,  pjgs  43. 
CB A  qu'elle  forme  avec  deux  droites  indéfinies  AC ,  BC ,  on 
demande  la  hauteur  CD  à  laquelle  les  deux  lignes  AG ,  BG  se 
rencontrent. 

11  est  bien  évident  que  la  valeur  de  CD  dépend  explicitement 
de  la  grandeur  de  AB  et  de  celle  des  angles  GAB ,  CBA  ;  et  si 
l'on  -veut  appliquer  le  calcul  à  la  détermination  de  CD  ,  on  est 
conduit  à  rechercher  des  relations  numériques  entre  ces  diffé- 
rentes grandeurs ,  dont  les  unes  sont  des  lignes  droites  et  les 
autres  sont  angulaires.    . 

Au  premier  abord ,  on  a  de  la  peine  à  concevoir  comment 
en  peut  faire  entrer  les  angles  dans  les  calculs.  Ce  pendant  les 
géomètres  y  sont  parvenus,  en  substituant  aux  angles  ou  aux 
arcs  qui  leur  servent  de  mesure  les  grandeurs  de  certaines  li- 
gnes droites  ayant  une  liaison  intime  avec  eux. 

Ils  avaient  d'abord  imaginé  de  substituer  aux  arcs  décrits 
aTec  un  rayon  déterminé  et  constant  pour  tous,  les  cordes  qui      s 
les  sou  tendent;  et,  pour  cela,  ils  avaient  construit  des  tablas 
renfermant,  d'une  part,  les  grandeurs  des  arcs  exprimées  en 
degrés,  minutes,  secondes,  etc.,  et  de  l'autre,  les  valeurs  des 
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cordes ,  ou  plutôt,  les  rapports  de  ces  cordée  avec  le  rayon.  Au 
moyen  de  cet  tables  on  pouvait  toujours ,  un  arc  étant  donné  > 
déterminer  la  corde  correspondante ,  et  réciproquement ,  une 
corde  étant  donnée  ^  déterminer  l'arc  ou  l'angle  correspondant. 
Ainsi  la  résolution  d'un  problème  se  réduisait ,  en*  dernière 
analyse ,  à  former  des  relations  entre  des  lignes  droites.  Il  est 
d'ailleurs  facile  de  concevoir  la  formation  de  pareilles  tables  : 
c'est  en  partant  d'un  arc  dont  la  corde  est  connue  (par  exemple, 
du  6e  de  la  circonférence ,  qui ,  comme  on  le  sait ,  est  sou  tendu 
par  le  rayon),  et  faisant  ensuite  usage  des  formules  qui  ont  été 
établies  à  la  fin  du  chapitre  précédent ,  et  qui  donnent  la  corde 
de  la  moitié  d'un  arCj  la  corde  de  la  somme  ou  de  la  différence 
de  deux  arcsj  la  corde  du  double  d'un  arc,  etc 

Mais ,  depuis,  on  a  beaucoup  simplifié  la  question ,  en  rem- 
plaçant les  cordes  par  d'autres  droites  dont  le  calcul  n'est  pas 
plus  difficile  ,  et  que  l'on  compare  plus  aisément  aux  côtés  des 
figures. 

46.  C'est  dans  la  détermination  des  rapports  de  ces  lignes 
avec  le  rayon  du  cercle  dont  elles  font  partie  *  et  dans  l'appli- 
cation des  tables  qui  renferment  ces  rapports j  à  la  résolution 
numérique  des  triangles  (dont  toute  figure  rectiligne  se  com- 
pose) y  que  consiste  la  trioonom£tbie. 

Cette  branche  des  Mathématiques  peut  être  regardée  comme 
faisant  partie  de  l'application  ,  puisqu'elle  fournit  de  nou- 
veaux matériaux  pour  la  résolution  des  question*  de  Géométrie 
par  le  secours  de  l'Algèbre.  Nous  ne  pouvions  d'ailleurs  placer 
la  Trigonométrie  en  tête  de  cet  ouvrage ,  parce  qu'où  verra  que 
plusieurs  des  principes  établis  dans  le  chapitre  précédent,  tels 
que  le  principe  sur  l'homogénéité ,  le  principe  sur  les  change- 
mens  de  signe  correspondans  aux  différences  de  position ,  se- 
ront continuellement  .rappelés  dans  celui-ci. 
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j  Ier.  Relations  entre  les  lignes  trigonomé triques.  Dé- 
termination des  formules  principales.  Construction 
des  tables. 

47.  Commençons  par  faire  connaître  la  nature  des  lignée 
trigonométriques  *  c'est-à-dire  de  ces  lignes  que  l'on  est  con- 
venu d'introduire  dans  le  calcul  à  la  place  des  arcs  on  des 
angles. 

Soient  AGBG'  (Jig.  44  )  une  circonférence  décrite  avec  nn  Fig.  44. 
rayon  OA  pris  pour  unité,,  AC  l'arc  qui  mesure  un  angle  AOC, 
ayant  un  rapport  quelconque  avec  l'angle  droit  AOG. 

Du  point  C  abaissons  CD  perpendiculaire  sur  le  rayon  OA , 
et  CE  perpendiculaire  sur  le  rayon  OG.  Elevons  au  point  A  la 
perpendiculaire  AT  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  avec  OC, 
et  au  point  G  la  perpendiculaire  GS  prolongée  aussi  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  OC. 

Cela  posé ,  l'on  appelle  sinus  d'un  arc  ou  d'un  angle,  la  per- 
pendiculaire CD  abaissée  de  l'une  des  extrémités  C  d'un  arc 
sur  le  rayon  qui  passe  par  Foutre  extrémité  A. 

11  résulte  de  cette  définition  que  le  sinus  d'un  arc  est  la 
moitié  de  la  corde  qui  soute nd  Varc  double.  En  effet,  prolon- 
geons CD  jusqu'à  sa  rencontre  en  C*  avec  la  circonférence  ;  on 
sait  que  le  rayon  OA  perpendiculaire  sur  une  corde  CC,  di- 
vise cette  corde  en  deux  parties  égales  ,  ainsi  que  Tare  sou- 
tendu  ;  donc  CD  est  moitié  de  CC,  qui  soutend  un  arc  double 
de  AC 

La  tangents  d'un  arc  est  '  la  perpendiculaire  AT  élevée  à  V  une 
des  extrémités  d'un  arc*  eu  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  avec 
le  rayon  qui  passe  par  Vautre  extrémité. 

La  sicANTX  est  la  partie  OT  du  rayon  prolongé  *  comprise 
entre  le  centre  et  la  tangente. 

Comme  on  appelle  complément  d'un  arc  celui  qui ,  joint  au 
premier ,  forme  un  quart  de  circonférence ,  il  s'ensuit  que  les 
lignes  CE,  GS,  OS,  représentent  le  sinus j  la  tangente  et, la 
sécante  du  complément  CG  de  Varc  AC ,  et  on  les  nomme, 

5.. 
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par  abréviation ,  cosinus  ,  cotangente  et  cosxoantk  de  Pare  AC. 

Nous  observerons ,  par  rapport  an  cosinus ,  que  CE  étant  égal 
à  OD  ,  le  cosinus  d'un  arc  est  encore  la  partie  du  rayon  com- 
prise entre  le  centre  et  le  pied  du  sinus* 

Outre  ces  lignes  trigonométriques,  on  considère  quelquefois 
deux  autres  lignes  : 

Le  sinus-vers*  AD ,  c'est-à-dire  la  différence  entre  le  rayon 
et  le  cosinus  ; 

Le  cosinus  -verse  GE,  ou  la  différence  entre  le  rayon  et 
le  sinus* 

Enfin  ,  les  huit  lignes  trigonométriques  dont  nous  Tenons  de 
parler ,  peuvent  être  divisées  en  deux  classes  ;  les  lignes  di- 
rectes j  savoir:  le  sinus,  la  tangente,  la  sécante ,  le  sinus- verse 
d'un  arc;  et  les  lignes  indirectes  j  c'est-à-dire  le  sinus,  la  tan* 
gente ,  la  sécante,  le  sinus- verse  du  complément  de  cet  arc  ;  ou 

bien,  le  cosinus ,  la  cotangente,  etc Cette  distinction  noua 

sera  quelquefois  utile. 

48.  Relations  entre  les  lignes  trigonométriques  d'un  mime 
arc.  La  seule  inspection  de  la  figure  44  ****  reconnaître  des 
triangles  rectangles  et  semblables  ,  au  moyen  desquels  on  peut 
établir  des  relations  entre  les  six  lignes  trigonométriques  prin- 
cipales. Mais  auparavant ,  il  est  nécessaire  de  convenir  de  quel- 
ques  notations. 

En  appelant  a  l'arc  AC ,  nous  désignerons ,  conformément  a 
l'usage  établi,  le  sinus  de  l'arc  a  par  sina,  la  tangente  par 
tanga,  la  sécante  par  séca,  le  cosinus  par  cosa,  la  cotangente 
par  cota  ,  enfin  la  cosécante  par  coséca  (nous  écrivons  les  cinq 
premières  lettres  pour  la  cosécante,  afin  de  ne  pas  la  confondre 
avec  le  cosinus). 

En  outre ,  lorsque  nous  aurons  a  exprimer  qu'une  de  ces 
lignes ,  le  sinus,  par  exemple,  doit  être  élevée  a  la  a'*',  3'*%. . . 
mim*  puissance,  nous  écrirons  sin*a,  sin3a,. . .  sinma,  et  non 
pas  sina*,  sina3  ,. . .  parce  que  ce  n'est  pas  l'arc ,  mais  bien  le 
sinus  de  cet  arc  qui  est  élevé  à  une  puissance. 

De  même ,  cos'a ,  cos3a , . . .  cosma ,  expriment  la  a'*',  3iMê, . . . 
m,mê  puissance  de  eos«  ;  et  ainsi  des  autres. 


<  •! 
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Ces  notations  étant  contenues ,  nous  allons  présenter  le  ta- 
bleau des  relations  que  l'on  obtient ,  soit  en  considérant  chacun 
des  triangles  rectangles  ODC,  OAT,  OEC,  OGS  séparément, 
soit  en  les  comparant  deux  à  deux  (leur  similitude  peut  être 
facilement  établie). 

Triangle  ODC . . .     OC  =  CD  +  OD^ 
ou,  employant  les  notations  et  désignant  le  rayon  par  r, 

r*  =  sinta  +  cos*a...  (i) 

Triangles  semblables  ODC,  OAT. . .  OD  :  OA  ::  DC  t  AT; 

1  rsina      ,  v 

c'est-à-dire ,  cosa  :  r  :  :  sin  a  l  tang  a  -,  donc  tang  û= — — . .  [*) 

Triangles  semblables  ODC, OAT,. . .  OD  :  OA  ::  OCtOT, 

ou    cosa  !  r  ::  rt  aéca:    donc    séca= .  •.  (3) 

'  cosa 

Triangle  rectangle  OAT. . .  OT  =  OA  +  ATj 
ou  bien,  séc*a=  r*  +  tangma. ..  (4) 

Triangles  semblables  OAT,  OGS, .  •  .AT  :  OA  ::  OG  :  GS, 

ou    tang  al  r  II  ri  cot  a;  donc  cot  a  = . . .  (5) 

°  7  tang  a 

Triangles  semblables  OEC,  OGS, ...  OE  :  EC  ;:  OG  :  GS, 

i            »          rcosa        fg~ 
ou  sin  a  l  cos  a  II  r  l  cot  a  ;  donc  cot  a  =  — : ...  (a) 

'  sin  a  x  * 

Triangles  semblables  OEC,  OGS,. . .  OE  :  OC  ::  OG  :  OS, 

ou    sin  a  l  r  II  r  l  cosécai  donc  oaséca  =  -: — ...   (n) 

7  sin  a  ' 

Triangle  rectangle  OGS....    OSa  =  OG*+GS"* 
ou  bien  ,  coséc*  a  =  i*  +  cot*  a (8) 

49.  Première  remarque.  Les  formules  (6),  (7)  et  (8)  sont 
implicitement  comprises  dans  les  formules  (a),  (3  et  (4)* 


/ 
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En  effet ,  comme  celles-ci  existent  pour  Umt  are  moindre  que 

le  quart  de  circonférence,  ou  ioo°  (en  adoptant  la  division 

centésimale) ,  il  s'ensuit  qu'elles  sont  Traies  pour  l'arc  exprimé 

par  ioo°— a.  Ainsi,  en  remplaçant  a  par  ioo°— a,  dans  la 

formule  (2) ,  on  trouve 

,       •        \       rsin(ioo°—  a) 

tang  (ioo#—  a)  = } — - ^  : 

°.  '        cos(ioo°—  a)  ' 

mais  on  a  tang  (ioo° —  a)  =  cot  a,  sin  (ieo°— -  a)  =  cos  ay 
cos(ioo°— a)  =  sin[ioo°  —  (ioo° —  a)3  =  sin  a\ 

,  ^  roosa 

donc  cota=—: . 

sina 

On  reconnaîtra  pareillement  que  les  formules 

séca  = ,     et        séc*  a  =  r*  -I-  tang*  a , 

cos  a  ° 

r* 
deviennent    coséc  a  =  -: — .     et    coséc*  a  ==  r*  -4-  cot*  a , 

sina  ' 

par  la  substitution  de  ioo° —  a  à  la  place  de  a. 

En  général,  toutes  les  fois  qu'on  a  obtenu  une  certaine  rela- 
tion entfe  des  lignes  trïgonomè triques  d? un  arCj  les  unes  directes* 
les  autres  indirectes  (n°  47)-»  on  peut  en  former  une  nouvelle 
par  le  simple  cJiangement  des  lignes  directes  en  lignes  indirectes 
correspondantes*  et  réciproquement. 

5o.  Seconde  remarque.  Puisque ,  dans  les  formules  précédentes, 
le  rayon  est  toujours  censé  connu,  on  peut  le  supposer,  pour 
plus  de  simplicité,  égal  à  1;  et  alors  elles  deviennent 
sin*  a  +  cos*  a  =  1 . . .  ♦  (1)      séc*a  =  1  -f-  tang*  a. . .  (4) 

sin  a  ,  x  cos  a  ,Cx 

cos  a  sin  a 

séc  a  =  —  ....  (3)  coséc*  a  =  1  +  cot*  a. . . .    (8) 
cos a  '  x 

cot  a  s=  7—  •  •  •  (5) 
tang  a 

coséc  a  s=s  - —    .  •  •   (7) 
sina 
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Nous  mettons  à  part  les  formules  (4),  (6)  et  (8),  parce  que 

«d'abord  (6)  est  implicitement  comprise  dans  (2),  d'après  la 

remarque  précédente;  en  second  lieu,  (8)  se  déduit  de  (4)» 

d'après  la  même  remarque.  Quant  à  la  relation  (4),  elle  est  une 

conséquence  de  (1),  (2)  et  (3). 

En  effet,  la  relation  (2)  donne 

,   A       .  ,    sin'  a       cos*  a  -f-  sin*  a 

i  +  tang*a=i  H —  = ; 

cos*  a  cos*  a 

ou,  a  cause  de  la  relation  (1) ,  1  -4-  tang*  a=  — j-  ; 

COS  d 

maïs  on  a  déjà    séc  a  = :     donc     1  +  tang*  a  =  séc*  a. 

cos  a  ° 

Gela  posé,  il  est  évident,  Q'après  l'inspection  àps  formules 
(1),  (2),  (3),  (5)  et  (7),  que  la  valeur  numérique  du  sinus 
étant  connue,,  on  peut  en  déduire  facilement  celles  des  cinq 
autres  lignes  trigonomè triques, 

La  formule  (1)  donne  cosa=  y\ — sin*  a,  et  fait  con- 
naître le  cosinus;  les  suivantes  donnent  les  valeurs  de  tang  a, 
séc  a ,  cot  a  et  coséc  a,  par  de  simples  divisions. 

Généralement,  comme  ces  formules  renferment  six  quan- 
tités, il  doit,  toujours  être  possible,  connaissant  Y  une  quel- 
conque d'entre  elles,  de  déterminer  la  valeur  des  cinq  autres. 

Toutefois,  rien  n'empêche,  dans  cette  détermination,  de 
faire  usage  des  formules  (4),  (6)  et  (8),  si  la  simplicité  des 
calculs  l'exige,  puisqu'elles  sont  des  conséquences  des  cinq 
premières. 

Pour  nous  familiariser  avec  l'emploi  de  ces  formules ,  nous 
supposerons,  par  exemple,  que  l'on  connaisse j  à  priori,  la 
valeur  de  la  co tangente  j  et  nous  nous  proposerons  de  détermi- 
ner chacune  des  cinq  autres  lignes, 

i°.  De  la  formule  (5)  on  déduit    tang  a  =  ——  ; 

v  cot  a 


20.  La  relation  (8)  donne  coséc  a  =  \^i  +  cot* a;. 
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I      i  f 

3*.  La  relation  (7)  donne  sina  = — 7 — =s  „  y — - — "  : 
4°.  De  la  relation  (4)  on  tire 

V       '  cot'a  cota 

5°.  Enfin ,  la  formule  (3)  donne 

1               cet  g 
cosa  =  — — =  #/ ~. 

sec  a       yï+cot  û 

Si  y  dans  ces  formules,  on  veut  introduire  le  rayon  r,  il  ne 
s'agira  que  de  rétablir  Y  homogénéité,  et  l'on  aura ,  d'après 
la  règle  établie  (n°  i5), 

t%  '  f* 

tanga=— =— ,  cosécas  t/r*-j-cot*a,sin 


.           rVV-f-cot'a       -»  "      »„__Z^°ta 
$ec  a  =  — *     e*    cos  0  = 


cota  V>  +  cot*a 

Il  en  serait  de  même  pour  toute  autre  ligne  donnée  à  priori* 

Détermination  des  valeurs  corrélatives. 

Si.  Nous  avons  maintenant  à  nous  occuper  d'une  des  que»* 
tions  les  plus  délicates  de  la  Trigonométrie  :  elle  a  pour  objet 
de  déterminer  les  valeurs  corrélatives  des  lignes  trigonomé- 
triques  d'un  arc,  en  supposant  que  cet  arc  passe  par  tous  les 
états  de  grandeur  par  rapport  à  la  circonférence  entière.  Dans 
la  dénomination  de  valeurs  corrélatives  ,  nous  comprenons  non- 
seulement  l'idée  des  rapports  numériques  du  si  nus,  cosinus,  etc., 
avec  le  rayon,  mais  encore  celle  des  signes  qui  correspondent 
aux  diverses  situations  que  ces  lignes  peuvent  avoir  les  unes  à 
l'égard  des  autres.  (Caenot,  Traité  de  la  Corrélation  des 
figures.  ) 

11  semble,  au  premier  abord,  qu'il  doive  nous  suffire  de 
considérer  des  arcs  compris  depuis  o°  jusqu'à  2000,  puisque  , 
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dans  les  figures  rectilignes  ordinaires ,  chacun  des  angles  qu'elles 
renferment  est  moindre  que  deux  angles  droits.  Cependant  les 
géomètres ,  dans  la  résolution  des  questions  de  haute  analyse* 
ont  été  conduits  à  rechercher  quelles  peuvent  être  les  lignes 
trigonométriques,  même  des  arcs  plus  grands  qu'une  circonfé- 
rence entière. 

Pour  fixer  les  idées  sur  cette  question,  nous  supposerons 
qu'une  droite  de  longueur  finie ,  et  dont  l'une  des  extrémités  est 
en  O  {fig.  44)*  étant  d*abord  couchée  sur  OA ,  tourne  ensuite 
autour  de  ce  point  et  toujours  dans  le  même  sens,  de  manière 
à  prendre  successivement  les  positions  OG,  OB,  OG',  OA; 
qu'après  être  revenue  dans  la  position  primitive  O  A ,  elle  con- 
tinue encore  son  mouvement.  Il  est  clair  que,  dans  ce  mouve- 
ment continu ,  la  droite  OA  engendrera  tous  les  angles  possi- 
bles, et  que  l'extrémité  A  parcourra  successivement  tous  les 
points  de  la  circonférence  AGBG'A.  En  outre ,  comme  la  droite 
mobile,  après  avoir  fait  le  tour  entier ,  continue  son  mouve- 
ment, l'arc  ainsi  parcouru  se  composera  d'un  nombre  entier  de 
circonférences  (nombre  qui  peut  toutefois  être  nul) ,  plus  d'une 
partie  quelconque  de  circonférence. 

Or,  c'est  dans  la  détermination  des  lignes  trigonomitriques 
des  arcs  de  cette  espèce  que  consiste  la  question  proposée. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  spécialement  du  sinus  et  du 
cosinus,  comme  étant  les  lignes  les  plus  usuelles.  Les  formules 
(2) ,  (3) ,  (5)  et  (7)  du  n°  5o ,  feront  ensuite  connaître  les  valeurs 
correspondantes  des  quatre  autres  lignes. 

52.  Lorsque  le  point  décrivant  est  en  A,  ou  bien  lorsque 
l'arc  est  nulj  il  est  évident  que  le  sinus  est  lui-même  nul,  et«que 
le  Cosinus  est  égal  au  rayon. 

A  mesure  que  le  point  décrivant  s'élève  au-dessus  de  AB,  le 
sinus  augmente  et  le  cosinus  diminue ,  jusqu'à  ce  que  le  point 
décrivant  soit  arrivé  en  G,  auquel  cas  le  sinus  devient  égal  au 
rayon  *  et  le  cosinus  est  nul. 

D'où  l'on  voit  que  l'arc  croissant  depuis  o°  jusqu'à  ioo°,  le 
sinus  augmente  d'une  manière  continue  depuis  o  jusqu'à  1  ;  et 
au  contraire  le  cosinus  diminue  depuis  1  jusqu'à  o. 
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Supposons  actuellement  le  point  décrivant  arrivé  en  C;  le 
sinus  est  alors  CD',  et,  suivant  la  seconde  définition  du  co- 
sinus, le  cosinus  est  OD'.  Mais,  si  par  le  point  G  on  mène  CC 
parallèle  à  AB,  on  a  évidemment  ACssCB,  supplément  de  AC 
(on  sait  que  le  supplément  d'un  arc  est  ce  qui  lui  manque  pour 
valoir  aoo°  ou  la  demi  circonférence);  on  a  aussi  C&  =  CD, 
et  OD'=  OD. 

Donc,  i  °.  le  sinus  d'un  arc  plus  grand  que  i  oo°  et  moindre  que 
200°,  est  le  même  que  le  sinus  de  son  supplément. 

2°.  Comme  les  deux  distances  OD7  et  OD  sont  égales,  mais 
qu'elles  sont  comptées  en  sens  contraires  par  rapport  au  pointO, 
il  s'ensuit  (n°  26)  qu'elles  doivent  être  affectées  de  signes 
contraires.  Ainsi  le  cosinus»  d'un  arc  compris  entre  ioo°  et  aoo* 
est  égal  et  de  signe  contraire  au  cosinus  de  son  supplément. 

Eh  termes  abrégés ,  sin  (2000—  a)  =sin  a\  cos  (2000— à) 
=— cosa  (a  désignant  l'arc  CB  ou  AC). 

On  peut  encore  motiver  le  changement  de  signe  du  cosinus 
de  la  manière  suivante  : 

Le  cosinus  d'un  arc  étant  le  sinus  du  complément  de  cet  arc, 
si  l'arc  est  égal  à  1  oo° + a,  le  complément  est  1  oo°  —  (  1  oo°+  a), 
ou  bien,  —a;  c'est-à-dire  que  ce  complément  est  un  arc 
négatif. 

Fig.  45.      Or  y  si  l'on  considère  un  arc  AM'  (fig.  45)  égal  à  AM,  mais; 
situé  en  sens  contraire  de  AM ,  on  a  évidemment  (n°  26) 

sin  AM'  =  —  8În  AM ,  ou  sin— a  =  — sin  a. 

Remarquons,  en  passant,  que  le  cosinus  OP  est  le  même  pour 
les  deux  arcs  AM'  et  AM  ;  donc     cos  —  a  =3  -f-  cos  a. 

Revenons  à  notre  objet  :  à  mesure  que  le  point  décrivant  se 
j?ig#  ai  rapproche  du  point  B  (Jlg.  44)  >  ou  que  l'arc  augmente  de- 
puis ioo°  jusqu'à  200°,  le  sinus  diminue  et  le  cosinus  augmente* 
mais  négativement;  et  lorsque  le  point  décrivant  tombe  en  B  > 
le  sinus  redevient  nul*  et  le  cosinus  est  égal  à  —  1. 

Soit  le  point  décrivant  arrivé  en  C*.  Tirons  le  rayon  C'O  et 
prolongeons-le  jusqu'à  sa  rencontre  en  C  avec  la  circonférence; 
puis  abaissons  les  perpendiculaires  CD'  et  CD;  on  a  nécessaire- 
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ment  BCsssAC,  CTy  =CD  et  OD'=OD.  Mais  comme 
CIÏ  est  compté,  par  rapport  au  diamètre  AB,  en  sens  con- 
traire de  CD ,  et  qu'il  en  est  de  même  de  Off  et  OD ,  par 
rapport  an  point  O ,  on  peut  conclure  que  le  sinus  et  le  oc- 
$inm  d'un  arc  plus  grand  que  aoo*  et  moindre  que  3oo°, 
sont  égaux  et  de  signes  contraires  au  sinus  et  au  cosinus  de 
Fore,,  dont  celui  que  l'on  considère  surpasse  2000. 
En  termes  abrégés , 

sin  (aoo°  +  a)  =  —  sin  a  j     cos  (200°  «+■  d)  =r.  —  cos  a. 

Lorsque  le  point  décrivant  est  en  G',  le  sinus  devient  égal 
d  —  1 ,  et  le  cosinus  redevient  nul. 

Soit  le  point  décrivant  arrivé  en  C",  ce  qui  donne  un  arc 
AGBG'C",  compris  entre  3oo°  et  4°°°  ;  "  l>on  abaisse  la  per- 
pendiculaire CTD,  et  qu'on  la  prolonge  jusqu'en  G ,  on  aura 

AC=AC    et    C~D  =  CDy 

d'ailleurs  le  cosinus  OD  est  commun  aux  deux  arcs  AGBG'CT 
et  AG.  Ainsi ,  le  sinus  d'un  arc  compris  entre  3oo°  et  4oo°  est 
égal  et  de  signe  contraire  au  sinus  de  l'arc  dont  celui  que  Von 
considère  est  surpassé  par  la  circonférence  entière j  et  le  cosinus 
est  le  même  pour  les  deux  arcs;  ou  bien 

sin  (4oo°  —  à)  =  —  sin  a  ;     cos  (4oo*  —  a)  sas  cos  a. 

Enfin,  lorsque  le  point  décrivant  revient  en  A,  auquel  "cas 
l'arc  parcouru  est  égal  à  une  circonférence  entière ,  le  sinus 
et  le  cosinus  redeviennent  les  mêmes  que  pour  Tare  nul;  et  si 
l'on  suppose  que  ce  point , après  avoir  parcouru  une  ou  plusieurs 
circonférences,  repasse  par  les  ménves  positions,  il  est  évident 
que  les  sinus  et  cosinus  reprendront  les  valeurs  qui  ont  déjà  été 
assignées, 

53.  Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  la  tangente  et  K 
cotangente,  dans  les  mêmes  circonstances. 

La  formule    tang  a  =  prouve  que  si  l'arc  est  nul* 

la  tangente  est  aussi  nulUj  puisque  l'on  a 
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sin  0  =  0     et    cos  0=1, 

L'arc  augmentant  la  tangente  augmente  aussi ,  puisque  le 
sinus  augmente  et  que  le  cosinus  diminue;  elle  augmente  même 
très  rapidement,  et  lorsqu'on  suppose  l'arc  égal  à  100%  comme 

on  a  sin  ioo°=  1,  et  cos  ioo°=o,  il  en  résulte  tang  ioo°=-  ; 

c'est-à-dire  que  la  tangente  devient  infinie.  Gela  est  d'ailleurs 
évident  d'après  la  figure  ,  car  alors  la  perpendiculaire  élevée  à 
l'extrémité  À  est  parallèle  au  rayon  qui  passe  par  l'autre  extré- 
mité de  l'arc. 

Au-delà  de  ioo°  et  en-deçà  de  200°,  la  tangente  devient 
négative  et  diminue  numériquement,  puisque  le  sinus  et  le 
cosinus  sont  de  signes  contraires ,  et  que  le  sinus  diminue, 
tandis  que  le  cosinus  augmente  3  si  l'arc  devient  égal  à  200% 
la  tangente  redevient  nulle,  car  sin  aoo°=  o  j  cos  200°  = — 1  • 

Pour  un  arc  compris  entre  2000  et  3oo°,  la  tangente  rede- 
vient  positive,  puisque  le  sinus  et  le  cosinus  sont  tous  les  deux 
négatifs)  elle  augmente  d'ailleurs  numériquement  jusqu'à  ce 
que  l'arc  soit  égal  à  3oo°,  auquel  cas  la  tangente  est  égale  à 
V infini  négatif  car  sin  3oo°  =  —  1 ,  cos  3oo°  =  o. 

Enfin  ,  pour  un  arc  compris  entre  3oo°  et  4O0°;  'a  tangente 
est  négative,  puisque  le  sinus  et  le  cosinus  sont  de  signes  con- 
traires ;  elle  diminue  d'ailleurs  numériquement  jusqu'à  ce  que 

Parc  soit  égal  à  4<>o°;  et,  dans  ce  cas,  on  retrouve  tang  4oo°=o. 

i 
Quant  à  la  cotangeute,  il  résulte  de  cota  = ,  que  pour 

les  signes,  les  cotangentes  suivent  la  même  loi  que  les  tan- 
gentes. Pour  la  marche  des  valeurs  numériques,  elle  est  inverse 
de  celle  des  tangentes.  Ainsi,  pour  l'arc  nul,  la  eotangente  est 
infinie;  pour  un  arc  de  ioo°,  la  cotangente  est  nulle,  etc.... 

iV.  B,  Le  changement  de  signe  des  tangentes  et  cotangentes 
peut  être  motivé  indépendamment  des  formules,  et  d'après  la 
figure. 

En  effet,  lorsque  l'arc  est  AGC,  la  tangente  correspon- 
dante est ,  d'après  la  définition ,  représentée  par  AT".  Or,  AT* 
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est  dans  une  situation  contraire  à  AT,  qui  est  la  tangente 
de  AC,  supplément  de  AGC  La  cotangente  est  G  S',  et  cette 
ligne  est  aussi  dans  une  situation  contraire  à  G5. 

Si  nous  considérons  l'arc  AGBC,  la  tangente  correspondante 
est  nécessairement  représentée  par  AT,  qui  est  aussi  la  tangente 
de  AC. 

La  cotangente  est  d'ailleurs  GS  ;  ainsi  la  tangente  et  la  cotan- 
gente de  AGBC'  sont  positives. 

Pour  l'arc  AGBG'C*j  la  tangente  redevient  AT',  et  la  cotan- 
gente GS';  donc  elles  sont  toutes  deux  négatives* 

54-  11  nous  reste  encore  à  examiner  ce  que  deviennent  la 
sécante  et  la  cosécante. 

Or,  les  formules  séca  = .  cotée  a  =  -? ,  prouvent 

cos  a*  sin  a     r 

que,  sous  le  rapport  des  signes,  les  sécantes  suivent  la  même 
loi  que  les  cosinus,  et  les  cosécantes  la  même  loi  que  les 
sinus. 

Ainsi  la  sécante  d'un  arc  compris  entre  o°  et  1  oo°,  ou  entre 
3oo°  et  4°°°>  est  positive;  la  sécante  d'un  arc  compris  entre 
ioo°et  3oo°est  négative.  La  cosécante  d'un  arc  compris  entre 
o°  et  2000  est  positive;  et  la  cosécante  d'un  arc  compris  entre 
aoo°  et  4°o°  est  négative. 

Quant  aux  valeurs  numériques,  la  sécante  est  en  raison  in- 
verse du  cosinus,  et  la  cosécante,  en  raison  inverse  du  sinus. 

Ainsi ,  pour  a  =  o ,  l'on  a  cos  0  =  1  et  séc  0=1;  mais  à 
mesure  que  l'arc  augmente,  la  sécante  augmente j  tandis 'que 
le  cosinus  diminue  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  parvenu  à  l'arc  de 
1000,  auquel  cas  la  sécante  est  infinie,  tandis  que  le  cosinus 
est  nuîj  etc. 

Même  raisonnement  pour  la  cosécante  comparée  au  sinus. 

55.  N.  B.  Le  changement  de  signe  de  la  sécante  et  de  la  cosé- 
cante ne  peut  être  vérifié  au  mojen  de  la  figure ,  comme  on 
Ta  (ait  pour  les  autres  lignes  trigonométriques ,  parce  que  ce 
ne  sont  plus  des  distances  d'un  point  variable  à  un  point  ou 
à  une  droite  fixe,  comptées  sur  une  même  ligne,  et  qu'alors 
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on  ne  saurait  leur  appliquer  le  principe  du  n°  26.  Toutefois, 
ce  changement  de  signe  correspond  à  une  circonstance  très 
remarquable.  Lorsque  l'arc  est  compris  entre  o°  et  ioo°,  ou 
entre  3oo°  et  4°°°/  auquel  cas  la  sécante  est  positive j  le  point 
décrivant  CouC  est  situé  entre  le  centre  et  l'extrémité  T 
ou  T'  de  la  sécante.  Mais  si  l'arc  est  compris  entre  ioo°  et 
3oo°,  auquel  cas  la  sécante  est  négative \,  le  point  décrivant  C 
ou  C"  est  placé  sur  le  prolongement  de  la  sécante  qui  est  en- 
core représentée  par  OT  ou  OT\  Ce  point  est  donc ,  en  quelque 
sorte,  par  rapport  au  centre ,  dans  un  sens  opposé  à  celui 
du  point  C  ou  C.  On  ferait  une  observation  analogue  pour 
la  cosécante. 

Ce  n'est  pas  sans  motif  que  nous  avons  fait  usage  de  la  fi- 
gure pour  déterminer  les  signes  des  différentes  lignes  trigo- 
nométriques.  Comme  les  formules  du  n°  48  n'avaient  été  éta- 
blies que  pour  des  arcs  au-dessous  de  ioo°,  l'accord  qui  existe 
entre  les  résultats  qu'elles  fournissent  et  ceux  que  donne  la 
figure,  en  vertu  du  principe  (n°  26),  prouve  l'exactitude  de 
ces  formules  pour  tous  les  arcs  possibles  ;  et  le  principe  que 
nous  venons  de  citer  en  reçoit  une  nouvelle  confirmation. 

C'est  ainsi  que,  dans  toutes  les  sciences 3  les  faits  se  forti- 
fient et  se  confirment  les  uns  au  moyen  des  autres. 

56.  Comme  dans  la  suite,  nous  aurons  souvent  besoin  de 
rappeler  les  valeurs  corrélatives  des  lignes  trigonométriques, 
nous  croyons  utile  d'en  présenter  ici  un  tableau  qu'on  peut 
facilement  dresser  d'après  ce  qui  précède. 
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TABLEAU 

Des  valeurs  corrélatives  des  lignes  trigonomé triques, 


A1G 


o° 


a 


î*-a 


i* 


T»  +  û 


«•  —  a 


v*-  a 


~ir — a 


A 


î*  +  a 


19 


a*r-f-a 


aAw  —  a 


aAsr-H  a 


: 


(a* -H) 


sm 


4- sina 


cos 


+cosa 


sina 


-f-cosa 


-f-cosa 


•cos  a 


+  sina 


TJLKG 


+  tang  a 


—  tang  a 
-f-cot  a 


—  «ma 


-f-sina     —  cos  a 




—  sina 


—cos  a 


—  C0S<2 


a*-  — «         — sraa 


oo 


—  cot  a 


séc 


H-  séc  a 


4-  sec  a 


4-coséca 


co 


— COMCA 


—  tang  a  —  séc  a 




COT 


00 


-h  col  a 


—  cota 


tang  a 


Coséc 


00 


-4-coséc  a 


— cosec a 


H-  *éc  a 


—  tang  a  -f.  séu  a 


—  cota 


—  i 


—  cos  a 


—  sina 


4- sina 


-h  tang  a 


■+-  cot  a 


oo 


—  cota 


H- cos  a    — tang  a 


—  i 


00 


—  sec  a 


— cosec a 


00 


(aAr-H)*H-a 


H- sina 


— sina 


■+■  sina 


sina 


— sma 


-+-cosa 


-f-cosa 


cos  a 


—cos  a 


— cos  a 


-f-coséca 
-f-séca 


-f-  tang  a 


—  tanga 


-H  (&ng  a 


—  tang  a 


H- cot  a 


-f-  tang  a 


—  tang  a 


•—cota 


-J-coseca 


oo 


— cosec a 


—  séca 


—  i 


—  sec  a 


-4- sec  a 


-f-  sec  a 


■+■  sec  a 


—  séc  a 


■+■  tang  a  —  sec  a 


00 


— cosec  a 


00 


-h  cot  a    -f-coséca 


—  cot  a 


cota 


—  cot  a 


•+■  cota 


wmm 


:oseca 


-f-coséc. 


-Kosécal 


—cosec  al 
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5^.  Explication  de  ce  tableau.  Pour  plus  de  simplicité,  l'on 
a  désigné  par  «■  la  demi  -  circonférence  ou  l'arc  de  2000  (  c'est 
une  notation  déjà  employée  en  Géométrie  ,  pour  représenter  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  c'est-à-dire  la  demi^ 
circonférence  dont  le  rayon  est  1  )  j  a  représente  d'ailleurs  un 
arc  moindre  que  le  quart  de  circonférence,  et  k  un  nombre 

entier  quelconque.  Dès  lors ,  -  v  exprime  le  quart  de  la  cir- 

2 

3 
conférence ,  ou  ioo°;  -  «•  les  trois  quarte  ou  3oo°;  2jt  la  cir- 

conférence  entière  ou  4o°0;  2&r  un  nombre  quelconque  de 
circonférences;  (aA-f-i)îrou  afor-t-jr,  un  nombre  entier  de 
circonférences,  plus  une  demi-circonférence  (*). 

La  première  colonne  verticale  comprend  tous  les  arcs  que 
Ton  peut  9 voir   besoin   de  considérer.  Ainsi ,  par  exemple , 

-«*-f-a  exprime  un  arc  tel  que  AGC,  plus  grand  que  le 

quart  de  la  circonférence  et  moindre  que  la  moitié;  %  +  a* 
un  arc  tel  que  AGBC",  plus  grand  que  la  ûk/m'-cir  conférence 
et  moindre  que  les  trois  quarts;  et  ainsi  des  autres. 

La  première  colonne  horizontale  contient  les  lettres  initiales 
de  chacune  des  six  lignes  trigonométriques ,  et  chacune  des  pe- 
tites cases,  la  valeur  corrélative  de  Tune  des  lignes  trigonomé- 
triques qui  correspond  à  un  arc  donné. 

Cela  posé ,  veut-on  avoir ,  par  exemple ,  la  valeur  de  la  tan- 
gente d'un  arc  tel  que  AGC  (fig*  44)  ^ 

Gomme  cet  arc  est  compris  entre  ioo°  et  200°,  il  peut  être 

représenté,  soit  par  - *•  +  a ,  soit  par  *  —  a. 

Premier  cas  :  descendez  dans  la  colonne  verticale  intitulée 

(*)  Ordinairement  on  suppose  h  positif;  mais  A  peut  aussi  bien  exprimer 
ma  nombre  entier  négatif;  car  on  a 

6in(*-2Àflr4-a)  =  —  sin  (?£?•—  <z)  =  -|-aina=:«n(2/rjr-|-a).  • 

Pareillement , 

cos  (—  aAjr  +  a)  =  cos  (aA«r  —  a)  =  •+•  cos  a  s  00s  (aÀir-+>  a). 


8t 

lang ,  jusqu'à  la  colonne  horizontale  qui  correspond  à  -«•-{-  a, 
et  vous  trouverez  dans  la  petite  case  commune,  —  cot  a. 

En  effet,  l'arc  -*■  +  a  a  pour  supplément,  -«• —  a,  puisque 
ces  deux  arcs  réunis  forment- r,  ou  la  demi-circonférence;  donc 

(n°5a)         sinf-  w  +  aj  =  sinf-  «•  —  aj  =  4- 

cosf-  *  •+■  a)  =  —  cosf-*-— aj  =  — sina; 
et  par  conséquent, 


cosa. 


tangf-7r-f-tf)= 


sin 

cosa 

sin  a 
cos 


G—) 


Second  cas  :  Descendez  dans  la  même  colonne  verticale j  jus» 
quJà  la  colonne  horizontale  qui  correspond  dur  —  a,  et  vous 
trouves  dans  la  petite  case  commune ,  —  tang  a. 

En  effet ,  w  —  a  ayant  pour  supplément  a ,  il  s'ensuit  que 

* 

sin  («•  —  a)  =  +  sin  a,    cos  («•  —  a)  =  —  cos  a; 

,         .        ,  .sin  (•  —  a)       -f-  sin  a 

donc  tang  (r— a)  = ; J  = =  —  tang  a. 

°  cos(*r —  a)      — cosa 

On  trouverait  de  même 
sec  f  -  w  +  a  j  =  +  coséc  a,    cot  (a*  —  a)  =— ^cota,  etc,  .. 

58.  Première  remarque.  Il  résulte,  tant  de  la  figure  que  de 
l'inspection  du  tableau,  que  les  lignes  trigonométriques  de  tous 
les  arcs  plus  grands  que  le  quart  de  la  circonférence  ont  les 
mêmes  valeurs  numériques,  que  celles  des  arcs  plus  petits;  il 
n'y  a  que  les  signes  qui  soient  les  uns  positifs >  les  autres  néga- 
tifs. Sur  les  six  lignes,  il  y  en  a  toujours  quatre  négatives  et 
deux  positives. 

Il  faut  encore  observer  que,  si  Tare  renferme  dans' son  expres- 
sion écrite  un  nombre  impair  de  quarts  de  circonférence ,  la 

6 
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ligue  trigonomé  trique  que  Von  considère,  étant  directe,  se 
change  dans  la  ligne  indirecte  correspondante,  et  réciproque- 
ment. Cest  ainsi  qu'on  reconnaît  que 

3 


tangf-  *•  +  a\  =rr  +  cot  tf, 


cosécf-  w  +  a  J  ^s  —  séc  a. 

Mais  si  le  nombre  des  quarts  de  circonférence  est  pair,  la  ligne 
que  l'on  considère  a  la  même  valeur,  à  l'exception  du  signe, 
qui  peut  être  différent ,  que  la  ligne  de  même  nom  de  Parc  a. 

Ainsi,  cos(aw — a)=  +cosa;     tapg(9r  +  û)=+tanga. 

5g.  Seconde  remarque.  Des  six  lignes  trigonométriques  prin- 
cipales ,  deux,  savoir,  le  sinus  et  le  cosinus,  sont  toujours  com- 
prises entre  deux  limites  déterminées  +  i  et  —  i.  Elles 
peuvent  passer  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  o  jusqu'à 
+  i  et  depuis  o  jusqu'à  —  i  ;  mais  elles  ne  dépassent  jamais 
ces  limites.  (  II  est  bien  entendu  que  le  rayon  est  supposé 
égalai.) 

Deux  autres,  la  sécante  et  la  cosécante,  peuvent  devenir  aussi 
grandes  que  Ton  veut  ;  mais  elles  ont  -f- 1  et  —  i  pour  limites 
de  décroissement,  c'est-à  dire  qu'elles  croissent  positivement 
depuis  +  i  jusqu'à  Y  infini  positif  *  et  négativement  depuis  —*  i 
jusqu'à  V infini  négatif;  elles  ne  peuvent  avoir  de  valeurs  com- 
prises entre  ■+>  i  et  —  i* 

Les  deux  dernières  enfin,  la  tangente  et  la  co  tangente  ,  sont 
susceptibles  de  recevoir  toutes  les  valeurs  imaginables  depuis  o 
jusqu'à  l 'infini  positif 'et  depuis  o  jusqu'à  Y  infini  négatif 

Cette  remarque  nous  sera  d'une  très  grande  utilité  dans  les 
applications  de  la  Trigonométrie. 

Nous  ne  saurions  trop  recommander  aux  commençans  de  se 
bien  pénétrer  des  «lelails  dans  lesquels  nous  venons  d'entrer  sur, 
les  valeurs  corrélatives  des  lignes  trigonométriques. 
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Détermination  des  formules  principales. 

60.  Une  des  questions  fondamentales  de  la  Trigonométrie f 
celle  d'où  dépend  la  constr  action  des  tables ,  consiste  à  déter- 
miner le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  ou  de  la  différence  de 
deux  arcêj  connaissant  déjà  le  sinus  et  le  cosinus  de  chacun  de 
ees  arcs. 

Soient  p  et  q  denx  arcs  donnés,  p  +  q  la  somme  de  ces  arcs* 
Appelons  a ,  b ,  c  les  cordes  qui  soutendent  respectivement  les 
arcs  ap ,  *q  et  a(p  -f-  q).  Comme  on  a  tu  (n°  47)  que  £•  «ûum  tf*2*ii 
arc  «st  la  moitié  de  la  corde  qui  soutend  l'arc  double*  on  a  né- 
cessairement /' 

asasinp,    6=2sin<7,    c  =  a  sin  (p  «+•  9). 
Gela  posé,  la  formule  du  n°  39 ,  savoir , 

c  =  —  \Zb*—  b*  +  —  i/4rm  —  a% 
ar       v  ^ar       ^ 

devient ,  par  la  substitution  des  valeurs  de  a ,  6 ,  c , 

asin(p+9)=ij£  j/4r--4«n'9+^5  1/4*— <•*>. 
ou  simplifiant, 

sin  (p  +  </)  =  ^  Vr*  —  sin^  +  ^  t/r.  _  sîn.,,. 

Mais  en  vertu  de  la  relation  sin*  a  +  cos*  a  =  r*,  on  a 

l^r*  —  sin'q  =  cos  (7,        f/r*  —  sin*p  =  cos  p  j 

donc  enfin        .m(p  +  9)  =  SÎnP  Xm,'  +  ^  XcogP. 

Soient  maintenant  p  et  7  deux  arcs  donnés  (p  désignant  le 
plus  grand),  p  —  q  leur  différence.  Appelons  c  la  corde  qui 
soutend  Tare  ap,  £  celle  qui  soutend  Parc  a<y,  et  eniin  a  celle 
de  Parc  a(p  —  «7). 

On  a ,  en  vertu  du  n°  47 1 

6.. 
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«as  a  sin  p,     £  =  ?  sine/,     aaaiin  (p*—  *?)• 

Or ,  on  a  obtenu  (  n°  4^) ,  pour  la  formule  qui  donne  la  corde 
de  la  différence  de  deux  arcs , 

ar      ^  ar      ^     . 

« 

Si,  dans  cette  formule,  on  remplace  a,b,c par  leurs  râleurs, 
il  vient 

a  sin  (p— <7)= — -^  t/ 4r*  —  4  sin"  q ^  t/4ra— 4«n>, 

•n ,  simplifiant  et  faisant  usage  de  sin*  a-)-  cos*  a  =  r% 

.     ,          N       sinpXcosa —  sin  a  X  cos  p 
sin  (p  — ç)  =  — £ *— 2 L 

T 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  cos  (p  -f-  q)  et  de  cos  (p  —  q) ,  il 
suffit  de  substituer  ioo°+p  au  lieu  de  p  dans  les  formules  pré- 
cédentes, ce  qui  donne  d'abord  (  tableau  n*  56  )  , 

sin  (  t  oo*+  p+  q)  ss  cos  (p + ç) ,     sin  (  i  oo+p— q)*scos(p— q\ 

sin  (ioo°+p)  =  cospf    cos(ioo°+p)=  —  sinpj 

«t  les  formules  deviennent 

\     .     x        cos  p  X  cos  a  —  sin  p  X  sin  q 
«os  (p  +  9).= , 

v       cos  p  X  cos  a  +  sin  p  X  sin  q 
cos  (p  —  q)  =  — ^ •*-- £ £ . 

La  démonstration  qui  vient  d'être  exposée  est  remarquable 
en  ce  qu'elle  se  rattache  au  premier  point  de  vue  sous  lequel 
on  a  d'abord  envisagé  la  Trigonométrie,  et  qui  consistait 
(n°  4^  )  à  faire  entrer  les  arcs  dans  le  calcul  par  le  moyen 
de  leurs  cordes. 

Elle  est  d'ailleurs  générale  ,  puisqu'on  établit  les  relations 
entre  les  cordes,  en  supposant  leurs  arcs  dans  un  rapport  quel* 
conque  avec  la  circonférence  ;  cependant ,  comme  on  est  obligé 
d'admettre  des  résultats  qui  sont,  jusqu'à  un  certain  point, 
étrangers  à  la  Trigonométrie  telle  qu'on  l'envisage  actuellement , 
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nous  allons  donner  une  autre  démonstration  pins  directe  et  plus 
simple ,  puisqu'elle  n'est  fondée  que  sur  les  premiers  principes 
de  la  Géométrie. 

61.  Autre  démonstration.  Soit  AG  un  quart  de  cercle  décrit 
arec  un  rayon  déterminé  OA  [fig.  46)  ;  appelons  a  et  6  deux  arcs  Fîf .  4& 
donnés  sur  cette  circonférence,  a  étant  le  plus  grand.  Prenons 
sur  AG,  AB  — a,  BC=  b,  d'où  ABC  =  a  +  6;  portons  BG  de 
B  en  C,  ce  qui  donne  AC  =  a  —  b.  Tirons  la  corde  CC  et  le 
rayon  OB  qui  est  nécessairement  perpendiculaire  à  CC  et  en 
son  milieu  I,  puis  abaissons  les  perpendiculaires  BP,CQ  et  C'Q'. 

On  a  nécessairement,  d'après  les  définitions  du  sinus  et  du 
cosinus, 

BP=sina, OP=cosa,  CI=sin 3,OI  ~cosi,  GQ=sin  (a-f-i)f 
OQ=cos(a+A),C/Q'  =  sin(a— -A),  OQ' =  cos  (a  —  b). 

Cela  posé ,  il  faut  tâcher  d'exprimer  les  quatre  dernières  li- 
gnes en  fonction  des  quatre  autres  et  dm  rayon. 

Or,  si  par  le  point  1  nous  menons  IL  perpendiculaire  et  IH 
parallèle  à  OA,  nous  formons  ainsi  des  triangles  semblables 
OBP,  OIL,  OH*  qui,  comparés  deux  à  deux,  conduisent  aux 
relations  demandées. 

En  effet ,  la  figure  donne  d'abord 

CQ  =  sin  (a  +  b)  =  BQ+  CH  =  IL+  CH, 
OQ=cos(a  +  i)=OL—  LQ=OL—  IH; 

soit  d'ailleurs  mené  CH'  parallèle  à  AO,  jusqu'à  sa  rencontre 
en  H'  avec  IL;  les  deux  triangles  CI  H',  CI  H  sont  égaux  comme 
ayant  un  côté  égal  (Cl  =  CI)  adjacent  à  deux  angles  égaux; 
ce  qui  donne  IH'  =  CH,  Cil'  =  IH  =  Q'L. 

Donc  Ctf  =  sin  (a  —  b)  =  H'L  as  IL  —  IH'  =  IL  —  CH, 

Otf  =  cos  (a— b)  =  OL  +LQ==  OL  +  IH  ; 

d'où  l'on  voit  qu'en  dernière  analyse,  la  question  est  ramenée  à 
déterminer  les  quatre  lignes  IL,  OL,  CH,  IH. 

Or,  les  triangles  semblables  OBP,  OIL  donnent  les  deu* 
proportions 
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il  :  bp  *  01  :  ob,    ou  il  :  sina  ::  <*»&  :  r, 
ol  :  op  ::  01  :  ob,    ou  ol  :  cosa  ::  cos  *  :  n 

j>  vu       iij  .*.    tT        sina  X  oosà    „        cosa  X  cos 6 
a  ou  Ion  déduit    IL  = OL  = . 

r  r 

En  second  lieu ,  les  triangles  OBP ,  GIH  sont  semblables , 
comme  ayant  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires;  ainsi 
l'on  a  les  deux  proportions 

ch  :  op  ::  ci  :  ob,    ou  gh  :  cosa  ::  sin b  :  rr 

IH  :  BP  ::  Cl  :  OB,      ou   IH  :  sina  ::  sinfr  :  r; 

«  ,  „      ".         ^„       cosa  X  sin  b    TTT       sina  X  sin  & 
d ou  Ion  tire     CH  =    ■  ,  IH  » . 

r  r 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  sin  (a  -f-  A)  , 
sin  (a  —  b) ,  cos  (a  +  5) ,  cos  (a  — •  b) ,  on  obtient  enfin 

•    0    _i_  ix       sina  oosft  ±:  sin  &  cosa  ,.x 

sin  (a  db  a)  = ,  (A) 

r 

/    _i_  »v      cosa  cos bzn  sina  sin  A  .wx 

cos  (a  ±  i)  ses ^ ; —  y  (B) 

r 

formules  dans  lesquelles  les  signes  supérieurs  se  correspondent, 
ainsi  que  les  signes  inférieurs. 

62.  Dans  la  construction  précédente,  on  a  supposé  chacun 
des  arcs,  et  même  leur  somme,  moindre  que  le  quart  de  cir- 
conférence; mais  on  pourrait,  par  des  constructions  analo- 
gues ,  vérifier  l'exactitude  des  formules  dans  tous  les  cas;  seu- 
lement, il  faudrait  avoir  égard  aux  valeurs  corrélatives  des 
lignes.  Contentons* nous  d'examiner  l'un  de  ces  nouveaux  cas, 
celui  où  l'un  des  arcs  étant  plus  grand  que  1000,  la  somme  est 
plus  grande  que  aoo°,  et  la  différence  aussi  plus  grande  que  loo0. 

Soient 


Fig.  47-  AB=a,  BC=BC'=6  ;  d'où  ÀBC=a+6 ,  ÀC'=a— b  {fig.  fa  ). 

Tirons  d'ailleurs ,  comme  dans  le  cas  précédent ,  le  rayon  OB 

.  et  la  corde  GC;  puis  abaissons  les  perpendiculaires  BP,  CQ,CQ\ 

Enfin,  menons  la  perpendiculaire  IL  et  la  parallèle  IH  jusqu'à 

sa  rencontre  avec  GQ  prolongé  ,  puis  la  parallèle  CH*  jusqu'à 

sa  rencontre  avec  IL. 
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Cela  fait,  observons  d'abord  que  les  ares  AB,  AC  étant  com- 
pris entre  ioo°  et  aoo°,  ils  ont  up  sinus  positif  et  un  cosinus 
mgMtf;  ainsi.  •»••  BPssssina;   co6a=— OP,  ou 

OP=— cosa;  CQ'sssin  (a— V)  ;  cos  (a  —  6)  =  —  OQ'i 
ou  0Qr =—  cos  (a  —  b). 

Quant  à  Parc  ABC,  dont  le  sinus  et  le  cosinus  sont  à  la  fois 
négatif*  >  on  a 

CQ=— sin(a  +  *),     OQs=— -cos(a  +  *). 

Maintenant,  la  figure  donne 

OQ  te  —  sin  (a  4.  h)  =  CEI .  —  HQ  =  CH  —  IL, 
OQ  =  —  coe  (a  +  b)  =  OL  +  LQ  =  OL  4-  IB ,  * 
GQ'—      sin  (a  —  b)  =H'L  =  [H'I  +  IL  =  CH  +  IL, 
OQ'=  —  cos  (a  —  b)  =  OL  —  LQ'  =  OL  —  Iti. 

Il  ne  s'agit  donc  phts  que  de  calculer  CH  ,  IH  ,  IL  et  OL ,  au 
moyen  de  triangles  semblables  OBP,  CIH  et  OBP ,  OÏL. 

Calculons  seulement  CH  et  IL,  qui  doivent  servir  à  la  déter- 
mination de  sin  (a  +  &). 

Les  triangles  dont  nous  venons  de  parler  donnent 

» 

'CH  :  op  ::  ci  :  Ob,    ou  ch  :—  cosa  ::  sinb  :  r, 
il  :  bp  :;  oi  :  ob,    ou  il  :   sin*  ::  co$b  •  r, 

i»  •     m*       —  co*fl  X  sinb     . .  Ti.        sina  X  cosft 
d  ou    CH  es —— .    et  IL  as . 

r  r 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  CQ ,  on  trouve 

.    ,     .    ,*       —  cos  te  x  sin  6      sina  X  cosfr 
—  sin  (a  +  b)  =  ■■»—         ■    . 

r  r 

ou,  changeant  les  signes, 

•    *     \   ia       *tna  X  cos  A  -4"  smb  X  cosa 
sin  (a  +  b)  = ■         . 

■   On  retrouverait  de  la  même  manière  les  trois  autres  for- 
mules. 

2V.  B.  Quoique ,  en  apparence ,  l'expression  de  sin  (a  4~  b) 
soit  la  somme  de  deux  quantités*  elle  «présente  réellement 
une  différence ,  parce  que ,  daQs  le  produit  si»  b  X  cos  a ,  cos  a 
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est  négatif,  comme  étant  le  cosinus  d'an  arc  compris  entre 
ioo°  et  2oo°.  On  ferait  des  remarques  analogues  par  rapport 
aux  trois  autres  expressions.  Gela  prouve  d'ailleurs  la  néces- 
sité d'avoir  égard  aux  valeurs  corrélatives,  lorsqu'on  veut  que 
les  formules  soient  applicables  à  tous  les  cas. 

Conséquences  des  FORMULE*  (A)  et  (B).  Dans  tout  ce  qui  Ta 
suivre,  nous  supposerons  r=  i ,  pour  abréger  les  calculs.  Cela 
n'offre  aucun  inconvénient ,  puisqu'on  sera  toujours  le  maître 
de  rétablir  r  dans  les  résultats ,  d'après  les  règles  de  l'homo- 
généité (n°  26). 

63.  i°.  Détermination  du  sinus  et  du  cosinus  d'un  multiple 
quelconque  d'un  arc,  en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de 
cet  arc. 

Reprenons  les  valeurs  de  sin  (a  +  b)  et  de  cos  (a  ■+■  A),  qui  > 
dans  l'hypothèse  de  r  =  t ,  deviennent 

sin  (a-J- A)  =3  sin  a  cos  A  +  sin  A  cosa, 
cos  (a  -J-  A)  ==  cos  a  cos  b  — •  sin  a  sin  A. 

Supposons  d'abord  b  -r  a  ;  il  en  résulte 

sin  2a  =  2  sin  a  cosa , 
cos  2a  ==  003*0.  —  sin'a, 

formules  qui  donnent  le  sinus  et  le  cosinus  du  double  d'un  art, 
en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc* 
Sort  maintenant  b  =  2a  ;  il  vient 

sin  3a  =  sina  cos  2a  -+•  sin  2a  cosa, 
cos  3a  s=  cosa  cos  aa  —  sina  sin  2a  ; 

ou  bien ,  mettant  à  la  place  de  sin  2a ,  cos  2a ,  leurs  valeurs  et 

réduisant  9 

sin  3a  =  3  sina  cos"a  —  sin3a, 

cos  3a  =  cos*a  —  3  cosa  sin'a. 

Ces  formules  font  connaître  le  sinus  et  le  cosinus  du  triple 
d'un  arc,  en  Jonction  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc* 
Soit  encore  b  =  3a  ;  on  obtient  » 

sin  4a  —  sina  cos  3a  -+-  sin  3a  cosa > 
cos  4°  =  <*>*<*  cos  3a  —  sina  sin  3a  ; 


r 
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ou,  remplaçant  sin  3a,  cos  3a  par  leurs  valeurs  et  réduisant , 

.  sin  4a  =  4  5'n  a  COfi3  û  —  4  cos  a  sin3  c, 
cos4^  =  cos*a  —  6 cos* a  sin* a  +  sin4 a. 

D'où  Ton  voit  qu'on  pourrait  obtenir  ainsi  successivetnent  le 
sinus  et  le  cosinus  d'un  multiple  quelconque  d'un  arc,  au  moyen 
du  sinus  et  du  cosinus  de  l'arc  simple. 

64.  Remarque.  Les  valeurs  de  sin  2a,  sin  3a,  sin  4<*  •*.••• 
prouvent  que,  si  le  sinus  augmente  en  même  temps  que  l'arc 
(tant  que  cet  arc  est  au-dessous  de  ioo°),  son  accroissement 
n'est  pas  proportionnel  à  celui  de  l'arc  (  le  mot  proportionnel 
étant  pris  ici  dans  le  sens  d'une  proportion  géométrique). 

En  effet,  dans  l'hypothèse  de  r=  1 ,  cos  a  est  toujours  com- 
pris entre  o  et  1  ;  ainsi ,  cos  a,  cos*a,  ooé3a,  sont  des  fractions. 
Donc  2  sin  a  cos  a  n'est  qu'une  partie  de  2  sin  a.  Il  en  est  de 
même  de  3  sin  a  cos*a ,  et  à  plus  forte  raison ,  de  3  sin  a  cos*a — 
sinsa ,  etc. ... 

On  le  voit  également  d  après  la  formule 

sin  (a  •+-  6)  =sina  coêb  -f-  sinb  cos  a, 

puisque  cos  a  et  cosfr  étant  des  fractions  proprement  dites , 
sin  (a  •+>  b)  n'est  qu'une  partie  de  sin  a  -f-  sin  b. 

On  reconnaît  même  par  là  que  les  sinus  croissent  beaucoup 
moins  rapidement  que  les  arcs. 

65.  Détermination  du  sinus  et  du  cosinus  de  la  moitié  d'un 
arc. 

1"  Méthode.  Combinons  la  formule    cos  2a  =  cos*a  —  si  n'a 

avec  la  relation  (1)  du  n°  5o 1  =x  co*9a+  sin*a. 

On  trouve  d'abord ,  en  les  ajoutant ,     1  -f-  cos  2a  =  2cosfa  ; 


d,  <  «       111   .„..        -          1+ cos  2a  M  /  i-f>  cos  2a 

'ou  Ton  déduit   cosVx  =  — : ,  et  cosass  1  /     ^  ; 

2  V  2         ' 

puis,  en  les  soustrayant ,  1  —  cos  2a  t=  sin'a; 
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,  .  ,         i  —  cos  aa   .  .  4  / 1  —  cos  m 

donc  sra'a  =s et  sin  a=c  l  /  f  ■  *. 

2  V  s 

comme  les  arcs  a  et  aa  sont  liés  entre  eux  de  telle  manière 
que  le  premier  est  la  moitié  du  second ,  rien  n'empêche  de 

remplacer  %a  par  a  ,et  par  conséquent ,  a  par  -  a\  ce  qui  ôtane 

les  deux  formules 


i  A+cosa  i  /i 


dont  chacune  comprend  implicitement  Au*  valeurs  »  a  cause 
du  double  signe  qui  est  censé  placé  aurdevani  du  radical. 

66.  a*  Méthode-  D'après  la  marche  qui  Tient  d'être  suivie. 
Tare  dont  on  demandait  le  sinus  et  le  cosinus  était  supposé 
donné  par  son  cosinus ,  puisque  les  résultats  ne  renferment  que 
cette  seule  ligne.  Si  l'arc  était  donné  par  son  sinus,  il  faudrait 
opérer  de  la  manière  suivante  : 

On  aurait  recours  a  la  formulé  sin  na  =  asina  cosa, 
dans  laquelle  on  remplacerait  cos  a  par  |/f  —  sin'a; 
ce  qui  donnerait  sin  aa  =  a  sin  a  l/*  —  sin*ar 

d'oh ,  élevant  au  carré ,  sin*  4a  =  4  «inâ<*  •  (*  —  stti'a); 

ou,  effectuant  les  calculs  et  ordonnant, 

i  # 

ëvofa  —  sin*a  sas  —  7  ain'aa, 

4 

équation  du  4*  degré  résoluble  à  la  manière  de  celles  du  a* 
degré. 

Soit  d'abord     sinVx  =y,     d'où  sine  =  dl  |/y  ;     il  vient 
.y1  — ■ y  —  —  7  8»n'ao >     donc ^  =-î-y  i- sinêaa, 

et  par  conséquent,  sine  as  zb  \f  -  :fc-  l/*  —  «****«* 
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ou  remplaçant  aa  par  a  et  a  par  -  a, 


sin  -  a  =  ±:  i/  -  de  -  v  i  —  sin'a. 
2  V  a      a 

Si ,  dans  la  formule    sin  2a  =  2  sin  a  cos  a ,     on  substituait 

V"  1  —  oos'a  au  Heu  de  sin  a ,  on  trouverait  par  une  opération 
analogue, 

-a  =  ±.  l/irfcil/i—  «n'a. 
a  V  a      a 


cos 


iVL  2?.  Ces  deux  résultats ,  qui  ont  été  obtenus  indépendam- 
ment l'un  de  Pautre ,  sont  identiques  5  mais  comme  sin  -  a  et 

a 

cos  -  a  sont  liés  entre  eux  par  ta  relation  sin*  -  a  +  cos*  -  a  =  1 , 

il  s'ensuit  que,  si  l'on  prend  le  signe  supérieur  du  second  ra- 
dical pour  le  sinus ,  on  doit  prendre  le  signe  inférieur  pour  le 
cosinus ,  et  réciproquement  5  c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir 


a  V    2      a  ' 

a  V  a^a  r 

67.  Discussion  des  résultats  trouvés  par  les  deux  méthodes. 

Il  est  à  remarquer  que  chacun  des  deux  derniers  résultats 
comprend  quatre  valeurs,  tandis  que  ceux  de  la  première 
méthode  n'en  renferment  que  cUux  >  qui  sont  même  numérique" 
ment  égales. 

Pour  expliquer  cette  circonstance,  nous  observerons  que 
lorsqu'un  arc  a  est  donné  par  son  cosinus ,  on  se  donne  en  même 
temps  les  arcs  a&r  -f-  a ,  *kw—a,  puisque  (tableau  n°  56)  l'on  a. 

cos  (aArdza)  =  cosa. 

Donc,  si  l'on  demande    sin  -  a  on  cos  -a    en  fonction  de* 

a  a 


♦ 


1 
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cos  a ,  le  calcul  doit  donner  en  même  temps  les  sinus  des 
moitiés  de   tous  les  arcs  compris  dans  l'expression  générale        ^ 
afor  dtia  (j&  étant  un  nombre  entier  quelconque  qui  peut  être 
nul)  ,  ou  bien ,  les  cosinus  de  ces  mêmes  moitiés  ;  c'est-à-dire 
qu'on  doit  obtenir  tontes  les  valeurs  comprises  dans 

(afer  ±  a\  ,  /aft  r  ±:  a\  • 
\    ou  dans  cos  f  — — — -  J. 


sm 


Gela  posé,  soit  d'abord  k  un  nombre  pair,  ait';  il  vient 
^  ,in  (^^4)  =  .in  (a*V  ±  ?)  =  db  «a  2 . . .  (u«  56) 

ou  cos  f2 --r- )  =  cos  (tJs'w  ±i  - J  =  +  cos  -. 


Soit  maintenant  k  un  nombre  impair ,  zkf  + 1  *,  on  a 

.    /4*\r  +  2*  :±  a\         .    /      .   a\  .a 

m\ 1 )  =  sm^d=-^  =  ^:sin5, 

(âh  V  +  2ir  ±:  a\  /      ,  a\  a 

z J  =cosf  wdb-J  = — cos-. 

On  voit  donc  que  les  valeurs  correspondantes,  soit  au  sinus, 
soit  au  cosinus  de  la  moitié  d'un  arc ,  sont  au  nombre  de  deux 
égales  et  de  signes  contraires. 

Supposons  actuellement  que  l'arc  a  soit  donné  par  son  sinus. 

Gomme  en  vertu  du  tableau  n°  56 ,  on  a 

sin  (ihr  +  a)  =  sin a    et  sin  (jit*  +  x  -—  a)  =  sin  a, 

il  s'ensuit  que  le  même  calcul  doit  donner  les  sinus  ou  les  co- 
sinus des  moitiés  de  tous  les  arcs  compris  dans  les  deux  expres- 
sions afor  +a;  2^w -(-*■  —  a\  c'est-à-dire  qu'on  doit  obtenir  en 
même  temps  toutes  les  valeurs  comprises  dans 

(2*ir  +  a\         .     /2ihr  •+■  w  —  a\ 
—r~j et  8in  v — 1 — > 

■         —  J  et  cos  (  — ^— — —  J. 


r 


sin 
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Ne  considérons  d'abord  que  les  deux  expressions  dn  sinus. 
Soit     k=  *k';     il  vient 

.    /$*+a\         .     /  a\  .    a 

in  (^ - j=  sin (j>A  *■  +  -J  =  +  sin  -, 

(LU'*  -f-  *  —  a\       .    /*•     a\        ,  a 

s )  =  sin(  -— -  1  =  4-  cos  -. 
2            /  \2      2/  a 

Soit     fi  =  2&'  -f-  i  ;     on  a 

s.n  ^ ; j  =  sin  [w  +  - )  =  -sin  -, 

-    fW*  +  3*-  —  a\         .    /3  a\  a 

8in  n i  ssssin  (  -  ir  —  -  V  =  —  cos-. 

On  obtient  donc  ainsi  quatre  râleurs  différentes  , 

,     .    a        .  a  .a  a 

+  sm  -,     +  cos  -,     —  sin  -,     —  cos  — . 

2*  2*  2  2 

En  opérant  sur  les  expressions  du  cosinus ,  on  trouverait 
également  quatre  valeurs  qui  seraient 

,  a        t     .    a  a  +    a 

+  cos -,     +  sm  -v     —cos-,     — sin-. 

2  2  2  2 

Ces  résultats  s'accordent  d'ailleurs  évidemment  avec  ceux  du 
n*66» 

Il  nous  reste  cependant  encore  une  difficulté  à  résoudra j 
c'est  de  déterminer  parmi  les  quatre  systèmes  de  valeurs  du 
sinus  et  du  cosinus j  quel  est  celui  qu'on  doit  prendre,,  lorsque 
l'on  a  en  vue  de  calculer  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  moitié  d'un 
arc  particulier  ;  car  il  est  certain  qu'un  même  arc  ne  peut  avoir 
qu'un  seul  sinus  et  un  seul  cosinus. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  l'arc  a  au-dessous  de  ioo°, 
ce  qui  est  le  cas  ordinaire.  On  a  alors 

-a<*5oô     et     ioo°  —  -a">5o°: 
2  2  7 

4 

d'où  l'on  déduit 

sin  -  a  <  sin  5o*,  et  sin  (  loo*  —  —  a  J  on  m  -  a  >  sin  5o#. 

2      ^  7  \  2     /  2     ^ 
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On  Toit  donc  que,  dans  ce  cas,  le  sinus  est  pins  petit  que  le 
cosinus  ;  d'ailleurs  leurs  expressions  doivent  être  positives. 

Ainsi,  des  quatre  systèmes  de  résultats  obtenus  n°  66 ,  celui 
•qui  satisfait  à  la  question  est 


.1  Ai 

sin-  a  =  y -  —  ~K«  —  sinâa> 


cos-o  =  \/-  +  -  l/i  —  »"** a. 

a  V   a      a 

Ce  système  rentre  dans  celui  du  n°  65,  lorsqu'on  remplaee 
)/ 1  —  stn*  a  par  sa  râleur  cos  a  ;  car  on  trouve 


cosa 

sm  -  a  =  \/  -  —  -  cos  a  =  w    , 

a  V   a      a  ^ 


-  a  =  \/  -  +  -  cos  as  \/ 

a  V  a      a  ▼ 


cosa 


Cest  sous  cette  dernière  forme  que  nous  aurons  souvent  oc* 

»  • 

i  i 

casion  de  rappeler  les  valeurs  de  sin  -  a    et     cos  -a. 

68.  La  Géométrie  fournit  une  démonstration  très  simple  de 
ces  deux  formules. 
Fig.  48.  Soient  AB=a,  BP=sina,  OP=cosa  0%r.  48).  Di- 
visons en  deux  parties  égales  les  arcs  AB  et  BD ,  aux  points  C  et  C; 
puis  tirons  les  cordes  AB ,  BD  et  les  rayons  OC ,  OC  ;  il  résulte 
évidemment  de  cette  construction, 

BlasstnBCs8in-a,B(r=^BCDc=:-(aoo0~a)srioo0~'a; 

a  a  a  '  a 

« 

d'où  BI'  =  OI  =  cos  -  a. 

a 

Cela  posé,  les  triangles  rectangles  ABP,  DBP  donnent 
AB=asinia=  VAP+BP  =  ^(r  —  cos  a)' -h  si»1  a  r 


BD  s=  acos -  as»  VW+  BP*ssi  |/(r  —  oos  a)m  +  sin»  a . 
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Effectuant  les  calculs  et  observant  que    sin*  a  +  oos*  a=r*y 

1  / 

a  sin  -  a  =  t/ar*  —  ar  cos  a, 

a  cos  -  a  =  |/ar*  +  ar  cos  a^ 

d'où  y  divisant  par  a  et  supposant  r  =  1 , 


.     1  /i—  coa  a  1  /T 


-f- cos  a 


69.  Détermination  du  sinus  du  tiers  d'un  arc  en  /onction 
du  sinus  de  cet  arc. 

Dans  la    formule  sin  3a  =  3  sin  a  cos*  a  —  sin3  a ,  trouvée 

n°  63 ,  remplaçons  cos  a  par  y  \  —sin* a;  il  vient 

sin  3a  es  3  sin  a  (1  —  sin*  a)—  sin3  a  =3  3  sin  a  —  4sin?a, 

on  ordonnant»  sin3a  —  7  sin  a  4- 7  sin  3a  =  0: 

4  4 

ou  bien  enfin,  substituant  a  et-  a  au  lieu  de  3a  et  de  a, 

5 

,  3  1  3.1  1   . 

snr  5  a—  7 tin  ôa+  ystnasso, 

équation  du/3?  degré  qu'il  faudrait  traiter  par  les  méthodes 
connues  de  la  résolution  numérique ,  âpres  y  avoir  mis  toute- 
fois pour  sin  a,  une  valeur  numérique  quelconque. 

Mais,  sans  nous  arrêter  à  cette  résolution,  qui  n'offrirait 
aucun  intérêt  pour  notre  objet ,  nous  allons  faire  voir  que  l'é- 
quation a  ses  treis  racines  réelles,  c'est-à-dire  que  la  question 
proposée  est  susceptible  de  trois  solutions. 

En  effet,  on  a  déjà  vu  (n°  67)  qu'un  arc  étant  donné  par 
son. cosinus,  on  donne  par  là  même  tous  les  arcs  compris  dans 
les  expressions  afcr-f-a,  aÂfl"  •+•*■  — d;  donc  en  demandant 
le  sinus  du  tiers  de  cet  arc,  on  doit  trouver  simultanément  les 
valeurs  de 
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sm = et      sm  — «r 

Gela  posé ,  le  nombre  entier  k  peut  se  présenter  sous  trois 
formes  différentes,  3k',  3*'  +  i  et  3A'  —  i  (*).  . 
Soit  d'abord  A=3A'',  on  a  pour  les  deux  expressions, 

sin^ ^ )i=  sm  [*k  «  +  5j  =  +  sin  ^ 

Soit  maintenant  k  =  3&'  ■+■  i  ;  il  en  résulte 
.    /6fcV  +  ar  +  a\       .    /a      .  a\        .    /        a        «\ 

s,n  V — 3 — ;=:8mV3,r+3yî=s,,v~"r~3;' 

s=+ïin(i-l)' 

valeur  identique  avec  la  précédente  ; 

8,0  C 3 )=  ,m  V ~37  =  +  ,m  3  » 

valeur  identique  avec  la  première» 
Soit  enfin  fk  =  3k'  —  i  ;  on  obtient 

s,nC — 3 — ;  — »  (-3— ;=-«*(j + v  ' 

»K 3 )  =  8,nV S-^^-'Hs  +  s)' 

valeur  identique  avec  la  précédente. 

On  voit  donc  que  les  valeurs  se  réduisent  à  trois  générale* 
ment  différentes,  savoir  : 

+  sinh  +sinG-f)'  -SÎ0(I+5)' 

Je  dis  généralement ^  car  si  Ton  avait,  par  exemple,  a=-n-, 

(*)  On  pourrait  également  supposer  k  négatif  (n°57)  et  égal  à  —3 A', 
—  3Af+i,  -3V-i;  mais  les  valeurs  qu'on  obtiendrait  rentreraient  dans 
celles  qui  correspondent  aux  trois  premières  hypothèses. 


r 


•      • 


▲uthbs  vormulss.  97 

SI  en  résulterait  ?  —  ?  =  ?  ir\  et  les  deux  i***.  valeurs  seraient 

3      3      6     ' 

égales  à  sin  ^or  ;  la  troisième  deviendrait 

« 

Mais  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  l'équation  ci-dessus  a  ses 
trois  racines  réelles. 
On  reconnaîtrait ,  par  une  analyse  absolument  semblable,  que 

si  Ton  demandait  cos  ^  a  en  fonction  de  sin  a ,  on  obtiendrait 

3 

«&  valeurs  différentes  : 

a  cl  /k       a\  /«r       a\ 

+o<*(I+f)  *  -«-'6+9- 

Et  en  effet,  il  est  aisé  de  prouver  que  l'équation  d'où  dépend 
la  détermination  de  cos  =■  a  •  est  du  sixième  degré. 

Remplaçons  dans  sin  3a  =  3  sin  a  cos*  a  —  sin3  a , 
ou  sin  3a  =  sin  a  (3  cos8  a  —  sin*  a) , 

sin  a  par  sa  valeur  */*  —  cos9'aj  il  vient 

sin  3a  =  f/i  —  008*0(4005*0 —  1), 
ou ,  élevant  au  carré  pour  chasser  le  radical , 

sin*  3a  s  (1  —  cos* a)  (4  cos*a—  1)*, 
équation  qui,  développée  et  ordonnée,  devient 

16  cos6  a  —  *4  cos*  a  +  9  cos*  a  —  1+  sin*  3a  =  o. 
Nous  engageons  les  commençans,  pour  se  familiariser  arec 

ces  sortes  de  discussions,  i  rechercher  sin  x  a  et  cos  *  a  en 

fonction  de  cos  a;  ils  reconnaîtront  encore  que  le  sinus  doit 
avoir  six  valeurs ,  mais  que  le  cosinus  n'en  a  que  trois. 

1 
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70.  Détermination  de  la  tangente  de  la  somme  ou  de  la  dif- 
férence de  deux  arcs,  en  fonction  des  tangentes  de  ces  arcs. 

D'après  la  relation  tane  a  = ,  établie  n°  5o .  on  a 

r  °         cos  a' 


tang  (a  ±. b  =' ■        «^ , 

0  v  cos  (a  3z  b) 


ou,  remplaçant  sin  (a±b),  cos  (a  ±b)  par  leurs  valeurs 

(n°6a), 

.     ,    , .        sin  a  cos  6  db  sin  fc  cos  a 

tang  (a  db  0)  = ■ E : t— 7 . 

0  cos  a  cos  b  qz  sin  a  sin  b 

/  Afin  de  n'avoir  dans  le  second  membre  que  des  tangentes,  di- 

visons haut  et  bas  par  cos  a  cos  b  \  il  vient 

sin  a        sin  A 

,      .1  x  cos  a  "~~  cos  b 

tang  (a  db  b)  == : r*-- r— 7  ; 

0  __  sin  a     sin  6 

1  ^  ■■  '-■■  ■  .  ■  -  *  ■»  ■ 

cos  a     cos0 

sin  a  s\n  b  ,  _   . 

et  comme  on  a =  tang  a ,    ;  =  tanè  b ,  on  obtient  enfin 

ces  a  °         cos  6  °    ' 

0  1  zp  tari£  a  tang  0 

2V.  /?.  Si  le  rayou  n'était  pas  égal  à  l'unité ,  il  faudrait  le 
rétablir  dans  cette  formule ,  et  l'on  aurait  (n°  26) 

tang  (a±.b)  =  -^ — -2 ?-/. 

7 1 .  Soit  fait  b  =  a  dans  l'expression 

tang(a-h^)  =  tangg^tagg4; 
&.     ^7    '       1  — tangatangi' 

on  obtient  tang  ia  = £ : 

*  ï  —  tang*  a' 

cette  nouvelle  formule  donne  la  valeur  de  la  tangente  àudoubie 
d'an  arc  en  fonction  de  la  tangente  de  cet  arc. 

72t.  Si  l'on  y  remplace  ia  par  a  et  a  par  -  a,  il  vient 
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équation  du  second  degré  qui ,  étant  résolue ,  donne 


i  i 


-tantt ï  a  =— rb 1^  i  +  tang*  a . 

17  tang  a      tang  a  ° 


•  »,•  -     • 


Ainsi ,  l'on  obtient  deux  valeurs  pour  la  tangente  de  la  moitié 
d* vn  arc ,  expri mée  en  fonction  de  la  ta  ngen te  de  cet  arc. 

En  effet ,  lorsqu'un  are  a  est  donné  par  sa  tangente ,  on  donne, 
par  la  même ,  tons  les  arcs  compris  dans  les  expressions  2À7r-f-<z, 
ifesr  +  T  +  a;  puisque  Pon  a  (  tableau  n°  56  ) 

tang  [pJar  -f-  a)  et  tang  (ifar  -f-  r  +  a)  =  tang  a  \ 

ainsi,  le  même  calcul  doit  donner  les  valeurs  de 

%      * 

m 
* 

■**■«(— r1-)  ct  ,an8(. — ; — > 

Soit  k  c=  2.k'  :  on  a 

tang^- J=  tanguai  w  +  - J  =:  +  tang  -, 

«ttang(4^±d^)=tang(|+?)==^00tf...  (no56). 

Soit  k  =  a/t'  -f-  i  ;  on  trouve 

•      Ung(4^L±5)=Ung(.  +  |)Œ+Ungf, 

valeur  identique  avec  la  première  ; 

<-.  (&*£**)  -»,  g + :) = _  -,  s, 

valeur  identique  avec  la  seconde. 

On  voit  donc  que  les  valeurs  sont  au  nombre  de  deux, 

savoir  :  +  tang  -  a     et     —  cot  -  a. 

'      ^>  a  a 
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Ce  résultat  s'accorde  d'ailleurs  avec  la  nature  de  l'équation  ci- 
dessus,  dont  le  dernier  ternie  est  égal  à  —  i. 

£n  effet,  la  relation  cot  a= .  ou  col  a  X  tang  a=  i 

tang  a 

du  n°  So ,  donne 


.   *  .  *  1  .  I 

cot-aXtane -a  =  i,     ou    ' — cot-aXtang-a=— i. 

2  °  2  2  l     °2 

Quant  à  la  valeur  qu'il  convient  de  prendre,  lorsqu'on  sud-  * 

pose  a  <  ioo°,  ce  qui  a  lieu  le  plus  communément ,  comme, 

» 
i  * 

dans' ce  cas ,  tang-  a  doit  être  positif,  et  que  tang  a  est  aussi 

positif,  il  est  clair  que  la  réponse  à  la  question  est 

I  I  I  y * 

«tang-a  = — .- f-- y  \  +  tang*  a; 

°a  tang  a      tang  a  ° 

et  dans  cette  même  circonstance,  on  a 

cot  -  a  = f-  | V^  i  +  tanaf  a. 

2  tang  a       tang  a 

73.  On  parvient  à  d'autres  expressions  de  tang  -  a,  d'après 

les  formules  < 

.    1  /i  —  cosa  1  /1  -feosa  -- 

in-a=t/ •     cos-a=l/ ....  (n°o5). 

a         V         a  a  V  a  N        ' 


sin 


En  les  divisant  l'une  par  l'autre ,  on  trouve 


1  •  / 1  —  cos  a 

10.. . .  tang  -  a  =  1/  — 7— —  • 
°a  V    i  -f-  cosa 


Dans  cette  première  expression,  multiplions ,  sous  le  radical, 
haut  et  bas,  par  1  +  cos  a,  puis  par  1  —  cos  a\  il  vient 


1      /  1  —  cos*  a   sin  a 

a°-         tang  -a  _y  (I+cosa)»  —  ,  +  cosa* 

1  /(  1  — •  cos  a)*        1  —  cosa 

3°.        tang  -asl/ —-  =  — : 

0  2  V     1  —  cos*  a  sin  a 
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Ces  diverse»  expressions  sont  souvent  employées  dans  les  ap- 
plications trigonométriques.  La  dernière  se  déduit  d'ailleurs 
facilement  de  celle  qui  avait  été  obtenue  dans  le  n°  précé- 
dent 

En  effet,  celle-ci  peut  être  mise  sous  la  forme 

i  —  1  4-  [/ 1  +  tang'a 

tang  -  a= ~-  : 

°  2  tang  a 

mais  (n°  5o)  tang  a  ==  E— - ,      y  i  +  tangaa  =  séc  a  = 


cos  a  w  cos  a  ' 


-  i+ 

i  .i  cos  a       i — cosa 

donc  tang  -  a  = : =  — : . 

2  sm  a  sin  a 

cosa 

Les  élèves  feront  bien  de  s'exercer  h  la  recherche  dès  tan- 
gentes du  triple j  du  tiers,  etc.,  d'un  arc,  ainsi  qu'à  la  discussion 
des  formules  qui  y  sont  relatives.  C'est  un  moyen  de  leur  rendre 
familières  les  valeurs  corrélatives  des  lignes  trigonométriques. 
Ils  peuvent  également  rechercher  les  cptangentes ,  sécantes  ,jco- 
sécântes,  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs,  du 
double,  du  triple,  etc.,  et  de\la  moitié,  du  tiers.*  .  d'un  arc. 

74-  Les  formules  (A)  et  (B)  du  n°  6i  donnent  encore  lieu  à 
quelques  résultais  utiles  dans  les  applications  de  la  Trigono- 
métrie. 

Reprenons  d'abord  les  valeurs  de  sin  (a  -f-  b)  et  de  sin  (a —A)., 

sin  (a  +  b)  =  sin  a  cos  b  -}-  sin  6  cos  a , 
sin  (a—  b)  se  sin  a  cos  6  —  sin  fc  cos  a. . 

Si  Ton  ajoute  ces  deux  égalités  et  qu'on  les  retranche  l'une 
de  l'autre ,  il  vient 

sin  (o  +  J)  -f-  sin  (a — b)  =  2sin  a  cos  b  \ 
sin  (a  +  A)  -—  sin  (a— b)  =  2sin  6  cos  a; 

d'où,  en -divisant  ces  deux  dernières  l'une  par  l'autre,  et  ob— 

sin  a       ^  cos  A  .  .  i 

servant  que         -=sz  tang  ar  -m — r  =  cot  o  sas  - » , 

^  cos  a  ^       smô  tang  h 
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sm  (g  4-  b)  +  sin  (q  —  b)  _^  tang  a 

sin  (a+£)  —  sin  (a  — A)  """  ta^V  ' '  :       ^ 

Comme  les  formules  (A)  et  (B)  sont  Traies  quels  que  soient 
les  arcs  a  et  b ,  il  en  est  nécessairement  de  même  de  la  rela- 
tion (C). 

Cela  posé,  soient  p  et  q  deux  arcs  quelconques  (p  étant 

On  peut  toujours  regarder  le  plus  grand  p  comme  la  somme 
de  deux  autres  arcs  a  et  b,  le  second  q  comme  la  différence  de 
ces  mêmes  arcs.  En  effet ,  si  Ton  pose 

«  +  *=/>,    i  .Ienrésulte  f  paraddition,         *a=p  +  q> 
a  —  o  =  qy)  (  par  soustraction,  nb  =p  —  q  -f 

d'oii    !  2 

Or,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  a  +  ^  a  -  A,  a  et* 
dans  la  formule  (C) ,  on  obtient  la  nouvelle  relation 

aîn  p  +  sin  g  _  tang  ±(P  +  g),  m, 

smp  —  sin  y       tang£(// —  Ç) 

ce  qui  démontre  que  la  somme  des  sinus  dé  deux  arcs  est  à  la 
différence  de  ces  mimes  sinus  *  comme  la  tangente  de  la  demi» 
somme  des  arcs  est  à  la  tangente  de  leur  demùdiffèrence. 
Combinons  de  la  même  manière  les  deux  formules 

cos  (a  +  A)  =  dos  a  cos  b  —  sin  a  sin  A, 
cos  (a  —  b)  =  cos  a  cos  b  +  sin  a  sin  b. 

Il  résulte  d'abord  de  leur  addition  et  de  leur  soustraction, 

cos  (a  — >  b)  4-  cos  (a  -f-  A)  =  acos  a  cos  A, 
cos  ,(a  —  A)  —  cos  (a  +  A)  =  2sin  a  sin  A. 

Divisant  ces  deux  égalités  membre  à  membre ,  on  obtient  ' 

cos(a  —  A)+cos(a+  b)  ,        cota  .__ 

7 jX ; — p—  =  cot  a  cot  A=  r 7...    (E) 

cos(a— A) —  cos  (a  -f-  b)  tango 


Soient  maintenant  ,  r    d'où     < 

a  —  b  =  q^i  )b=p  —  g> 

la  relation  précédente  détient 

résultat  qu'on  pourrait  traduire  dans  un  énoncé  analogue  au 
précédent 

75.  Ces  formules  servent  principalement  à  remplacer  cer- 
taines expressions  trigonométriques  par  d'autres  auxquelles  les 
logarithmes  puissent  s'appliquer. 

Soit,  par  exemple ,  à  calculer  numériquement  l'expression 

sin  3o°  «4-  sin  16° 
v.  siu3o°  —  sini6°' 

on  posera  .*-S£     i     d'où    t±3  =  a3",  Z=*  =*  ,•■ 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (D),  on 'aura 

__  gin  3o°  +  sin  »6° tang  a3° 

~  sin  3o°  —  sin  1 6°       tang    70  ' 

et  par  Conséquent ,    log  x  =  log  tang  a3°  —  log  tang  7*  ; 

d'où  l'on  voit  qu'on  peut  obtenir  le  logarithme  du  nombre 
cherché ,  par  le  moyen  d'une  simple  soustraction. 

Soit  encore  l'expression  x  =  sin  a5ft  -f-  cos  fyf}  à  calculer 
numériquement  (on  verra  bientôt  que  les  tables  ne  renferment 
que  les  logarithmes  des  lignes  trigonométriques). 

Observons  d'abord  que  cos  47°  —  sm  (  1000— 47°)  =  sin  53°  ; 
cfe  qui  donne  pour  la  taleur  de  x ,     x  =  sin  53°  +  sin  a5°. 

Mais  on  a  trouvé  précédemment, 

sin  (a  +  *)  +  «in  (a  —  b)  =s  asin  a  cos  b.. 


ï 
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Po»nt    a+hf,S=sSt'     ]     Uenrésulte    {    J  ~  *% 

donc  8in  53°  + sin  a5°  =  2sin  390  cofi  i4°; 

et  par  conséquent ,    log  x  =  log  2  +  log  sin  39° «+■ log  cos  14* 

76.  La  formule  (D),  dont  nous  ferons  usage  dans  la  résolution 
des  triangles,  se  démontre  très  simplement  par  la  Géométrie. 

Soit  décrite  une  circonférence  de  cercle  avec  un  rayon 
Fig.  49*  OA  (Jig.  49)  égal  à  celui  des  tables.  Tirons  le  diamètre  AA% 
et  prenons ,  à  partir  du  point  A,  AB  =p,  AC=  q\  puis 
abaissons  BP,  CQ  perpendiculaires  sur  AA',  en  prolongeant 
BP  jusqu'à  sa  rencontre  en  Bf  avec  la  circonférence?  menons 
d'ailleurs  CI  parallèle  à  AA'.  '  . 

Il  résulte  évidemment  de  cette  première  construction 

CQ  =  sin  AC  =  sin  q,  BP  =  BT =sin  p,  DB'  =  sin/)  -f-  sin  q, 
BD  =  sin  p  —  sin  q» 

Joignons  maintenant  le  point  I  aux  points  B  et  B';  du  même  . 
point  I  comme  centre  et  avec  le  rayon  du  cercle,  décrivons  un 
arc  qui  coupe  CI  en  E ,  et  élevons  à  CI  la  perpendiculaire  GEF. 

Comnie  on  a     AB  =  AB'  =p ,     AC  =  q>    il  en  résulte 
CAB'rrrp-f  q,CB=ïp  —  q,  EF  =  tangEIF= tangi  (p+$r), 

EGstang-  (n  —  q). 

Or,  en  vertu  d'un  théorème  connu  de  Géométrie ,  les  trois 
lignes  Bï,  B'I,  CI  coupent  les  deux  parallèles  GF,  BBf  en  parties 
proportionnelles.  On  a  donc 

db'  :  db  ::  ef  :  EG; 

ou  bien ,  remplaçant  ces  lignes  par  leurs  valeurs , 

sinp  +  sinq  tsinp  —  swq  ::  tang -  (p  +  tf )  !  tang*(p — y). 
C.Q.F.D. 


mé 
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77;  N«us  croyons  devoir  réunir  en  un  tableau  les  différentes 
formules  obtenues  dans  les  numéros  prèoédens,  en  y  joignant 
les  relations  qui  existent  entre  les  lignes  trigonométriqaes  d'un 
même  arc.  Les  jeunes  gens  pourront  alors  le  consulter  au  be- 
soin. * 

TABLEAU 

Des  Formules  principales  de  la  Trigonométrie  > 

■ 

Avec  l'indication  des  numéros  d'où  on  les  a  tirées. 

sine 


sin\*  +  cos*a  =  1 ,  tang  a  = 


c#sa' 


séca= ,        sécV*  =.  1  +  tanjfa , 

(5o)   (  COsa 

v  x  ^  cos  a  1 

cot  a  =  -. —  ,        cot  a  =  ^  , 

sinû  •    tang  a 

coséc  a==  -: — ,     coséc'a  =  1  +  cot'a , 
sin  a 

//»     c  %    f  "n  (û— ^0  =  sin  a  cos  b  ±  sin  b  cos  a , 
(60,61)  \  )        '  .  ' 

(  cos  (alto)  =  cos  a  cos  0  q=  sin  a  sin  a , 

ifiW    \  ùnzasssisinacosa cos2a=cos'a — sin'a, 

l  sin3a=3sina  cosBa— -sin3a .  •  co$3a=cos3a — 3cosasin°a, 

1  .   „  A— cosa  î        .^"-/i+cosa 

-a=z£  I/  . .  •  cos-a=:±:\/ » 

a  Va  a  V        a 


«m- a 

a 


1— sin'a, 


(65,66)  {  «DIa=±V/^V^^ 

cos-fls=zfc\/  --p-i/i—  sin*a, 
a  V    a^a  ' 


a     a 
3  .    1 


(69)    sin3  5  a  —  ^  sin  r  a  +  ^  sin  a  = 

(70,7,)    tang(a±&)==tang>a±tai^, 
w    "  '  &v  '       i  zp  tang  a  tang  A  ' 


a  tang  a 
1  —tang*  a 


tang  2a  = ^j-r  j 


I    • 


'    ^  I06  COKSTllUCTION 


'                  i           —  i  dbj/i-htang8  a  _     /T^i 
(7.,73>     tang;***       ^  =  VTÏ 


&^Mk 


-!-coda 


-f-cosa 
cos  a 


sin  a     ' 


(74) 


sin  (a  +  4)  +  «in-  (a  —  6)  =  a  sin  a  cos  6> 

sin  (a  +  4)  —  sin  (a  -*—  £)  =  2  sin  ft    cos  a , 

«os  (a  •{•  b)  -f.  cos  (a  —  b)  =  a  cos  a  cos  o, 

cos  (a  -+■  b)  — *cos  (a  -f-  b)  =  2  sin  a  sin  i, 

-    sinp-f  sin?  _  tangî(p-f-</)    ,    cos9+oosp_  cotj(p+<f) 
'      sinp— sin(/      tang£(p — (7)  "  *  '  cos? — cosp       tang~(p— «7) 

(Dans  toutes  ces  formules,  on  a  supposé  le  rayon  égal  à 
l'unité;  s'il  en  était  autrement,  il  faudrait  le  rétablir  d'après  la 
règle  du  n°  26).- 

Construction  des  Tables  trigonométriques \ 

78.  Nous  pouvons  .maintenant  faire  connaître  les  moyens 
qui  ont  été  employés  pour  dresser  des  tables  trigonomé- 
triques. 

On  appelle  ainsi,  des  tables  renfermant  d'une  part,  tous  les 
arcs  depuis  o°  jusqu'à  ioo°;  et  de  l'autre,  les  valeurs-  des  si- 
nus, cosinus,  tangentes ,  etc. ,  correspondantes  à  ces  arcs.  11  suffit 
d'ailleurs  qu'elles  ne  comprennent  que  les  lignes  trigonomé- 
triques des  arcs  moindres  que  100e,  puisque,  d'après  le  tableau 
n°  56,  celles  des  arcs  plus  grands  sont  numériquement  les 
mêmes  que  les  lignes  trigonométriques  des  arcs  plus  petits. 

Nous  adopterons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  la  division  cen- 
tésimale, c'est-à-dire  que  nous  supposerons  le  quart  de  circon- 
férence ou  le  quadrant* j  divisé  en  100  parties  égales ,  appelées 
grades  Ou  degrés  (1000);  chaque  degré  divisé  en  100  minutes 
(100');  chaque  minute  divisée  en  100  secondes  (100").  Enfin, 
nous  admettrons  qu'on  ne  veuille  former  que  des  tables  dans 
lesquelles  les  arcs  croissent  de  minute  en  minute. 

Gela  posé ,  d'après  les  formules  précédemment  établies ,  il 
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est  clair  qu'il  suffit  de  calculer  la  valeur  de  sin  i'.  En  effet, 

■  _ 

la  formule   cos  a =1/1  ~-*sîa*  a    donne  d'abord  la  valeur 
correspondante  de  co*  i'. 

Connaissant  les  valeurs  de  sin  i'  et  eos  i',  on  obtiendra 
celles  des  sinus  et  cosinus  de  a',  3',  4  •  •  •»  en  faisant  succes- 
sivement dans  les  formules 

sin  aa  =&  a sio  a  cos  a ,*    eos  la  =  cos*  a  —  sin*  a, 

sin  (a  +  b)  —  sin  a  cos  b  +  sin  6  cos  a , 
*     cos  (a  -f-  ^)  =  cos  a  cos  6  '—  sin  <z  sin  b, 

a=i',  puis  £  =  i',  a',  3',  4';»->. et  a*n8*  de  «uïte ,  jusqu'à 
toooo'  ou  100°. 

Quant  aux  autres  ligues  trigonométriques ,  on  déduira  fa- 
cilement leurs  valeurs  des  formules 


•• 


.  fin  a  i  ,  i  i 

tangassr  ■       ,  cota  =  — •— ,  séca= 9  coseca=—. —  • 

eos  a  tanga  cos  a  sin  a. 

On  peut  toutefois  calculer  d'une  manière  plus  simple  les  si- 
nus et  cosinus ,  à  l'aide  des  formules 

sin  (a  +  b)  +  sin  (a  —  b)  =  asih  a  cos  by 
cos  {a  -f-  b)  —  cos  (a  —  b)  =  a  cos  a  coe  6, 

comprises  dans  le  tableau  n°  77. 
Elles  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

sin  (fl  +  i)  =  sin  a  X  a  cos  b  +  sin  (a  —  i)  X  —  1 , 
eos  (a  +  b)  =  cos  a  X  a  cos  fc  4- cos  (a — b)  X  — 1  > 

et  ai  l'on  y  fait  a=  mft,  elles  deviennent 

sin  (m  +  0  i  ==  sin  mi  X  2  cos  i  +  sin  (m  —  1)  b  X  —  1  > 
coa(m-f-  i)è  =:cosmAx  acos£-r-cos(m —  1)6  X  —  1  ; 

ce  qui  démontre  que  pour  avoir  le  sinus  d'un  multiple  quel* 
conque  (m+  0  b#  de  l'arc  b,  il  faut  multiplier  lés  sinus  des 
multiple 8  immédiatement  inférieurs  *  mh  et  (m —  i)b,  respec- 
tivement par  les  quantités  constantes  acosb  et  —  1 ,  puis  ajou- 
ter ces  résultats  avec  leurs  signes.  Même  loi  de  formation  pour 
le  cosinus» 


.* 


i*8 


.  CONSTRUCTION 

D'après  cela ,  soit  fait  b=i'  dans  les  formules;  puis  succes- 
sivement ro  =  i ,  a,  i. ...  ;  il  en  résulte 

sin  2'  =  sin  1'  X  Scos  1'.  —  o  =  atin  î^  cos  1'; 

OOS  2'   =  COS  i'    X    2  COS  V   +    I    X  —  I  =  3   COS*  l' I  f 

fin  3'  s=s  sin  a'  x  a  cos  i'  +  sin  1'  X  —  i9 

cos  3'%r=  cos  a'  X  2  cos  1'  4-  cos  >'  X  -7  1, 

sin  4'  ss  sin  3'  X  acos  i'  +  sin  a'  X  —  if 

cos  '4'  =9  cos  3'  X  a  cos  1'  +  00s  a'  X  —  1 , 

i       ■;  ■ 


et  ainsi  de  suite. 

iV.  /?.  Ceux  qui  ont  déjà  quelques  notions  des  séries  récur- 
rentes 1  reconnaîtront  sans  peine  que  la  série  des  sinus  forme 
une  suite  récurrente  dont  V échelle  de  relation  se  compose  des 
deux  quantités  200s  1'  et  —  1  ;  il  en  est  de  même  de  la  série 
des  cosinus. 

Ainsi  ,  toute  la  difficulté  consiste  à  déterminer  arec  le  plus 
grand  degré  d'approximation  possible ,  le  .sinus  du  plus  petit 
arc  de  la  table,  ou  sin  1'. 

79.  Nous  commencerons  par  démontrer  qu'un  arc  quel- 
conque est  toujours  plue  grand  que  son  sinus*  mais  moindre 
que  sa  tangente, 
Fig.  5o.      Soient,  en  effet ,  un  arc  quelconque  AB  (fig.  5o)  ;  BP,ÏA  et 
AT  le  sinus,  la  corde  et  la  tangente  de  cet  arc. 

On  a  d'abord  arc  AB  >  corde  AB-,  mais  corde  AB  >  BP  ; 
donc ,  à  plus  forte  raison ,  arc  AB  >  BP. 

En  second  lieu,  le  secteur  circulaire  a  pour  mesure,  .... 

_ 

arc  AB  X  -OA,  et  le  triangle  OAT  est  égal  à  AT  X  -  OA  ; 
a  a 

or,  le  secteur  est  évidemment  plus  petit  que  le  triangle  jona  donc 

arc  ABX  -OA  <AT  X  -OA  ;  d'où  arc  AB  <  AT. 
a  a 

On  voit  en  outre,  d'après  la  figure,  que  plus  l'arc  diminue, 

plus  la  tangente  et  le  sinus  se  rapprochent  l'un  de  l'autre,  et 

par  conséquent  de  Parc  qui  est  compris  entre  les  "deux.  Cela 
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résulte  d'ailleurs  de  la  formule    tanc  a.='— —  ,  •  qui  donne 

^  cota     ^ 

tanga          i        ,    .  .  ,  .      .  ' 

■        = ",  a  mesure  que  rare  diminue,  le  cosinus  aus- 
si* a        cos  a  ^  ° 

mente  et  se  rapproche  déplus  en  plus  de  l'unité;  donc  aussi, 
plus  le  rapport  approche  de  devenir  égal  à  i.  Si  l'arc 

est  très  petit ,  ou     .  *     diffère  très  peu  de  Punité. 

cos  a  sm  a  r 

Soit,  par  exemple,  l'arc  qui  a  pour  cosinus  0,9g;  il  vient 

tanga 1     _  100 %    1 

sina  ~ô^99~99  "^gg' 

tang  a        * 
soit  encore  cos  a  =  o  ,9999g  ;  on  trouve    .  °    =  i-f- 


sma  ggggg 

Ce  rapport  diffère  donc  d'autant  moins  de  l'unité^  que  l'arc 
est  plus  petit,  et  il  peut  en  différer  d'aussi  peu  que  l'on  veut. 

Il  en  est  de  même  des  rapports       *    et  -: —  , .  puisque  Parc 

rr  a  sin  a      *      ^ 

est  toujours  compris  entrer  sa  tangente  et  son  sinus. 

Ainsi  nous  pouvons  établir,  comme  une  vérité  mathéma- 
tique,  que  les  rapports  de  la  tangente  au  sinus,  de  la  tan- 
gente à  l'arc ,  et  de  Parc  au  sinus,  sont  trois  quantités  qui 
tendent  sans  cesse  vers  l'unité ^  à  mesure  que  Parc  diminue; 
et  lorsque  l'arc  est  moindre  qu'aucune  grandqur  donnée ,  ces 
rapports  diffèrent  eux-mêmes  de  V unité  d'une  quantité  moindre 
que  toute  grandeur  donnée. 

En  d'autres  termes,  ces  trois  rapports  ont  pour  limite 
i.'unitb. 

Cettp  proposition  joue  un  très  grand  rôle  dans  la  haute 
analyse  (voyez  Algèbre ,  5*  édition  ,  n°  447)- 

d 
80.  Puisqu'un  arc  étant  très  petit ,  Je  rapport   -: —    dif- 

ière  très  peu  de  l'unité,  il  s'ensuit  que  l'arc  et  le  sinus  sont 
aussi  très  peu  différens  l'un  de  l'autre.  On  peut  d'ailleurs /dans 
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tous  les  cas,  déterminer  an-dessous  de  quelle  quantité  se  trouve 
Y  erreur  commise ,  lorsqu'on  prend  l'arc  pour  le  sinus ,  ou  réci- 
proquement. 

En  effet ,  la  relation  tang  a  >  a  donne    r  >  a ,     d'où 

°  cos  a 

sin  a  >  a  cos  a , 
et,  k  plus  forte  raison ,  sin  a]>  a  cos*  a,    * 

puisque  cos  a  est  toujours  une  fraction. 

Mettons  au  lieu  de  cos*  a  sa  valeur  i  — -  sin'a  ;  il  en  résulte 
sin  <z>  a  —  a  sin'a,  ou  à  fortiori \,  sin  à^>  a  —  a3,  puisque  Pon 
a     a  >  sin  a  ou  afl  ]>  sin*  a. 

Or,  l'inégalité  sin  a  >  a  —  a3  donne  a  —  sin  a  <  a3;  ce  qui 
prouve  que  la  'différence  entre  Parc  et  le  sinus  est  moindre  que 
le  cube  de+  la  valeur  de  l'arc,  *    ' 

Soit  a=  0,01  (la  longueur  de  l'arc  étant  évaluée  au  moyen 
du  rayon  )  )  il  en  résulte  a  —  sin  a  <  o  ,00000 1 .  Soit  encore 
a  =^0,001;     il  vient     a— sin  a  <  0,000000001. 

81.  Cela  posé,  on  a  vu  en  Géométrie  que,  le  diamètre  étant 
pris  pour  unité ,  la  circonférence  a  pour  valeur 

.  «-=3, .1415926. 

Si,  comme  nous  le  supposons,  ce  n'est  plus  le  diamètre» 
mais  bien  le  rayon ,  qu'on  prend  pour  l'unité ,  la  valeur  de  * 
représente  celle  de  la  demi-circonférence  j  donc 

-«•=1,5707963.... 

exprime  la  valeur  du  quadrant  ou  de  1000. 

Par  conséquent ,  1  °  =  o ,  o  1 5707963 , 

l'  =  0,00015797963, .'. . 

Comme  cette  dernière  expression  est  au-dessous  de  0,0002,  il 
s'ensuit  que  (i')3  est  moindre  que  (o,oooa)3  ou  0,000000000008. 
D'où  l'on  voit  que  l'expression  de  l'arc  de  1'  représente  celle 
de  6in  1',  à  une  fraction  près,  moindre  que  l'unité  de  l'ordre 
du  onzième  chiffre  décimal;  ainsi  l'on  a,  avec  exactitude, 
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SID  l'cr  0,OOOl5707g63, 

■ 

jusqu'au  onzième  chiffre  décimal  inclusivement. 

jCette  approximation  est  plus  que  suffisante  pour  la  sinus  de 
l' lui-même;  mais  elle  est  nécessaire  pour  la  détermination 
des  autres  sinus  qui,  comme  on  l'a  tu,  dépendent  de  celui-là, 
ainsi  que  du  cosinus  de  1'.  Les  erreurs  se  multipliant  sans  cesse, 
finissent  par  reflue»  sur  le  10',  9%  89. . . .  chiffre  décimal. 

Notre  intention  était  de  ne  donner  ici  qu'une  idée  de  la  ma- 
nière dont  les  tables  trigonométrîques  ont  pu  être  construites. 
Mais  il  existe  des  méthodes  beaucoup  plus  expéditives,  fondées 
sur  les  séries  qui  donnent  le  développement  du  sinus  et  du 
cosinus  d'un  arc  en  fonction  de  cet  arc.  (Voyez  Algèbre,  cin- 
quième édition  ,  chap.  X ,  n°  44°*)  On  trouve  même  à  la  fin  de 
ce  chapitre  une  méthode  pour  calculer  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre ,  rapport  qui  a  servi  de  base  aux  calculs 
précédent. 

82.  Première  remarque  sur  la  composition  des  tables  cen- 
tésimales* et  sur  la  manière  d'en  faire  usage. 

Comme  dans  toutes  les  applications  trigonométriques,  les  cal- 
cols  se  font  par  logarithmes,  on  a  jugé  à  propos  de  placer  dans 
les  tables  les  logarithmes  des  sinus,  cosinus,  tangentes,  etc.,  au 
lieu  de  ce*  lignes  elles-mêmes.  En  outre ,  leurs  logarithmes  ont 
été  calculés,  non  dans  l'hypothèse  de  r=  i>  mais  dans  celle  de 
r=  io,G  ou  «oooooooooo  j  et  en  voici  la  raison  : 

En  supposant  r'=  1 ,  ce  qui  donnerait  logr  •=  o,  on  aurait 
pour  les  sinus  et  cosinus ,  des  logarithmes  négatifs,,  puisque 
ces  lignes  sont  toujours  plus  petites  que  le  rayon;  il  en  serait 
de  même  pour  les  tangentes  des  arcs  moindres  que  5o°  et  pour 
les  cotangentes  des  arcs  plus  grands.  Quant  aux  sécantes  et  cosé— 
cantes,  leurs  logarithmes  seraient  toujours  positifs,  car  on  a  vu 
qu'elles  sont  toujours  plus  grandes  que  le  rayon  ;  mais  ces  deux 
dernières  lignes  sont  employées  fort  rarement. 

Pour  obvier  à  cet  inconvénient,  on  a  conçu  le  rayon  des 
tables,  qui  ne  cesse  pas  d'être  l'unité  trigonométrique ,  rap- 
porté lui-même  à  une  autre  unité  beaucoup  plus  petite ,  et  l'on 


na  cojfmvcnoN  . 

a  supposé  le  rayon  représenté  par  1010,  l'unité  nouvelle  étant 
celle  des  tables  de  logarithmes  ordinaires. 

.  Or,  si  l'on  considère  un  angle  quelconque  BOA  (fig.  5i)  du 
sommet  duquel,  on  ait  décrit  deux  .arcs  de  cercle  a  et  a'  avec 
les  rayons  r  et  /,  et  qu'on  mène  les  perpendiculaires  BP,  AT  et 
B'P',  A'T',  on  aura  évidemment  la  proportion 

BPO  B'P'  H  OA  :  OA'  ou  sin  a  :  smâ'  ::  r  :  r*: 

ce  qui  démontre  t}ue  les  sinus  d'un  même  angle j  correspondant 
à  deux  rayons  diffèrent  j  sont  proportionnels  à  ces  rayons. 

Même  résultat  pour  les  autres" lignes  trigcmométriques. 

D'après  cela,  soient  r=  1  et  /=  io10;  il  en  résulte 

sîn  q'  =  sin  a  X  1  o19'  d'où  log  sin  a's=s  log  sin  a  +  *o , 
cosa/==cosaX  io10;  d'où  logcosa'  =  logcosa-|-io, 

et  ainsi  des  autres  lignes. ,  .  ' 

D'où  l'on  voit  que,  po«r  .obtenir  les  logarithmes  dfes  lignes 
trigonométriquesdans  le  cas  de  r  =  io,Q,  il  faut  augmenter  de 
10  unités  ceux  qui  ont  été  calculés  pour  ç  x=  i .  - 

Par  ce  moyen ,  on  est  assuré  que  tons  les  logarithmes  sont 
positif**  quelque  petits  que  soient  les  arcs.  En  effet,  §oit ,  par 
exemple ,  le  plus  petit  arc  de  la  table ,  ou  1'. 

On  a  trouvé  pour  son  sinus, . .  sin  1 '=*o, 000 1 5^0 7963.. . , 

d'où      log  sin  1' =  log  15907  ,g63  ~  8  =  —  3 ,8o388oi  ; 

(on  cherche    log  15707,963     dans  les  tables  ordinaires)"; 

donc    log  sin  i'  +  io=— 3,8o388oi  +  10  =  +  6,1961199. 

Tel  est  le  logarithme  qui  se  trouve  dans  les  tables  centésimales. 

On  aurait  même  pu  supposer  seulement  r=  10*  =  10000; 
mais  on  a  préféré  l'hypothèse  r=  1010,  parce  que  les  loga- 
rithmes ne  sont  alors  autre  chose  que  les  complément  arith- 
métiques ordinaires  des  logarithmes  calculés  dans  le  cas  de 
/■  =  1  ;  et  il  en  résulte  de  grands  avantages  dans  les  applica- 
tions ,  comme  nous  le  verrons  plus  loin. 

83.  Seconde  remarque.  Les  Tables  centésimales  de  Callet,  que 
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Kftus  supposons  entre  les  mains  des  élèves,  ne  renferment  en 
apparence  que  les  sinus ,  tangentes  et  cosinus  des  arcs  compris 
depuis  l' jusqu'à  5o°;  mais  elles  n'en  donnent  pas  moins  les  si- 
nus, tangentes  et  cosinus  des  arcs  plus  grands ,  aussi  bien  que  les 
trois  autres  lignes  trigonométriques. 

En  effet,  pour  le  sinus  et  le  cosinus,  on  observe  que  le  sinns 
d'nn  arc  pins  grand  que  5o°  est  égal  au  cosinus  du  complément, 
qui  est  alors  plus  petit tjue  5o°,  et  réciproquement. 

Cest  ainsi  que  gin  6g°  47'  =  00s  3o»  53' , 

cos 780  25'  =  sin  2i°  75'. 

Les  logarithmes  de  ces  lignes  sont  donc  compris  dans  les 
tables. 

Comme:  on  a    cota==  — : —  ,    il  en  résulte 

tang  a 

log  cot  a= 2  log  r*-—  log  tang  a  =  io-f-  10  —  Jog  lange, 
et  réciproquement ,     log tang  c=2io-f  10  —  Jog    cot  a. 

Cela  posé ,  soit  d'abord  à  trouver  log  tang  65°  48'  ;  on  a 
log  tang  65?  48'=  log  cot  34°  Sa7»  10  +10  —  log  tang  34°  5z'. 

Pareillement!  log  cot  23°  38'=  10  +  10  —  log  tang  23° 38T. 

Enfin ,         log  cot  5*]°  29'  =3  log  tang  4»°  7  1  '.  * 

Ces  logarithmes  peuvent  donc  s'obtenir  facilement  d'après  la 
table.  Pour  avoir  la  tangente  d'un  arc  plus  grand  que  5o°,  cher- 
chez le  logarithme  de  la  tangente  du  complément;  prenez»  en  le 
complément  arithmétique  à  10,  et  ajoutez  10  unités  au  résultat. 
Même  opération  pour  la  cotangente  d'un  arc  plus  petit  que  5o°; 
et  le  logarithme  de  la  cotangente  d'un  arc  plus  grand  que  5o° 
se  trouve  immédiatement  :  c'est  le  logarithme  de  la  tangente  du 
complément. 

Quant  aux  sécante  et  cpaécante ,  comme  on  a 

r1  r* 

séc  a  =  — -    et    ooséc  a  =a  -a — -t 
cosa  sina 
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il  en  résulte         togsécas=io+ 10  — logcoaa, 

log  coséc  a  =  10  + 10  —  log  sin  a  ; 

c'est-à-dire  qu'il  faut  ajouter  10  unités*  soit  au  complément 
de  log  cos  a ,  soit  au  complément  de  log  sin  a ,  pour  avoir  les 
logarithmes  de  la  sécante  et  de  la  cosécante. 

Au  moyen  de  ces  explications ,  les  commemçans  peuvent  ai- 
sément résoudre  ces  deux  questions,  qui  constituent  l'usage 
des  {tables  : 

i°.  Un  arc  étant  donné  en  degrés  et  minutes,,  trouver  le  logu—  - 
rithme  de  l'une  quelconque  de  ses  lignes  trigono métriques. 

a°.  Réciproquement ,  le  logarithme  de  l'une  de  ces  lignes  étant 
donné*  trouver  l'arc  correspondant  en  degrés  et  minutes.  Si  Ton 
demandait  un  plus  grand  degré  d'approximation ,  il  faudrait 
entrer  dans  de  nouveaux  détails  qui  nous  entraîneraient  beau- 
coup trop  loin. 

$  II.  Résolution  des  Triangles.  Applications  des 

Tables  trigonométriques. 

On  a  vu ,  en  Géométrie ,  que  des  six  choses  qui  composent 
un  triangle ,  savoir  :  les  trois  angles  et  les  trois  côtés,  trois  quel** 
conques  étant  données  (pourvu  que  parmi  les  choses  données 
il  y  ait  au  moins  un  côté  )  ,  l'on  peut  toujours  obtenir  graphi- 
quement les  trois  autres.  Actuellement,  nous  nous  proposons 
de  traiter  la  même  question  par  le  calcul,  en  commençant  par 
les  triangles  rectangles. 

Des  Triangles  rectangles* 

La  résolution  de  ces  triangles  repose  sur  quelques  principes 
que  nous  allons  d'abord  démontrer. 

84»  Panera  vhikcifb.  Dans  tout  triangle  rectangle ,  le  rayon 
des  tables  est  au  sinus  de  l'un  des  angles  aigus*  comme  Fhypa- 
ténuse  est  au  côté  opposé  à  cet  angle;  ou  bien ,  le  rayon  des 
tables  est  au  cosinus  de  fun  des  angles  aigus,  comme  l'hypo- 
ténuse est  au  côté  de  V angle  droit*  adjacent  à  cet  angle. 
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En  effet,  soU'un  triangle  BAC  (Jfe  5a)  rectangle  en  A.  (8n:~  ***£•  5*« 
▼ant  les  notations  dont  nous  sommes  déjà  contenus  n°  35, 
Mous  appellerons  À,  B,  C  les  trois  angles^,  et  a,  b9  c  les  côtés 
respectivement  opposés  k  ces  angles;  A  sera  l'angle  die/it  et  à 
l'hypoténuse.) 

Cela  posé ,-  dn  peint  B  comme  centre  et  a*ee  utt  rayon  BD 
égal  a  celui  des  tables  >  décrivons  un-  are  de  cercle  s  et  du 
point  D  »  abaissons  le.  sinus  DE  de  Pangle  B  ;  BE  en  est  le 
cosinus. 

On  a  évidemment  les  proportions 

bd  :  de  ::  bc  :  ca,    ou  r  ;  sinB  ::  a  :  4,....  (i) 
bd  :  be  ::  bc  :  ba,   wr  :  omB  ::  a  :  c*....  (*) 

ce  qui  démontre  les  dcu*  parties  dû  principe  cî-dessus. 

Comme  on  a  B  w  ioo°  —  C,.  il  en  résulte  sinB  «as  cesC#  et 
eosB  =5  sin  C  ;  et  les  deux  proportions  détiennent 

r  :  cosC  ::  a  :  *, 
r  :  sînC  ;:  a  :  c, 

lesquelles  s'énoncent  de  la  même  manière,   par  rapport  à 
l'angle  C 

85.  N.  B.  Jfarsqn'on  supposera  i ,  le*  lèlntion*  (i)  et  (a) 
fournissent  les  égalités  &  =  a  sinB,  cssacosB,  qu'on  peut 
traduire  ainsi  :  l'un  quelconque  des  cotée  de  l'angle  droit  est 
égal  <i  Fhjtpotdnuse  multipliée  par  le  sinus  de  Pangle  opposé  à 
ce  côté.,  ou  par  le  cosinus  de  V angle  adjacent. 

Nous,  aurons  souvent  occasion  de  rappeler  le  principe  sous 
cet  énoncé,  qui  est  le  plus  concis. 

86.  Second  muncife.  Dans  tout  triangle  rectangle ,  le  rayon 
des  tables  est  à  le*  tangente  de  F  un  des  angles  aigus*  comme  le 
côté  de  F  angle  droit*  adjacent  à  cet  angle*  est  au  côté  opposé. 

En  eflfet,  menons  au  point  G  (Jtg.  5a)  la  tangente  GH  de 
Pangle  B;  on  a  la  proportion 

bg  :  gh  ::  ba  :  ac,  '  ou  r  :  tangB  ::  c  :  *;....  (3) 

c'est  le  principe  énoncé. 

8.. 
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Ou  aurait  pareillement    r  l  tangC  II  b  :  c. 

-  87.  Soit  r=  1;  la  relation  (3)  donne  b  sssc  tangB,  ou 

b 
tangB  as  -,  c'est-à-dire  que  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  est 

c 

égal  au  second  oôté  multiplié  par-  la  tangente  de  l'angle  op- 
posé au  premier  côté;  ou  bien  encore,  ce  qui  est  plus  concis, 
la  tangente  de  l'un  des  angles  aigus  est  égale  au  tété  opposé 'di- 
visé par  le  côté  adjacent. 

88  Ces  principes  suffisent  pour  la  résolution  de  tous  les  cas 
relatifs  aux  triangles  rectangles. 

Premier  cas.  On  donne  l'hypoténuse  à  et -f *  angle  aigu  B\ 
il  faut  trouver  l'angle  G  et  les  côté*  b,  c. 

On  a  d'abord  évidemment    C  =  ioo°  —  B. 

Ensuite ,  les  relations  (1)  et  (2)  donnent 

asinB.         •  acosB 


b  = 


i      c  = 


d'où  »  en  appliquant  les  logarithmes, 

legfrsa  loga  +  log  sinB  —  10, 
loge  =  loga  +  log  cosB  — •  10. 

Soient,  pour  exemple,  a  =  45"""',23 ;    B  =  34°45'. 

*    i°iOna  C=  iooa—  ZfâtiF  =  65°55'. 

Les  tables  ordinaires  de  logarithmes  donnent 

log  a  ou  log  45,23  =  1 ,6554^66, 
et  les  tables  centésimales,  log  sin  34°45'  =  9, 71 19024  ', 


m 

donc  log  45 ,  23  +  log  sin  34°45/  —  1  o,  ou  log  b  =  i ,  3673290  7 
et  par  conséquent,    b  =  23,298  à  0,001  près. . 
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20.  loga,  ou  log  45,23  =  1,6554*66. 

Oa  a  d'ailleurs ,  diaprés  les 

tables  centésimales ,  log  cos  34°45'  =  9  »933°428  > 

doue  log  45, 23+log  cos  34°4^f  —  10 ,  ou  log  c  =  1 ,5884694  ; 

et  par  conséquent ,  c  =  38,767. 

Second  cas.  On  donjp  un  .de»  côtés  de  V angle  droit  b,.  et 
l'un  des  angles  B;  on  demande  C,  a  et  c. 

On  a  premièrement      C:s=:ioo0  — B. 

Les  relations  (i)  et  (3)  donnent  ensuite 

br  br 

c 


sin 


B'     *       tanaB* 


d'où ,  appliquant  les  logarithmes ,    °8C==:  6  T  \ °8  sin    » 

.  logc=;logô+io — log  tang  B. 

Soient    h  =  23,298,   B= 34*45';   d'où  C  =  65°55\ 

i°.  On  trouve  dans  les. tables  ordinaires, 

log  23,098  =  1,3673186, 
et  dans  les  tables  centésimales, 

log  sin  34*45'  =  9,7 1 190*4, 
d'oa  10—  log  sin  34^45*  =  a, 2880976  -, 

donc  log  23,298+ 10— logsin  34°45',  ou  log  a  =  1 ,6554 162  ; 
et  par  conséquent ,  a  =  ^S}  228 ,     ou  45,  a3  a  o ,  o  1  près. 

f 

C'est  k  yaleur  de  a  supposée  dans  Pexemple  du  premier  cas*  . 
20.  On  a  toujours  log  23,298  =  1,3673186. 

Les  tables  centésimales  donnent  d'ailleurs 

•  » 

logtang34045'=r9,7788596r  • 
d'où  ro  —  log  tang  34*45'  =  o,22*i4o4; 


donc  log  23,298+10— log  tang  34*45'>  ou  log  c  =  1 ,5884%°, 
et  par  conséquent,-  ^  =  38,7667,     ou  3^,767  a  0,001  près. 
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l  r8  Bisoumoir 

Les  légères  différences  qui  existent  entre  ces  valeur*  dea,  c 
et  edle8  du  premier  cas  >  tiennent  a  ce  que  les  tables  ne  donnent 
jamais  des  Taleurs  vigoureusement  exactes;  mais  elles  suffisent 
dans  la  pratique. 

JV.  S»  Les  expressions  10  —  log  sin  B,  10— Jpg  tang  B,  ne 
sent  autre  chose  que  les  complément  arithmétiques  de  log  sin  B 
et  de  log  tang  B ,  complémens  que  l'on  peut  obtenir  d'après  Fins-  ' 
pection  seule  de  ces  logarithmes.         + 

Non»  ayons  cru  devoir  traker  un  exemple  de  chacun  des  cas 
préoédens ,  pour  montrer  ans  commenoaus  In  manière  de  se 
servir  des  tables  \  mais  pour  les  snivans ,  nous  nous  contente- 
rons d'établir  les  formules. 

Troisième  cas.  On  derme  V  hypoténuse  a  et  fun  des  côtis 
de  V angle  droit  b  ;  on  demande  B,  C  et  c. 

On  a  d'abord ,  d'après  la  relation  ( i) , 

log  sin  B  sx  Iog6  +  to  —  log  a  ^ 
ensuite»  C  ï=  ioo*  —  B  ; 

et  enfin ,  la  relation  (a)  donne 

log  c  ==  loga-f-log'cosB— -iq. 

È*  Pon  Toulait  obtenir  directement  c ,  d'après  les  données  a 
et  b ,  il  faudrait  avoir  recours  &  I»  relation  c*  sa  <*•—£*,  qui 

donne  es=  ya*~~ S%  ou  bien  c=  l/(a  +  ^)  («—*);  d'où, 
appliquant  les  logarithmes,  loge  =-  [log  (a + b) + log  (a— *  4)}. 

mm 

On  peut  du  moins»  employer  cette  dernière  formule  i  la  véri- 
fication des  calculs. 

QuATBiiKB  cas.  Ou  donne  les  deux  côtés  de  FangU  droit  b 
et  c;  on  demande  B,  C  et  a 

Le  second  principe  donne  d'abord  ' 


log  tang  B  e=  log  b  -f*  10  -*•  log  c. 
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On  à  ensuite  C  =  ioo° — B; 

et  de  la  relation  (i  )  on  déduit    Iog  a  =  log  h  +  i  o  —  log  «in  B. 

La  relation  (2)  donnerait  aussi  •  log  a  =s  log  c  +  10  —  logcosfi. 

89.  Première  remarque.  Comme  les  questions  relatives  anx 

.   triangles  rectangles  se  réduisent  à  celles-ci  :  deux  des  cinq 

choses,  B,  C,  a,  b,  c,  étant  données,  trouver  les  trois  autres, 

5x4 

et  que  5  quantités  combinées  2  à  2  ou  3  a  3 ,  donnent 

ou  10  combinaisons  |  il  s'ensuit  que  cette  question  générale 
présente  en  apparence  dix  casdifférens;  mais  en  les  analysant, 
on  reconnaît  qu'ils  rentrent  dans  les  quatre  cas  que  nous  ve- 
nons d'examiner. 

En  effet  y  il  faut  d'abord  faire  abstraction  de  celui  où  Pon 
donne  les  deux  angles  B  et  C ,  puisque,  dans  ce  cas,  le  triangle 
est  indéterminé;  c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  triangles 
{ tons  seinblaUles  entre  eux  )  qui  satisfont  à  la  question. 

Quant  aux  autres  cas ,  ils  sont  compris  sons  deux  hypothèses 

principales  :  on  donne  un  côté  et  un  angle,  on  bien ,  deux  cotée. 

Dans  Ul  première  hypothèse  ,  le  côté  donné  peut  être  Vhypc- 

t  tènuse,  oe  qui  offre  les  deux  combinaisons  û,  B  j  a,  C,  qui 

rentrent  évidemment  dans  l'énoncé  du  premier  cas. 

Si  le  côté  donné  est  un  côté  de  l'angle  droit,  on  a  les  quatre 
combinaisons  £,B|&,C|c,B[  c,C,quiaont  comprises  dans 
Ténoncé  du  second  cas, 

Dans&à  deuxième  hypothèse, l'un  des  côtés  donnés  peut  être 
V hypoténuse,  ce  qui  donne  les  deux  combinaisons  a,  A  |  a,  c\ 
et  celles-ci  rentrent  dans  le  troisième. 

Enfin,  on  peut  donner  les  deux  côté*  de  l'angle  droit,  ce  qui 
•     n'offre  qu'une  seule  combinaison  correspondante  au  quatrième 
,  cas,  savoir >  b>  c. 

*       go.  Seconde  remarque.  En  réfléchissant  sur  ces  niasses  ques- 

I  '  lions ,  on  reconnaît  facilement   qu'un   triangle  rectangle  est 

*  •        toujours  possible  avec  les  données  de  chacun  des  cas  examinés 

n*  88  j  à  l'exception  du  troisième,  il  faut,  dans  ce  cas,  pour 


•       t. 
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que  le  triangle  soit  possible,  que  le  côté  de  l'angle  droit  ait  une 
valeur  numérique  moindre  que  l'hypoténuse.  Si  le  contraire 
avait  lieu,  la  construction  géométrique  ferait  ressortir  l'impos- 
sibilité du  triangle;  or ,  je  dis  qu'il  en  est  de  même  4e  la  réso- 
lution par  la  Trigonométrie. 

En  effet',  la  formule  qui  donne  ;  dans  ce  cas ,  la  valeur  de 
l'angle  B ,  étant    log  sîn  B  =  log  b  +  10  —  log  a;    si  l'on  a 

b  >  a ,   il  s'ensuit   log  b  >  log  a  $   d'où  log  b  —  log  a  >  o  j 

et  par  conséquent,  log  sin  B  2>  10 ;  ce  qui  est  impossible ,  puis- 
qu'un sinus  doit  toujours  être  moindre  que  le  rayon. 

Dans  les  trois  autres  cas ,  il  est  aisé  de  voir  que  les  formules 
donnent  des  valeurs  toujours  admissibles. 

En  général ,  les  expressions 

sina>r,  cosa>r,  séca<r,  coséca<V, 

^ulogsina>io,logcx)sa>iOjlogséca<Oo,  log  coeéca<  to, 
sont,  en  Trigonométrie,  des  symboles  d'absurdité,  «omrae  le 

sont  en  Algèbre ,  les  expressions  telles  que  l/—  a. 

C'est  une  remarque  que  nous  avons  déjà  faite  dans  le  n°  5g , 
où  nous  avons  observé  que  les  tangente  et  cotangente  n'offrent 
pas  de  caractère  semblable,  parce  que  ces  lignes  peuvent  passer 
par  tous  les \è tats.de  grandeur. 

De*  triangles  quelconques. 


La  résolution  des  triangles  quelconques  repose  également  sur 
deux  principes  dont  voici  les  démonstrations. 

91 .  Premier  principe.  Dans  tout  triangle,  les  sinus  des  angles 
sont  entre  eux  respectivement  comme  les  côtés  opposés  à  ces 
angles.    *  ' 

Fig.  53.      50 jt  ABC  (Jig.  53  )  un  triangle  acutangle  ou  obtusangte  en  G 

Du  point  B ,  abaissons  la  perpendiculaire  BD  sur  le  coté  op-  * 
posé  AC ,  prolongé  si  cela  est  nécessaire. 

En  appliquant  aux  deux  triangle*  rectangles  ADB,  BDC,  le 
principe  du  n°  84,  o» a  les  ^cjhx  proportions 


r 


• 


• 
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r!«î»A::c:BD,l  ,,  ,  .,       .     „      csmA     nn_  csinC 

r:rinC::a:BD;Jdoulonl,rcBD  =  — ->  BD=  — ' 

et  par  conséquent ,      sin  A  7  sî»  C  II  a  l  c , 

Lorsque  l'angle  C  est  obtus ,  c'est  l'angle  BCD  qui  entre  dans 
la  seconde  proportion  ;  mais  comme  (n°  5a)  deux  angles  s*p- 
plétneus  Tua  de  l'autre  ont  même  sinus ,  il  en  résulte.  ..%... 
sin  BCD  =  sîn  BCA  =  sin  G  ;  et  la  troisième  proportion  n'en 
subsiste  pas  moins. 

En  considérant  les  deux  angles  A,  B,  et  abaissant  du  point  C 
une  perpendiculaire  sur  AB,  on  trouverait  encore 

sin  A  :  sin  B  ::  a  :  b* 

Cette  proportion  et  la  troisième  peuvent  être  réunies  ainsi , 

sin  A  :  sinB  S  sin  C  II  a  l  b  î  c; (i) 

ce  qui   démontre  le  principe  énoncé. 

92.  Second  principe.  Dans  tout  triangle,  le  carré  de  l'un 
quelconque  des  côtés  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres j  moins  le  double  produit  de  ces  deux  côtés  et  du  cosinus 
de  L3 angle  opposé  au  premier  côté.  (  Le  rayon  est  ici  supposé 
égal  à  Y  unité.) 

Considérons  la  même  figure  tfig*  53)\  on  a,  d'après  un 
théorème  connji, 

AB  =  BC*+  ZC*—  aAC  X  CDi 
00  c*  =  a»  +  b*  —  ib  X  CD  ; 

mais  dans  le  triangle  rectangle  BDC ,  on  a  (n°  85),  CD  7=x  a  00s  C  ;  ' 
donc ,  en  substituant ,  c9  =  a*  -+-  b*  —  lab  X  cos  C . . . .     (2) 
Si  l'angle  C  était  obtus ,  on  aurait  d'abord 

T5afcs  BC'+  AC*+  2AC  X  CD, 
ou  c*  =  a*  -f  b*  +  %b  X  CD. 

Or ,  le  triangle  rectangle  BDC  donnerait  CD  =a  X  cos  BCD  ; 
mais  comme  BCD  =  900* -~-  BCAe=2oo0-~  C,  il  en  résulte 
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(n*5a)  cos  BCD  s*—  cos  €  (deux  angles  tuppléJneuS  l'u»  de 
l'autre  ont  des  cosinus  égaux  et  de  signes  contraires)  ;  ainsi, 
CD  =  aX  — cosCcs  — a  x  cos  C  ;  et  par  conséquent, 
c*  =  a?  -\-  b*  —  lab  cos  C;  d'où  l'on  Toit  que*  le  principe 
énoncé  est  Traî ,  quelle  que  soit  la  nature  de  l'angle  C. 

Si  le  rayon  était  différent  de  l'unité ,  il  faudrait  le  rétablir 
dans  la  formule,  et  l'on  aurait,  d'après  la  règle  relative  à 
l'homogénéité» 

.         »    .    l.       aa&XcosC 
e*  =  a*  +  b%  — ; 

r 

mais  c'est  principalement  sous  là  première  forme  que  nous 
ferons  usage  de  cette  relation. 

De  même  que  c  est  exprimé  dans  cette  formule ,  au  moyen 
de  à  et  b ,  on  pourrait  également  chercher  b  en  fonction  de  a 
et  c ,  ou  a  en  fonction  de  b  et  cj  ce  qui  donnerait  les  deux 
'"nouvelles  relations  ' 

6*  =  a1  ■+■  c*  —  aac  X  cos  B, 
a*  =c  *■  +  c*  — ibc  X  cos  A. 

93.  Arant  de  passer  à  l'examen  des  différons  cas  relatifs  a  la 
résolution  des  triangles  quelconques,  commençons  par  en  dé- 
terminer te  nombre. 

Or,  la  question  générale  ayant  pour  but  de  déterminer  ùvi* 
quelconques  des  six  choses  A ,  B9  C,  a\  b>  c ,  connaissant  les 
trois  autres,  comme  6  quantités  combinées  3   à  3   donnent 

6  x  5  x  â. 

£--£  ou  20  combinaisons ,  il  s'ensuit  que  cette  question 

offre  en  apparence  vingt  cas  différens ,  mais  une  analyse  suc" 
cincte  les  réduit  k  quatre,  comme  nous  allons  le  voir* 

Nous  devons  d'abord  faire  abstraction  de  celui  ou  l'on  donne 
les  angles  A,  B,  C,  et  qui  est  indéterminé. 

Maintenant,  on  peut  donner 

i*.  Uncôtéetdéux  angles \,  ce  qui  offre  les  tz  eu/combinaisons 


f  o,  A,  B, 
*>  A,  C, 
a,  B,   C, 


* 


b,  A,  B, 


*î  B,  C, 


A,  B, 


b^A,  C,    c,  A,  C, 


B,  C. 


* 

* 
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Il  est  d'ailleurs  indifférait  que  loi  deux  angles  donnés 
soient  À  et  B,  À  et  C,  on  B  et  C,  puisque  la  relation 
A+B+Csaoo%  fait  connaître  immédiatement  le  troi- 
sième. II  suffit  seulement  que  la  somme  des  deux  angles  soit 
donnée  moindre  que  200*  ; 

a*.  Deux  côtés  et  V angle  opposé  à  fum  de  est  césés;  «e  qui 
présente  sûr  oombinaisons 

t       /  a,  b%  A  1  a,  c,  A  1  bf  c,  B  1 

l  a,  A,  B  I  a,  c,  C  I  i,  c,  C;J 


et  les  calculs  effectué*  pour  Pune  d'elles  dotant  s'applique*  aux 
cinq  autres;  * 

3°.  Deux  côté*  et  fengle  compris;  ce  qui  donne  les  trois 
combinaisons  a>b,  C\a,c^B\  b>  c,  A; 

4°.  Enfin,  les  truie  côtés;  et  dernier  eus  n'offre  qu'une  a*u!e 
combinaison. 

On  a  donc  en  tout  19  Oombinaisons,  qui  se  réduisent  à 
quatre  cas  différent 

94*  PuBiaBa.  cas.  On  donne  un  côté  a  et  deux  angles  A  et  B, 

il  faut  trouver  C,  b  et  c. 
On  a  d'abord  pour  l'augle  C ,    C  sa  aoo°  —  (À  -f-  B> 
Ensuite,  les  proportions   sin  A  :  s?n B  ::  a  \  b 

et  sin  A  ?sinC  II  a  le,  donnent 

log  b  s»  log  a  +  l<y  sin  B  «—  log  sin  A* 
et  log  c  =  log  a  +  log  sin  C  —  log  sin  Aj 

ces  formules  font  connaître  log  b,  log  c,  et  par  suite  b,c. 

o5.  Sxoowd  cas.  Étant  donnée  deux  ùMs  a,  b  et  t 'angle  A 
opposé  à  l'un  d'eux,  trouver  B,  C  et  c. 

On  obtient  d'abord  l'angle  B  par  la  proportion 

sin  A:  sînB  liai  b9 
*   qui  donne    logstn  B  =log  sin  A  -f»  log  b  —  log  fr. 
%  Connaissant  lqi  deux-angles  4  «*  B,  on  en  déduit 
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puis,  pour  déterminer  c,  l'on  a  r 

.  •  » 

logcsloga+logsioG  —  fegsiaA* 

Discussion.  Ce  second  cas  offre  diverses  circonstances  qu'if 
est  important  d'examiner. 

Gomme  l'angle  B  est  ici  déterminé  par  son  sinus ,  et  que 
.  deux  angles  supplément  l'un  de  l'autre  ont  même  sinus,  il  s'en- 
•  suit  que,  log  sin  B  étant  calculé  d'après  la  formule  ci-dessus r 
on  peut  prendre  pour  valeur  correspondante  de  l'angle  cher- 
ché, soit  l'angle  aigu  B  qui  se  trouve  4*°*  1*  table,  soit  son 
supplément  aoo° — B.  # 

Ces. deux,  valeura  étant  transportées  dans  les  formules  qui 
donnent  C  et  c,  fourniront  également  deux  valeurs  pour  ^cha- 
cune de  ces  grandeurs*  D'où  l'on  voit  que  la  question  est,  en 
général,  susceptible  de  deux  solutions. 

Eu  effet,. la  construction  géométrique  donne  lien  aux  deux 
F'o-  54*  triangles  ABC,  ÀB'C  (Jïg.  54) ,  dont  l'un  est  acutangle  en  B,  et 
l'autre  obtusangle  en  B'. 

L'indétermination  cesse  lorsqu'on  sait  d'avance  de  quelle  es- 
pèce est  l'angle  inconnu  B,  c'est-à-dire  s'il  est  aigu  ou  obtus. 
Dans  le  premier  cas,  on  prend  pour  valeur  correspondante  a 
log  sin  B,  l'angle  aigu  de  la  table;  et,  dans  le  second  cas,  on 
prend  son  supplément 

II  n'y  a  d'ailleurs  qu'une  solution  dans  deux  circonstances 
principales  :  . 

i°.  Lorsque,  l'angle  A  étant  aigu,  on  donne  a^>b-7  car 
alors,  comme  au  plus  grand  côté  doit  être  opposé  le  plus 
grand  angle  *  il  est  clair  qu'on  doit  avoir  A>B  :  on  ne  peut 
donc  prendre  pour  B ,  que  l'angle  aigu  de  la  table  ;    . 

2°.  Lorsque  l'angle  A  est  obtus;  car,  dans  ce  cas,  B  ne. peut 
être  qu'un  angle  aigu. 

En6n,  il  est  deux  autres  circonstances  particulières  ou  la 
question  n'est  susceptible  que  d'une  solution,  on  n'en  admet^ 
aucune»  C'est  lorsqu'on  trouve  pour  log  sin  B,  ^  * 

log  sin  B=  io,      ou      logsinB^io. 


«    * 


•  4 

* 
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« 

Pour  savoir  si  cela  peut  arriver,  et  quand  cela  Arrive,  reve- 
nons sur  la  construction  géométrique  {fig*  54  ).  j 
.    Il  peut  se  faire  que  Tare  de  cercle  décrit  du  point  C  comme 
centre,  qui  rencontre  généralement  AX  en  deux  points,  ne 
fasse  que  toucher  cette  droite. 

Dans  ce  cas ,  les  deux  triangles  ABC,  AB'C  se  réduisent  an  seul 
triangle  rectangle  ADC.  T-âehons  d'exprimer  algébriquement 
cette  condition.  On  doit  avoir  évidemment  CB  ou  a  =  CD. 

Mais  le  triangle  rectangle  ADC  donne  (n°  84) 


CD  = 


b  sinA 


La  relation  précédente  devient  donc  * 

b  sin  A  b  sin  A 

a  =3  — —    ou        -         s»  r. 
r  a 

Ainsi , 
log  b  +  log  sin  A  —  log à ,    ou    log  sinB  =  logrs±=  io. 

D'eu  l'on  Toit  qu'on  parvient  à  log  sin  B  =  io  ,  lorsqu'on  sup- 
pose entre  les  données  a ,  b ,  À ,  la  relation  </==  ■  ;  :  on, 

géométriquement*  le  côté  a  égal  k  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  C  sur  AX. 

Enfin,  on  peut  avoir 

-  b  sin  A  b  sin  A  . 

a<-7-,     ou     — —  >r;         , 

il  en  résulte  log  b  •+-  log  *in  A  —  log  a,  ou  log  sin  B  >  io. 

C'est  le  cas  où  l'arc  de  cercle  n'atteint  pas  la  droite  AX 
0%T-,54)>  puisque  alors  pn  a  a<CD; 

96.  Troisième  cas.  Étant  donnés  deux  côtés  a,  b,  et  l'angle 
compris  C,  trouver  A,  B  et  c. 

On  ne  peut,  pour  ce  cas,  foire  immédiatement  usage  du 
iw  principe ,  parce  que  la  relation  (1)  n'existant  qu'entre  les 
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parties  opposées  du  triangle,  on  aurait  toujours  deux  incon- 
nues dans  l'une  quelconque  des  proportions  qu'elle  fournit. 
Cependant,  ce  principe,  combiné  avec  la  proposition  du  n°  76 f 
donne  lieu  à  une  formule  qui  fait  connaître  en  même  temps  les 
deux  angles  A  et  B. 

En  .effet,  de  la  proportion  sin.  A  :  sût  B  :;  a  l  hM 

■ 

on  déduit  sin À  +  sinB  t  sin À  —  sinB  ::  a+A  ta  —  A; 

■ 

mais,  en  vertu  du  théorème  n°  76,  on  a 

sin  A  +  sin  B  :  sin  A — sin  B  :  !  tang  -  (A+B)  :  tang  -  (A— B). 

^B  <s» 

Comparant  entre  elles  ces  deux  dernières  proportions,  on 
obtient 

a  +  b\a  —  b  ::  tan#-(A  +  B)  :tang-(A  —  B). 

Cela  posé,  comme  l'angle  C  est  donné,  et  qu'on  a  d'ailleurs* 
A+B=aoo?  — C,    U  en  résulte    i(A  +  B)s=s  100  —  -  Ci 

ainsi,  l'angle- (A  -f-  B)  est  connu,  et  l'on  a 

tang -(À  +  B)  =  cot-C. 

Les  trois  premiers  termes  de  la  proportion  précédente  étant 
connus,  on  pourra  calculer  le  quatrième  terme,  savoir: 

tang  -  (A  +  B),    et  par  suite  déterminer  l'arc    -  (A  —  B)  ; 

la  formule  logarithmique  est 

logtang-(A— B)=log(a  — A)+logcotiC  —  log(a  +  *)- 

Soit  donc  -  (A  —  B)  =  n , 

n  désignant  un  nombre  de  degrés  connu.  Comme  on  a  déjà 


*# 
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,  5<A+B)=ioo«--Cf 


I 


On  obtient , par  addition ,    A  t=  i  oo°  —  -  C  +  n, 


2 


et  par  soustraction,  B  =  ioo°—  -  G  —  ». 

Connaissant  les  angles  A,B,C, on  trouve  le  3*  côté  c  par  la 
formule  log  c  =  log  a  +  log  sin  Ç  —  log  sîn  À, 

ou  par  celle-ci  >  log  c  =  log  b  +  log  sin  C  —  log  sin  B. 

97.  Discussion*  La  construction  d'un  triangle  dont  deux 
côtés  et  l'angle  compris  sont  donnés ,  est  toujours  possible  ;  et 
en  effet»  la  formule  principale  d'où  dépend,  dans  ce  cas,  la  dé- 
termination des  angles  À  et  B,  renferme  une  tangente  comme 
inconnue;  or ,  on  sait  qu'une  tangente  peut  passer  par  tous  les 
états  de  grandeur. 

Considérons  le. cas  particulier  de    atsi;     la  formule  qui 

donna    tang  -  (  A  — -  B) ,    devient 

tang-(A —  B)  =  o;    d'où    -(A  —  B),  on  n  =50; 
ee  qui  réduit  (es  valeurs  de  A  et  B  à 

A=ioo°  —  ic,     Bssioo»— -C. 

a  a 

Cela  doit  être,  puisque  le  triangle  est  isoscèle. 

Quant  à  lavaient*  de  c, l'on  a    ca- — .—:     mais 

^  un  A 

sinA  =  sin(ioo*  — iC)ŒS€OsiC;  et  (n*63) 


sinC  ss  a  sin  -C  X  cos-C 

2  2 


Substituant  ces  deux  valeurs,  on  trouve 


c  =  2a  sin  -  G. 

a 


• 


ia8  résolution  • 

C'est  ce  qu'indique  la  figure  correspondante  à  ce  cas  parti-» 
Fig.  55.  culicr.  Soit  ACB  (Jig.  55)  un  triangle  isoscèle,  savoir  :BC=AC 
ou  a  =  b\  il  en  résulte  ÀssB;  et  si  l'on  abaisse  la  perpendi- 
culaire CD,  on  a 

DCB  =  DCAsb-C:    d'où    A  =  B  =s*  ioo°->-ic. 

2      <  2 

D'ailleurs  le  triangle  rectangle  ADC  donne  (n*  85) 

■ 

BD,    ou     -c  =  BCXsinBCD=asiniC: 

i 

et  par  conséquent ,     csaisin-C. 

98.  Quoique  la  méthode  qui  vient  d'être  exposée  pour  ré- 
soudre le  troisième  cas,  soit  très  simple,  et  la  seule  même  dont 
on  se  serve  ordinairement,  nous  croyons  devoir  en  faire  con- 
naître une. seconde,  qui  consiste  à  déterminer  d'abord  le  3* 
côté  c  en  fonction  des  données,  et  à  en  déduire  ensuite  les 
angles,  parce  qu'elle  donne,  lieu  à  des  transformations  trigo- 
nométriqnes  que  les  jeunes  gêna  ne  sauraient  se  rendre  trop 
familières. 


La  formule  du  n°  92  donne    c  ^c  \/a%  +  ^*—  aa&  cos  C , 

et  fait  connaître  immédiatement  c  en  fonction,  des  données 
a,  ft,  C.  A  la  vérité,  cette  valeur,  dans  son  état  actuel,  ne  se 
prête  pas  à  l'emploi  des  logarithmes;  mais  on  peut  lui  faire  subir 
une  transformation  ayant  pour  objet  de  la  ramener  à  une  autre 
qui  ne  contienne  que  des  symboles  de  multiplication,  division 
et  extraction  de  racine  ;  ou  bien ,  si  la  nouvelle  expression 
renferme  encore  les  signes.  +  et  —,  ces  signes  ne  doivent  réunir' 
que  des  termes  du  premier  degré. 

Dans  l'expression  ci-dessus,  la  quantité  soumise  au  radical 
renfermant  trois  termes ,  il  faut  d'abord  tâcher  d'en  diminuer  le 
nombre. 

Pour  cela ,  nous  avons  recours  à  la  formule  sin*  -  ar= 


*  ■ 


1 — cosa 


2  2        ' 


r 
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i       trouvée  n°  65  ;  on  en  déduit    cos  a  =  i  —  2  sin*  -  a , 

ou  mettant  C  au  lieu  de  û,     cos C  =s  1  —  2  sin*-  C. 

2 

.  Portons  cette  valeur  dans  celle  de  c;  il  Tient 

c  =  l/  a*  +  &*—  2aô  (1  —  2  sin*  -  C) , 
expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 


.  c=  v/(a—  i)â+4a*sin*-C; 


et  déjà ,  par  cette  transformation,  la  quantité  soumise  au  radical 
est  réduite  à  deux  termes. 

Actuellement ,  multiplions  en  avant  du  radical,  par  a  —  b, 
et  divisons  sous  le  radical,  par  (a— A)*;  il  en  résulte 

4a6sin*£C        M       m 
et  si  nous  posons  ,        =  tang*  ç, 

«  ,  *  2  sin  |  C    /— j- 

d'où  tang  <p  =    g_J^    t/aA, 

la  valeur  de  c  devient     c=(a — b)  yi+  tang*  <p  ; 

mais  on  a  vu  (n°  5o)  que     y  1  -|-  tang*  9  =  séc  p  = ; 

donc  enfin  c  = . 

cos$ 

D'où  Ton  voit  que  la  valeur  de  c  s'obtiendrait  facilement  par 
logarithmes,  si  l'on  connaissait  l'angle  p.  Or,  l'expression  de 
tang  <p ,  établie  plus  baut ,  peut  elle-même  être  calculée  par  lo- 
garithmes; on  a 

loglangp  =  log2  +  logsin-CH — loga+£log£ — log(a — b). 

2         2 
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L'angle  f  étant  ainsi  déterminé ,  on  trouve  pour  c  f 

log  c  =3  log  (a  —  b)  —  log  cos  p, 

on  plutôt,       log  c=  log  (a  —  b)  +  10 — log  cos  f, 

a  i—  b 
parce  que  l'expression    c  = n'étant  pas  homogène, 

on  doit  la  rendre  telle,  ce  qui  donne    c =— — . 

^  cosf 

(  Il  n'y  a  rien  à  changer  à  l'expression  tang  f  =  — — -r-  l/«A, 

qui  est  évidemment  homogène.) 

Il  est  à  remarquer  que  si,  dans  la  râleur 

log  c  =  (a  —  b) —  log  cos  ?,  pour  éviter  la  soustraètion,  l'on 
a  recours  aux  complément ,  elle  devient 

log  c  =  log  (a—  A)  +  comp  log  cosf, 
qui  est  identique  avec  la  formule 

log  c  =  log  (a  —  A)  +  10  —  log  cos  ç  ; 
c'est-à-dire  qu'en  opérant  par  les  complémens,  sur  la  formule 

c  — on  trouve ,  sans  être  obligé  de  retrancher  10 ,  le 

cos  ç  D 

même  résultat  que  celui  qui  correspond  à  l'expression  rendue 

homogène.  » 

Le  côté  c  une  fois  connu ,  l'on  obtient  les  angles  A  et  B  par 

les  formules    log  sin  À  =  log  si  a  C  +  log  a  —  log  c , 

log  sin  B  es  log  sin  G  +  log  b  —  log  c; 

et  si  les  calculs  de  cette  méthode  ont  été  exacts ,  les  trois  angles' 
A,B,C  doivent  satisfaire  k  la  relation    A  +  B  -f-  C  =  200*. 

99.  N.  B.  Nous  observerons,  à  cette  occasion ,  quetcetté  même 
relation  ne  saurait  servir  à  vérifier  les  calculs  de  la  première 
méthode,  parce  que  les  angles  A  et  B  n'ont  pas  été  déterminés 
indépendamment  l'un  de  l'autre ,  mais  au  moyen  des  relation» 

i  (A  —  B)  =  n ,     i  (A  +  B)  =  i  oo°  —  -  C ,     dont  la  dernière 
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n'est  autre  choie  que  la  relation A-f-B  +  C»  2000. 

Ainsi  ,  quand  bien  même  on  aurait  commis  une  erreur  en 
déterminant  n,  ce  qui  forme  le  calcul  principal  de  la  méthode, 
les  angles  A,  B,  C  n'en  vérifieraient  pas  moins  cette  relation. 


1^  .       «  1 


Les  deux  expressions  A=ioo°— -C+n,  Bssioo* C n 

2  2 

donnent  en  effet,  par  leur  addition,  À +6=200° — C,  ou 
A  +  B  +  C  =  2000,  que  n  soit  exact  ou  inexact. 

100.  Voyons  ce  que  deviennent  les  formules  de  la  seconde 
méthode  y  dans  le  cas  particulier  de  a  =  b. 

D'abord ,1a  fbrWe     tangos — — j-  \/ab    devient 


1  •  •  •  • 


tang  q>  = —  ;  et  puisquejla  tangente  est  infinie,  $  est  un 

a—  b      o 

angle  droit;fon  a  donecos  ç=o,  et  c  ou  —=  -. 

0  7  cosf        o 

Pour  interpréter  ce  dernier  résultat,  remarquons  qu'afin  de 

rendre  la  valeur  de  c  calculable  par  logarithmes ,  on  a  élé 

conduit  à'  multiplier  cette  valeur,  haut  et  bas,  par  a— i;  il 

n'est  donc  pas  surprenant'qu'on  ait  c  =  -,  lorsque  l'on  pose 

û  =  i,     d'où     a—  6  =  0. 
Si  l'on  veut  'obtenir  la  vraie  valeur  de  c,  il  faut  remonter  k 
l'expression  c  =  %/(a — b)%  +  frb  tin* -C  9  laquelle  devient, 

dans  Phypothèse'de  a  =  &,  c'=  l/  fya* sina  -C=s  2<zsin-  C  , 
comme  on  Fa  trouvé  d'après  la  ir*  méthode. 

101.  Comme  le  troisième  cas  est  un  des  plus  importans  de  la 
résolution  des  triangles;  nous  allons  appliquer  les  formules  à 
un  exemple  particulier  que  nous  traiterons  successivement  par 
les  deux  méthodes. 

Soient    a  =  45»», 4g,     b  =  34"  ,58,     0  =  69*  28'. 
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Première  méthode.  .Lçs  formules  sont 
logtang  -(A  —  B)  =  log(a—  6)  +  logcot-C  —  log(a  +  i), 

3  2 

log  c  =  log  sin  G  +  log  a—  log  sin  À. 
j  Voyons  ce  qu'elles  deviennent  dans  le  cas  dont  il  s'agit  : 

«         -a-f-  fc  =  80,07  ;  «  —  4=  10,91  $ 

A  +  B  =  2oo°  — 69°28'  =  i3o°72';   -(A  +  B)  =  65°  36'. 

Cela  posé,  l'on  a     log(a  — i)  =  log  10,91  =     1,0378248 
logcot-C=logtang-(A+B)=logtang65°36'  =  10,2182093 

2  <« 

corap.  log  (a  +  i)  =  c.  log  80,07=     8 ,  0965302 

Donc  log  tang  -  (  A  —  B)  =    9 ,  3525643 

2 

(On  a  supprime  U  dixnine  du  résultat ,  comme 
provenant  du  complément  que  Ton  a  pris.) 

d»0Ji  -(A  —  B)  =   l4°  10'; 

4        2 

mais  on  a  déjà  -  (A  +  B)  =  65°  36'  ; 

donc  A  =  79°  46'    et    B  =  5t°2Ô/. 

Il  reste  à  déterminer  c. 

On  a  log  sin  C= log  sin  690  28'=  9, 947343 1 

loga  =  log  45,49=    1,6579159 
comp.  log  sin  A  =  corap.  log  sîn  790  46'  =   o  ,0230079 

d'où  log  c  =    1 ,6282669; 

et  par  conséquent ,     c  =  42,488  =  42>49 • 

'•  Seconde  méthode.  On  a  pour  les  formules, 

log  tang f= log  a  +  logsin  -C  +  -  loga  +-  log&i— log(a— b), 
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log  c  =  log  (a  —  b)  +  x  o  —  log  cos  ^ , 
log  sîn  A=  log  sîn  C  +  log  a  —  log  c, 
log  sin  B  =  log  sin  C  +  log  b  —  log  c  , 
A  -f  B  +  C  =  2oo°. 

Cherchons  d'abord  la  valeur  de  log  tang  <p. 

log  2  =     o,3oio3oo 
log  sin  -C  =  idg  sîn  34°64'  =     9>7i4°5ï9 

-  log  a  =  -  log  45,49  =     o ,  8289579 

-  log  b  =  i  log  34,58  sss    o,  7694*25 
22 

comp.  log  (a  — £)  =  comp  log  10,91  =    8,9621752 

donc         log  tang  ^  =  10,5756275; 
d'où         log  cot  9  =  20  —  log  tang  ç  =    9, 4^43725 . 

Cherchant  dans  la  table  Parc  corres- 
pondant ,  on  trouve  f  =     83°  47  • 

Pour  calculer  c,  Ton  a    log  (a  —  b)  =     1 ,0378248 
comp.  log  cos  <p  =  c.  log  cos  83°  47'  =    °»59o4983 

donc        logc=     i,628323i; 
d'où        c  =  4M93  =  4*>49 

Il  reste  à  déterminer  À  et  B. 

i°.  log  sin  C  =  log  sin  690  28'  =    9,9473431 

log  a  =  log  45,49  =     1  ,6579159 
comp.  log  c  =  c.  log  42>49  =    8,3717133. 

donc  log  sin  A  =s     9,976972s*, 

d'où  A  =     79"  45\ 
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*:         log  sin  Cs=  log  ain  69*28'  =3    g,g47343* 

.  log  b = log  34 ,  58  =    1 ,5388a5o 
comp  log  c  =  c.  log  4^,49  ~    8,3717133 

donc        log  sin  B  =    9,8578814? 
d'où  B  s=  5i°  26' 

A  +  B  +  C=79°45'  +  5i026'+69<>28#=i99099'. 

Le  résultat  présente  une  erreur  de  1'. 

Quoique  la  première  méthode  soit  plus  simple  que  la  seconde, 
celle-ci  a  toutefois  un  avantage,  c'est  de  présenter  immédiate— 
ment  un  moyen  de  vérification.  Au  reste,  rien  n'empêche ,  dans 
lu  seconde  méthode,  de  s'arrête?  à  la  valeur  de  c,  seulement 
pour  vérifier  les  calculs  de  la  première. 

102.  Quatrième  et  dernier  cas.  Étant  donnés  les  trois  côtés 
a,  b,cf  déterminer  les  angles  À,  B,  C. 

Les  trois  formules  du  second  principe  (n°  92)  donnent 

&•+£•— a»  a*+€*—P  „      a%+b*—c> 

COsA  = 7 ,    COSD= ,  COSC=r F"*""  f 

ibc  2ac  aab 

mais  comme  ces  expressions  ne  sont  pas  calculables  par  loga- 
rithmes, il  faut  tâcher  de  les  transformer  en  d'autres  qui  rem- 
plissent ces  conditions. 

Considérons  en  particulier  la  première,  cos  A=  ,       — "  > 

et  ajoutons  1  aux  deux  membres  ;  il  vient 

,+cosA=i+  — g; =V— -3, 

(b  -+-  c  •+•  a)  (b  +  c  — 
nbc 

On  voit  déjà  que ,  par  cette  transformation  ,  le  second 
membre  ne  renferme  que  des  multiplications  et  des  divisions 
à  effectuer. 

Maintenant ,  si  l'on  se  rappelle  (  n°  65  )  que' 


I 
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I    .  -   /  I  -H  COS  A  .  .  *  • 

cos-Àsw ,    et  qu  on  mette  dan*  cette  formule, 

au  lien  de  i  4-  cos  A ,  sa  valeur,  on  trouye 


i*-Va 


_ .  .  ,         c  -+•  à)  (b  +  c  —  a) 

COS 


a  V  ific 

Posons ,  pour  plus  de  simplicité , 

a  +  *  +  e  ==  V  i     d'oh     ft-f-c— -  a  se  ap  —  la; 

on  obtient  cos-À=  t/   °     /^  '  ^     t 

ou  «réduisant.    cos~As=t  V/^^r- — '• 

a«  -L.   /*•  _ 

En  opérant  de  même  sur      cos  B  =  — 


%ac 


a*+b%  —  c% 
cos  C  = r ,    on  trouverait 


cos 


a         V         oc  a  V         ao 


Ces  trois  résultats,  qui  fopt  connaître  les  angles  A,^B,  C  par 
les  cosinus  de  leurs  moitiés, sont  calculables  par  logarithmes* 
On  tire  en  effet  du  premier. 

log  cos -JA  =  -  [  log />  +  log  (p  —  a)  — log&—  loge], 
ou ,  en  employant  les  complémens  arithmétiques , 

logcos-A=-  [log/>  +  log  (p—a)  +  c.  log  b  +  c.  log  cj. 

a         a 

N.  B.  Quoiqu'on  ait  pris  deux  complémens.  cette  dernière 
expression,  telle  qu'elle  est.  n'en  donne  pas  moins  la  Traie  râ- 
leur de  log  cos  -  A,  e'eat-à-dkre  oelk  qui  correspond  à  rssi  ©'•  * 
ou  qui  se  trouye  dans  la  table* 
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En  effet,  pour  rendre  cos  l-  A  =  yJ^Sl^JÙ  homogène; 

on  doit  multiplier  la  quantité  soumise  au   radical   par  r*  ; 
ce  qui  donne 


cos 


2  V  bc  ' 

d'où ,  appliquant  les  logarithmes  , 

logcos-A  =  l[log/>+log(/>—a)  +  io  — log^  +  io-log<], 

résultat  identique  avec  le  précédent. 

Comme  les  angles  A,  B ,  C  sont  déterminés  indépendam- 
ment les  uns  des  autres,  il  s'ensuit  qu'on  peut  employer  la 
relation  A  +  B  +  C  =5: 200°,  p0Ur  la  vérification  des  calculs. 

1  o3.  Discussion.  Reprenons  la  formule  cos  -  A=  \  /P(P~a} 

2         V        bc       9 

et  observons  que  l'angle  £  A  étant  calculé  par  le  moyen  de  son 

cosinus ,  sa  détermination  dépend  de  deux  conditions  :  il 
faut ,  i°.  que  la  quantité  sous  le  radical  soit  positive;  20.  que 
cette  quantité  soit  moindre  que  l'unité,  puisque  l'on  a  sup- 
posé r=i. 

Ainsi ,  l'on  doit  avoir 

bc         ->°     et  £ <*• 

La  première  se  réduit  à 

/>-—  a>o     ou >a,     ou  bien  enfin.     b  +  c>a. 

*  2 

La  seconde  devient 

(a+b+c\/a+b+c       \ 
~ Ï~"A      a «)<*^ou(a+*+c)(*+«-a)<44c,  .^ 

ou  (è+c)ft— a*<4&?,     ou     (*— c)'<aa; 

condition  qui  se  décompose  en  deux  autres,  savoir  :- 
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b  —  c  <  û,     d'où  b  <^  a  +  c,      si  Ton  a     &  >  c-, 

et  c  —  b  <  a,     d'où  c  <  a  -f-  i,     si  Ton  a     c  y>  b.  ' 

Donc,  pour  que  le  triangle  soit  possible,  il  faut  que  l'on  ait 

a  <  ô  +  c,     b  <  a  +  c,     c  <  a  +  £, 

ou  l'un  des  côtés  moindre  que  la  somme  des  deux  autres.  Ce  ré- 
sultat est  conforme  à  celui  que  donne  la  Géométrie. 

104.  Recherche  de  quelques  autres  formules  pour  la  résolu- 
tion du  4e  cas. 

b*  -f-  b*  —  a* 

1°.  De  la  formule  cos  A  = ; ,  on  déduit  encore 

ibe 


b*+c'—a%      ibe—b*— c%+a*      rt*  — (b—cy 
i— cosA=i  — 7 = *t =  - 1 > 

2  PC  HOC  2.DC 

mais     a*  —  (b  —  c)*  revient  à  (a  -f-  b — c)  (a  —  b  -f-  c)  ; 

,    '  A        (a  +  b  —  c)  (a—b+c) 

donc  i  —  cos  A  = '—r ' . 

7.bc 


Or  ,  on  a  trouvé  (n°  65)        sin  -  A  =  \f  - 


—  cos  A 


2 
mettant  dans  cette  expression  la  valeur  de  i  —  cos  A , 

, . .     .             .     i   .     ■       /(a  +  b  —  c)  (a  —  b  +  c) 
on  obtient  sin  -  A  =  1/  - — yf — '-. 

2  w  £LOC 

Soit  fait    a  +  b  -f-  c  =  *p,     d'où  a  +  b  —  c  =  np  —  ac, 
a  +  c  —  b^=znp  —  a£  j  on  trouve  enfin ,  toute  réduction  faite, 

8in  i  A = V  EEEQES 

2  V  bc 

Celte  formule ,  qui  donne  l'angle  A  par  le  sinus  de  sa  moitié  , 

est  tout  aussi  simple  que  la  valeur  de  cos  -  A ,  et  ta  l'avantage 

d'être  plus  symétrique;  mais  nous  avons  préféré  faire  connaître 
d'abord  celle-ci,  parce  qu'elle  se  déduit  plus  simplement  de  la 
valeur  de  cos  A ,  et  qu'elle  est  d'ailleurs  plus  commode  pour  la  . 
discussion. 

On  obtiendrait  de  même, 


i38  «iaoLUTicw 


a  V  aà  a  V  aa 


•in 

a°.  Si  nous  divisons 


il  en  résulte  ^  ou  tang  |  A  _  J^=^=3% 

et  cette  nouvelle  formule  peut  être  également  employée  avec 
avantage, 

3°.  Enfin ,  des  mêmes  valeurs  de  sin  -  A  et  cos  -  A ,  on  dé- 

a  a 

doit 

ou,  simplifiant  et  observant  que  (n°  63) 

sin  A  =  a  sin  -  A  cos  -  A. , 

a  a 


_a  \/p(p  —  a)  (p—b)  (p  —  c) 


sin  A  s=  , 

1  oc 


résultat  auquel  on  parviendrait  également  d'après  la  relation 

sin  A  =  l/ 1  — -  cos* A ,  en  mettant  à  la  place  de  cos  A  sa  valeur 

b%  -f-  c%  —  a% 

7 •  (Nous  engageons  les  élèves  a  faire  ce  calcul.) 

Cette  dernière  formule  est  beaucoup  moins  simple  que  les 
précédentes  1  puisque  l'on  a  sept  logarithmes  à  chercher,  au  lieu 
de  quatre  que  présentent  les  autres  formules. 

io5.  Toutefois ,  elle  nous  conduit  à  une  conséquence  très  re- 
marquable, .dont  nous  aurons  plus  d'une  fois  occasion  de  faire 
usage. 

On  a  trouvé  (n°  36) ,  en  désignant  par  S  la  surface  d'un 
triangle ,  et  par  ap  son  périmètre, 
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Cette  valeur  de  S  étant  substituée  dans  celle  de  sîn  A,  donne 

sin  A  =  V- ,  d'où  Ton  déduit    S  =  -  bc  sin  A  ; 

bc  s 

c est-à-dire  que  la  surface  d'un  triangle  est  égale  à  la  moitié 
du  produit  de  deux  des  côtés  et  du  sinus  de  V angle  compris 
entre  ces  côtés, 

Cest,  au  reste,  ce  qu'on  peut  vérifier  facilement  d'après  la 

figure*  On  a  en  effet  (fig.  53)  ABC  =  '  AQX  BD  =  ±b  X  BD;  ***  53. 

3  3 

mais  le  triangle  rectangle  ADB}donne  (n°  85)  BD  =  c  sin  A , 
doue  ABCss  -b  X  csin  A  =  -6csin  A. 

3  3    * 

106.  Nous  pouvons  maintenant  résoudre  la  question  du  n°4£« 
qui  a  servi  d'introduction  à  la  Trigonométrie. 

Il  s'agissait  de  calculer  la  hauteur  CD  (Jig,  43)  dans  le  triangle  Fig-  4- 
ACB,  connaissant  la  base  AB  =  c  et  les  angles  adjacens  A  et  B. 

On  a  d'abord  C= 3oo°  —  (A+  B) ,  d'où  sin  C=sin  (A  -f  B) \ 

le  principe  du  n*  91  donne  ensuite 

•    **        •    «  t        i»  «    ?  c  sin  B 

smC  :  smB  ::  c  :  *;    d'où  b=  .  — . 

sin  (A  +  B) 

Enfin  y  on  déduit  du  triangle  rectangle  ADC,  DC  =  4  sin  A  ; 

JU**  ~~fUt  vw>  -_  g  sin  A  sin  B 

donc  ennn  DC  =  -~ — ■;"  ,  ■  »* , 

sin  (A  -f  B) 

résultat  calculable  par  logarithmes. 
Veuti  on  calculer  la  surface  du  triangle  au  moyen  de  ces 

mêmes  données?  Ou  a    S=-  c  X  DC  ;    ou  mettant  a  la 

3 

1        -t    *%r*  t  c?       !      c%  w*  A  sin  B 

place  de  DC  sa  valeur ,    S  =  -  .     .    , .    ,  px . 

3      sin(A  +  B) 

109.  Rapprochons  ce  résultat  de  ceux  du  n°  précédent, 
S=  \/p(p  —  a)  {p  —  b)  (/>-c)7 

Ss-ic  sin  A. 

3 


i4<>  résolution 

On  voit  que  le  premier  donne  la  surface  du  triangle',  en 
fonction  d'un  côté  et  de  deux  angles  quelconques  ;  le  second ,  en 
fonction  des  trois  côtés,  et  le  troisième ,  en  fonction  de  deux  côtés 
et  de  l'angle  compris. 

Il  reste  donc ,  pour  avoir  la  surface  du  triangle,  exprimée  au 
moyen  des  données  de  chacun  des  cas  relatifs  à  la  résolution  des 
triangles,  à  trouver  cette  surface  en  fonction  de  deux  côtés  et  de 
l'angle  opposé  à  l'un  d'eux. 

Soient  donnés ,  par  exemple ,  les  oHés  a,  b  et  l'angle  A. 

On  a  d'abord     ABC  ou  S  =  -  c  X  CD  =  -  c  b  sin  A. 

Mais  la  relation  a*  =  b%  -f-  c*  —  nbc  cos  A ,  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

ca  —  ib  cos  A  .  c  =  a2  —  A% 

équation  qui ,  résolue  par  rapport  à  c,  donne 

c=b  cos  A  ±:  \/  b'cos*  A  +  a*  —  F  =  b  cos  A  ±.  {/a%—  b*  sin'A. 
Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  S,  on  obtient 

S  =  -  b  sin  A  (b  cos  A  ±  kV  —  6*  sina  AJT 

Mais  cette  formule  n'est  pas,  comme  les  autres,  immédiate- 
ment calculable  par  logarithmes ,  et  nous  ne  nous  arrêterons 
pas  ù  la  rendre  telle.  On  a  d'ailleurs  deux  valeurs  pour  Sr 
parce  qu'en  effet  on  a  vu  (n°  95}  qu'il  existe  en  général  deux 
F*g.  54.  triangles  qui  ont  pour  données  a ,  b  et  A  {Jïg.  54). 

Pour  que  ces  valeurs  soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait 

a  >  b  sin  A ,  ou  plutôt,  a  >  — ' — — ,  en  rétablissant  le  rayon, 

c'est-à-dire  CB  ou  CB'  >  la  perpendiculaire  CD. 

1 

108.  Nous  allons  joindre  à  ce  qui  précède  un  tableau  de 
toutes  les  formules  relatives  à  la  résolution  des  triangles  ,  soit 
rectangles,  soit  obi iquangles. 
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TABLEAU 

Des  Formules  relatives  à  la  résolution  des  triangles , 

9 

Avec  l'indication  des  numéros  d'où  on  les  a  tirées. 

Triangle 8  rectangles, 

étant  doanfe......  trouver 

/  e      C=ioo°—  B 

a,B...C,  bycl log  b  =  log  a  +  log  sin  B  —  i o, 
t  log  c  =5=  log  a  -f-  log  cos  B  —  10. 

C  =  ioo°  —  B, 


|A,  B..  .C,  a}  c^  log  a  =  log  6  -f- 1  o  —  log  sin  B , 

log  c  =  log  &  +  10  —  logtangB. 

^go\  y  .log  sin  B=log£+io  —  log  a, 

N  l  C=ioo° — B, 

a,6....B,C,c^       log  c  =  !og.a+logcosB  — 10, 


! 


ou  log  c  =  -  [log  (a  +  b)+ log  (a  —  6)]. 

2 


log  tang  B  =  log  b  +  io  —  log  c, 
6,c...B,C,a<J  C^=ioo°— B, 


log  a  =  log  £  -+•  io  —  log  sin  B. 

Triangles  quelconques, 

C=200°— (A  +  B), 
(94)  a,  A>B...C,6,cJlog  6  =  log  a  +  log  sin  B  —  log  sin  A, 

log  c  =  log  a  +  log  sin  C —  log  sin  A. 


(g5)  a,6,A...B,C,cj 


log  sin  B  =  log  sin  A  +  log  sin  b  —  log  a , 
C  =  200°—  (A-f-B), 
log  c  =  log  a  +  log  sin  C — log  sin  A, 


Ce  second  cas  admet,  en  général,  deux  solutions. 
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f 

Première  méthode. 

étant  éamnm.  ».  tNavtr 

i(A  +  B)=ioo°— ic=m, 

[log  tang  i  (A— B)= log(a— b)  +log  cot-  C 

—  log  (a +6), 


(96)  c,i,CNi,B,c/ 


log  c = log  a + log  sin  C— log  sin  A- 


Deuxième  méthode. 


même  cas.  I  kg  **»g*  «loga  +logs!ni  C  +  I  log  a 


•4-ilogJ— Iog(a  —  i), 
(98)a,i,C...c,A,B<  ^  c==log  (fl_i)  +  c.logcoi^> 

log  siû  At=s  log  sin  C  +  loga  — log  c, 
log  sinB  =log  sin  C  -f  log  b  — log  c; 
vérification ,  A  +  B  -f-  C  =  2000. 

log  sin  i  A  =  -  [log  (p  *-  î)  +  log  (p  —  c) 

+  c.  log6+c-Iogc]» 

jlog sin  iB=  -  [log (p  —  a)  +  log (p  —  c) 
(io4)a,6,c~A,B,C(  2         a      +c  logfl  +  c  logc;]> 

log  sinic=  -  [log  (p— a)  +  log(p—  *)       % 

1  2         2 

+  c.  loga+clogi]; 
vérification ,  A  +  B  +  C  &  200*5 
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logcosjA  =  -  [logp+  log(p-'a) 

+  c.logi-f  c.  loge], 

|Jogco*jB  =  j  [logp  4-  log  (p  —  b) 

ou  bien,  (102), . .  (  ■  ^  1  _      1       1       1 

\  +  c-  log  a  +  c.  log  c] , 

|logcos-C=-  [log/>  +  log(p  —  c) 

+  c.  log  a  +  c  log  i]; 
A  +  B  +  G  =  2000. 

109.  Remarque  sur  les  formules  relatives  à  la  résolution  des 
triangles.  Reprenons  les  trois  formules  du  n°  92. 

a*  =a  b*  +  c*  —  zbc  00s  A  , 

4*  =  a*  +  c*  —  aae  cos  B,  ^...  (1) 

c*  =  a*  +  fc*  —  aai  cos  C, 

et  observons  que,  puisqu'elles  renferment  les  six  quantités 
a,fr,c,A,B,C,il  doit  être ,  en  général ,  possible  de  déterminer 
à  l'aide  de  ces  équations,  trois,  quel  conques  d'entre  elles,  con- 
naissant les  trois  autres.  La  résolution  de  tous  les  cas  relatifs 
aux  triangles  quelconques  est  donc  comprise  dans  ces  formules} 
et  si,  pour  les  deux  premiers  cas,  on  a  fait  usage  du  premier 
principe,  c'est  parce  que  l'emploi  des  formules  qui  s'y  rap- 
portent est  plus  commode  pour  les  calculs. 

Au  reste,  il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  dernières  for- 
mules se  trouvent  implicitement  renfermées  dans  les  précé- 
dentes. 

ft'+c»  —  a* 
obi        > 


En  effet,  on  déduit  de  la  première,  cos  A  = 


d'où    siuA=  V^i-cos*A  =  yA2 ^JZ L- 

ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 

sin  A  =  -T-  f/aa* b%  +  za*c*-+-  a**c*—  a<—  *♦  —  c+. 
20c 


-   1 


1 44  rÉsoi.wtion 

Soient  divines  les  deux  membres  de  celte  égalité  par  a\  il  vient 


sin  A 


=  — r-  f/aa*A*  -fr-  aa  V+  aéV  —  a4  —  6+  —  c*, 


a  2a£c 

égalité  dont  le  second  membre  est  symétrique  en  a,  b,  c;  d'où 
il  suit  qu'en, désignant  par  k  ce  second  membre,  on  trouverait 
de  même,  en  changeant  A  en  B  et  a  en  b9  b  en  a,  puis  A  en  C 
et  a  en  c,c  en  a, 

îl!L5  =  A    et    ^=A{ 
b  c 

,         sin  A       sin  B       sin  C  •*.-».•    ^».      .  l  . 

donc  =  *-j—  = ,  ou  sin  A:  smB!  sinC  .1  a  .b  .c. 

abc 

1 1  o.  Pour  faire  ressortir  davantage  toute  la  généralité  des 
formules  (i),  nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  les 
côtés  a,  b,  c ,  connaissant  les  angles  A,  B,  C.   • 

Nous  devons  reconnaître  que  la  question  est  indéterminée, 
mais  que  les  côtés  a,  b,  c  sont  proportionnels  aux  sinus  des 
angles  opposés. 

Ajoutons  d'abord  ces  formules  deux  à  deux  ;  il  vient 

•  aa  -f-  £'  =  a*  -f-  b%  +  2c*  —  ibe  cos  A  —  zac  cos  B, 
a*  -f-  c*  =  a*  +  ca  -r-  26*  —  26c  cos  A  —  zab  cos  C, 
&*  +  c*  =  i*  +  c*  -+■  2a9  —  2ac  cos  B  —  2a6  cos  C, 

équations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes. 

Or,  si  l'on  réduit  et  qu'on  supprime  respectivement  les  fac- 
teurs 2c,  o.b,  aa,  ces  équations  deviennent 

o  =  c  —  b  cos  A  —  a  cos  B, 
0  =  6  —  c  cos  A  —  a  cos  C, 
o  =  a  —  c  cos  B  —  b  cos  C, 

résultats  dans  lesquels  les  inconnues  a,  b,  c  ne  sont  plus  qu'au 
premier  degré. 

[On  peut  trouver  facilement  ess  résultats  par  la  Géométrie" 

Fig.  53.  On  3  évidemment  AC     ou     b  =  AD  +  DC  (j^f.  53); 


DBS   THIANOLBS  QUELCONQUES.  1^5 

mais  les  deux  triangles  rectangles  ADB ,  BDC  donnent  (n°  85) 

AD  =  ABcosA=sccosA,    DG  =s  BC  cos  C  =  a  cos  G; 
donc  &  =  ccos A  -f*  acosG,  ou  A  —  ccosA  —  acosG  =  o; 

c'est  le  second  des  deux  résultats  ci-dessus]. 

Afin  de  mettre  les  inconnues  en  évidence,  et  de  comparer 
plus  aisément  ces  résultats  aux  équations  du  Ier  degré  à  trois 
inconnues,  nous  remplacerons  a,  b,  c  par  x,  y,z. 

On  aura ,  en  ordonnant, 

cosB.x  -f"  cos  A  y  —    i    .   a  =  o,    ) 
cosG.x  —     i    .   y  +  cos  A. a  =  o,   s,. .   (a) 
i.x  «—  cos  C.y  —  cos  B.s  =  o,   j 

équations  qui,  comparées  aux  formules 

ax  +  bjr  +  cz  =  d, 
dx  ■+-  Vy  +  c'z  =  o", 
a*x  +  b"y  +  c"*  =  rf\  . 

donnent  ci  =  o,  <f=o,  d*  =  o-, 

puis  a  =  cos  B ,      A  =  cos  A ,  c  =  —  i  ; 

a' =  cos  G,     V '  = — i,  c'=cosAj 

a"=i,  6"  =  — cosC,     <?•  =  —  cosB. 

Or,  on  a  vu  (-^^.  chap.  H,  n*.  78)  que,  lorsqu'on  suppose 
nulles  à  la  fois  les  quantités d,  d' ,  cP, les  expressions  de  x,y,  a 

sont  nulles  ou  de  la  forme  -,  suivant  que  le  dénominateur 

o 

ab'd'—ac'b'  +  ca'b'  —  ba'c'  +  bc'a'  —  cb'a",  est  différent 
de  o  ou  égal  à  o. 

Gela  posé,  je  dis  que,  dans  la  circonstance  oà  nous  nous  trou- 
vons, ce  dénominateur  est  nul. 

En  effet,  si  l'on  y  substitue  à  la  placé  de  a,  by  c,  d ,  b'. . .  » 
les  valeurs  ci-dessus,  on  trouve  qu'il  se. réduit  à 

cos*  B  -f-  9  cos  A  cos  B  cos  C  •+•  cos*  A  -+-  cos'C  —  1  ; 

mais  la  relation  A  +  b*  +  C  =  2000  donne  B-f-C=2oo°— A 

10 
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d?ou  cos(B  +  C)=b—  cosA, 

on  y  développant  coe  (B  +  O  par  la  formule  connue, 

cosBcosC  —  sinB  sin'C  =  — -cos  A, 

ou  bien  encore,    cos  B  cos  G  •+•  eos  A  =  sin  B  sin  G. 

Élevant  les  deux  membres  au  carré,  et  remplaçant  sin'B, 
sin1  G  par  leurs  valeurs  i—  cos*B,  i  —  cos*C,  on  obtient 

cos'Bcos^C+acosBcosCcosA+co^Àïs  (i  — cos*B)  (i  — co$*C); 
ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 

cos*  A  +  cos*B  -f-  cos* C  +  a  cqs  A  cos  BcosC  —  i  =  o. 

On  voit  donc  que  le  dénominateur  ci-dessus  est  nul,  et  que 

par  conséquent,  xijriz  ou  a,b,  c  sont  de  la  forme  — .  Ainsi, 

la  question  est  indéterminée.  Mais  on  peut ,  conformément  à  ce 
qui  a  été  dît  en  Algèbre  (n°  78) ,  déterminer  les  rapports  de 
ces  inconnues  en  fonction  des  données  A,  B,  C. 
Les  équations  (2)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


x  y 

cos  B  .  —  +  cos  A  .  *£-  =  1 , 

z  z 

coaC.  — —    1     .  «*-  =  — coaA, 

z  z 

1  .  —  —  cosC  .  «2-  =  cosB. 


z  z 


Multiplions  la  seconde  de  ces  équations  par  cos  A,  et  ajou- 
tons la  première  à  la  seconde  ainsi  multipliée;  il  vient 


x 


(cosB  +  cosAcosÇ)  — =  x  — COg*Aj 

x i  ~cos*A 

a*où  7  — cosB+cosAcosC' 

mais  ou*  1  —  cos*  A  an  sin*  A»    et    cos  (A  +  G)  sa—-  cosBj 
d'où  cos  A  cosC  r-ain  A  sin,C  =  —  cos  B, 
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ou  co3 B  «f-  oos  A  cos  Ces  sin  A  sin  C \ 

x  sin1  A  sin  A 


donc  enfin , 


ctet-à-dire, 


s       sin  A  sin  C       sinC 

a sin  A 

c       sin  C" 


On  trouverait  également  -  =  -: — ■=. 

°  c       sin  C 

Nous  retombons  ainsi  sur  le  principe  du  n°  91 . 

applications  de  la  Trigonométrie  au  levé  des  plans. 

ni.  Premier  exemple.  On  demande  la  hauteur  d'une 
tour  AB,  du  pied  de  laquelle  on  peut  approcher. 

On  commence  par  mesurer  sur  le  terrain,  supposé  de  niveau 
ou  perpendiculaire  à  AB  (fig.  56)  ,  une  base  AD  qui  ne  soit  ni  Fig.  56. 
trop  grande  ni  trop  petite  par  rapport  à  la  hauteur  cherchée  ; 
puis  au  point D , à  l'aide  d'un  instrument  (un  graphomètre,par 
exemple),  on  mesure  l'angle  ECB  que  forme  l'horizontale  EC 
arec  le  rayon  visuel  dirigé  du  point  G  an  sommet  de  la  tour. 

On  connaît  ainsi  dans  le  triangle  rectangle  BEC,  l'un  des 
côtés  de  l'angle  droit  EC,  et  l'un  des  angles  aigus  ECB;  ainsi 
(n°  88)  Pou  peut  déterminer  BE  d'après  la  formule 

log  BE  =  log  EC  +  log  tang  ECB  —  i  o. 

Connaissant  BE,  il  faut,  pour  avoir  la  véritable  hauteur  de 
l'édifice,  ajouter  à  BE  la  hauteur  CD  de  l'instrument 

11a.  Sbcgnd  sxBirtx.*.  Déterminer  la  distance  AB  d'un  point 
A  où  l'on  est  placé,  à  un  objet  B  visible ,  mais  inaccessible, 
parce  que  les  deux  points  sont  séparés  par  une  rivière. 

On  mesure  d'abord  sur  le  terrain  une  base  AC  {fig.  5*]),  telle  Fig.  5> 
qu'en  dirigeant  de  ses  deux  extrémités  des  rayons  visuels  AB 
et  CB,  les  angles  BAC,  ACB  ne  différent  pas  trop  de  5o°. 
Après  avoir  mesuré  ces  angles,  on  résout  le  triangle  ABC  dans 
lequel  on  connaît  un  côté  et  deux  angles;  et  l'on  a 

10.. 
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log  AB  =  log  AC  +  log  sin  ACB  —  log  sin  ABC. 

Remarque.  Si ,  dans  le  premier  exemple,  on  supposait  que  \o 
pied  de  l'édifice  fût  visible,  mais  inaccessible j  on  déterminerait 
AD  ou  EC  (fig.  56) ,  comme  dans  le  second  exemple,  et  la  ques- 
tion serait  ramenée  au  cas  où  le  pied  est  accessible. 

11 3.  Troisième  exemple.  On  demande  la  distance  CD  de 
deux  objets  visibles j  mais  inaccessibles  ,  comme  étant  séparés  par 
une  rivière  du  lieu  où  l'on  est  placé. 
Fig.  58*  Après  avoir  mesuré  une  base  AB  (fig.  58)  qui  ne  soit  ni  trop 
grande  ni  trop  petite  par  rapport  à  CD ,  on  dirige,  à  l'aide  d'un 
instrument,  des  rayons  visuels  AC,  AD  et  BC,  BD;  puis  on  me-* 
sure  les  angles  CAB,  DAB  et  DBA,  CBA. 

On  calculera  alors,  comme  dans  l'exemple  précédent,  le 
côté  AC  du  triangle  ABC  et  le  côté  AD  du  triangle  ABD, 
puisque  l'on  connaît,  dans  chacun  de  ces  triangles,  un  côté  AB 
et  les  angles  adjacens. 

On  a  d'ailleurs  CAD  =  CAB  —  DAB;  ainsi,  dans  le  triangle 
CAD,  l'on  connaîtra  les  deux  côtés  CA,  AD  et  l'angle  com- 
pris CAD;  dès  lors  on  pourra  calculer  le  3e  côté  CD,  d'après" 
l'une  des  deux  méthodes  relatives  au  3e  cas  d'un  triangle  quel- 
conque. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  des  applications  particulières 
de  ces  questions,  parce  que  les  exemples  que  nous  avons  donnés 
précédemment  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  ces  sortes  de 
calculs;  mais  nous  terminerons  par  une  question  assez  impor- 
tante, qui  nous  fournira  une  nouvelle  occasion  d'appliquer 
quelques-unes  des  formules  trigonométriques. 

n4-  Quathieme  exemple.  Trois  points  A ,  B ,  C,  {fig.  5g)  étant 
donnés  sur  la  carte  d'un  pays  j  on  propose  de  déterminer  la 
position  d'un  4e  point  M.,  d'où  Von  aurait  mesuré  les  angles 
AMC,  CMB.  (Les  quatre  points  sont  supposés  sur  un  même 

plan. ) 

on  peut  d'abord  donner  de  ce  problème  une  solution  pure- 
ment géométrique. 

Décrivez  sur  AC  un  segment  de  cercle  capable  de  V angle 
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donné  ^.MC^  et  sur  CB  un  second  segment  capable  de  l'angle 
donné  CMB. 

Comme  il  n'y  a  que  les  points  du  premier  pour  lesquels  les 
rayons  visuels  menés  aux  deux  points  A  et  G  puissent  former 
entre  eux  le  premier  angle  donné,  et  que  la  même  chose  a  lieu 
pour  le  second  segment,  il  s'ensuit  que  le  point  cherché  se  trou- 
vera à  l'intersection  de  ces  deux  segmens. 

Mais  on  demande  la  solution  par  le  calcul. 

Appelons  a^  b ,  c  les  trois  côtés  du  triangle  ABC ,  et  posons 

AMC  =  a,     CMB  =  /3. 

i°.  Puisque  les  trois  points  A,  B,  C  sont  donnés  de  posi- 
tion, on  connaît  les  grandeurs  de  a,  à,  c;  des  lors  on  peut 
obtenir  par  l'une  des  formules  relatives  au  4*  cas  de  la  résolu- 
tion des  triangles,  la  râleur  de  l'angle  4CB  que  nous  désigne- 
rons par  C. 

2°.  On  connaît ,  par  hypothèse,  les  angles  AMC= &,  CMB=/S , 
et  par  conséquent,  leur  somme  AMB,  ou  ct-f- 13.  Mais,  dans  le 
quadrilatère  AMBC,  la  somme  des  angles  est  égale  à  4<>o°  ; 

donc       MAC  +  MBC  =  4oo°  —  (C  +  «  +  /B), 

,,  .         MAC  +  MBC             „          C  +  «  +  0 
d'où         =  200°  —    * : 


ainsi ,  la  demi-somme  des*  angles  MAC ,  MBC  est  connue. 

3°.  Pour  avoir  leur  différence,  désignons  MAC  par  x  et 
MBC  par y\  les  deux  triangles  AMC,  CMB  donnent  (n°  91), 

MC !  AC  II  sinx  :  sin*  1  ,,  ,  M/,       b  sin  x      _cri       asiny 

\Mr.r-T>..    •        .    •     *  î  douML.=  --: ,     MC=— : — -f  ; 

MC  :  CB  ::  siny  :  sin/2  J  sin  a.  sin  £  ' 

,  sin  a:      a  sin*       af  1     1       i#      isinC\ 

donc     -s —  =  t- - — -  ==  r>(  en  posant  et  calculant  b  =s— : —  h 
smy       bsmfi      b'\     r  sm«/ 

De  cette  équation  qui  renferme  deux  inconnues,  l'on  déduit 

sin  a;-}- sic  V       a+b' 
sin  x  —  sin  y      a  —  br 
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Mai.ona(a«96)         ™ï±™2  »,  Îî5£i^±^. 
x     *  '  smoç  —  siny       tang£(x  —  y) 

Donc  a+y      Ung-Ki+jf) 

formule  qui  fera  connaître  tang  -  (x  —  y) ,  dès  qu'on  aura  ob- 

tenu  la  valeur  de  V  par  la  relation  i'=  — r— -,  qui  donne 

r  sin  0      ^ 

log  V  =  log  b  -+•  log  sin  £  — -  log  sin  0. 
Soient  maintenant    -  {ce  +>0  =  2000  — =  m , 

j(x— y)  =  w> 
il  en  résulte  x~m-\-n  et  y  ~  m—  n. 

4°.  Connaissant  les  deux  angles  MAC,  MBC,  on  pourra  cal- 
culer les  lignes  AM,  CM,  BM,  puisque  dans  chacun  des  trian- 
gles AMC,  CMB ,  l'on  connaît  un  côté  et  deux  angles. 

1 15.  Scholie  général.  Nous  avons  déjà  observé  (n°  34)  que, 
dans  la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie  par  le  secours 
de  l'Algèbre ,  on  devait ,  en  général ,  préférer  le  calcul  numérique 
des  résultats  aux  constructions  géométriques,  dont  le  plus  ou 
moins  d'exactitude  dépend  du  degré  de  perfection  des  instru- 
mens  et  de  l'adresse  de  celui  qui  opère,  tandis  que  le  calcul 
n'a  d'autres  bornes  que  celles  qu'on  veut  lui  assigner.  Cepen- 
dant lès  tables  trigonométriques  employées  d'après  les  seuls 
principes  qui  ont  été  précédemment  exposés,  ne  donnent  pas 
toujours  le  degré  d'exactitude  qu'on  désire  obtenir;  mais  il 
existe  des  moyens  d'augmenter  cette  précision,  qui  se  trou- 
vent développés  dans  toutes  les  tables  dont  on  se  sert  ordinai- 
rement. 
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Trigonométrie  sphérique. 

1 16.  Nous  croyons  devoir  placer  à  là  suite  delà  Trigonométrie 
rectilîgne,  un  précis  des  formules  principales  de  la  Trigonomé- 
trie sphérique,  non  à  cause  de  leur  utilité  immédiate,  puisque 
nous  n'aurons  à  en  faire  usage  que  dans  la  troisième  section  de 
cet  Ouvrage  ;  mais  parce  que  les  élèves  étant  exercés  à  la  recher- 
che des  formules  trigonométriques,  entendront  plus  facilement 
la  détermination  de  nouvelles  formules  qui  ont  beaucoup  d'à— 
nalegie  avec  celles  de  la  Trigonométrie  rectilîgne. 

Nous  admettrons  dans  tout  ce  qui  Ta  suivre ,  la  connaissance 
des  dix  premières  propositions  du  7e  livre  de  la  Géométrie  de 
Legendre ,  ainsi  que  les  définitions  placées  en  tête  de  ce  livre. 
Ce  sont  les  seules  notions  sur  la  sphère  et  sur  les  triangles 
sphériques,  dont  nous  ayons  besoin  pour  l'objet  que  nous  nous 
proposons. 

Des  triangle*  sphériques  quelconque*. 

117.  Soit  ABC  un  triangle  sphérique  tracé  sur  la  sphère  dont 

le  centre  est  en  O  {fig*  60)  ;  nous  conviendrons,  comme  pour  les  Fîg*  Go* 
triangles  rectilignes,  de  désigner  par  À,B,C  les  trois  angles ,  et 
par  a,  b,  c  les  côtés  respectivement  opposés  à  ces  angles. 

Comme  ces  côtés  ne  sont  autre  chose  que  des  arcs  de  grand 
cercle,  on  conçoit  qu'ils  ne  peuvent  entrer  dans  les  calculs  que 
par  le  moyen  de  leurs  lignes  trigonométriques ,  c'est-à-dire  par 
leurs  sinus ,  cosinus,  tangentes,  etc. • . . 

Cela  posé,  le  problème  général  de  la  Trigonométrie  sphéri- 
que a  pour  but  :  Etant  données  trois  des  $ix  choses  qui  constituent 
un  triangle  sphérique,  déterminer  fo*  trois  autres. 


/ 


t5a  FOBMULE0   PRINCIPAL»*. 

Pour  résoudre  tous  les  cas  relatifs  à  cette  question,  il  suffi- 
rait d'aroîr  autant  de  relations  entre  quatre  des  six  quantités 
A,B,C,a,&,c,  qu'on  peut  former  de  combinaisons  quatre 
a  quatre  avec  ces  quantités.  Or,  le  nombre  de  ces  combi- 
naisons est,  comme  on  le  sait,  exprimé  par  6  X  -  ou  i5. 

Ainsi,  il  devrait  y  avoir  en  apparence  i5  relations  différentes 
à  déterminer.  Mais  il  est  facile  de  reconnaître  qu'elles  se  rédui- 
sent à  quatre  principales. 

En  effet ,  si  l'on  en  trouve  une 

i°.  Entre  a,  b9  c,  A,  on  peut  en  former 

de  semblables  entre <        L       ~ 

(  a,  a,  Cj  Ci. 

*■    ■••■*•» *ï:e;ft;S: 


û,  *>  A,  B { 


a»6,B,C, 
û,c,  A,B, 

3°.  a,  i,  A,  C ^  a,c,B,C, 

&,c,  A,&, 
à9c9  A,C. 

«■•     «•'•"•c • {''itc: 

En  tout,  quinte  combinaisons,  dont  quatre  de  nature  diffé- 
rente. 

1 18.  Proposons-nous  d'abord  de  déterminer  une  relation  entre 
a9bfc9  et  A  !  c'est-à-dire  entre  les  trois  côtés  et  un  angle. 

Soient  ABC  (fig.  6o)  le  triangle  spbérique  proposé,  O  le 
centre  de  la  sphère;  tirons  les  rayons  OA,  OB,  OC.  Au  point 
A ,  soient  menées  AD,  AE  tangentes  aux  arcs  AC,  AB,  et  joi- 
gnons les  points  D  ,E  où  ces  tangentes  rencontrent  OC, OB. 

Comme  ces  tangentes  sont  l'une  et  l'autre  perpendiculaires  au 
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rayon  OA,  l'angle  DAE  est  la  mesure  de  Y  angle  sphérique  A. 
(  Leg. ,  7-  livre ,  prop.  8.  ) 

Cela  posé y  les  deux  triangles  ODE,  ADE  donnent, en  vertu 
du  principe  n°  92 , 


c 


DE  =  OD  +  OE  —  aOD  XOE.oosa....  (DOE  «=  a), 
DÊ?=3  AD  +  AE  —  2AD  X  AE  .  cos  A; 
d'où,  en  soustrayant  et  observant  qu'a  cause  des  triangles  rec- 
tangles O AD, OAE, l'on  a  ÔD—  AD  = Ï)A,  OE>-ÂE  =  ÔA, 

o  =  2OA  —  2OD  X  OE  .  cos  a  +  2ÀD  X  AE  .  cos  A. 
Mais  du  triangle  rectangle  OAD ,  l'on  déduit  (n9a  84  et  85) 

OV  =  —£n  =  —k,     AD=OA.tangi; 
cosAOD       cos  b  ° 

pareillement,  on  a  dans  le  triangle  rectangle  OAE , 

^_,  OA  OA       A„        ^A 

OE  =  ™  AÔÊ  =  ^Tc  '  AE  =  0A'**C' 

Donc,  substituant  et  supprimant  le  facteur  commun  2OA, 

cos  a  , 

on  trouve        0=1 ; 1-  tane  b  tang  c.  cos  A , 

coso  cosc  °  ° 

ou ,  chassant  le  dénominateur  et  se  rappelant  que 

«ni       ,         ,      sine       , 

7  =  tang  0,    =  tangc, 

cos  b  D         cos  c  ° 

d'où  sin  b  =  cos  b  tang  b ,     sin  c  =  cos  c  tang  c , 

o  =5  cos  b  cos  c  —  cos  a  -f-  sin  b  sin  c  cos  A. 

Donc,  enfin,  cos  a = cos  6  cos  c+  sin  6  sine  cos  A, (1) 

relation  qui  donne  la  valeur  du  côté  a  en  fonction  des  deux 
autres  cotés  b,  c  et  de  l'angle  opposé  A. 

On  a  pareillement,  par  un  simple  échange  de  lettres, 
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cos  b  =  cos  a  cos  c  -f-  sin  a  sin  c  cos  B, . .  .(2) 
009  c  2=  008  a  cos  6  +  sin  a  sin  6  cos  G . . .  •  (3). 

Ces  trois  formules  sont  pour  les  triangles  sphériques,  oe  que 
«ont  les  formules  du  n°  92  pour  les  triangles  rectilignes  ;  et  eHes 
f  enferment  implicitement  toutes  les  autres ,  comme  nous  allons 
le  voir. 

1 19.  Il  faut  trourer  maintenant  une  relation  entre  les  côtés 
a,  b  et  les  angle*  A,  B. 

cos  a  —  cos  b  cos  c 


On  tire  de  la  formule  (1) ,        cos  A  = 


sin  b  sin  c 


•    a      ay  «  ;       „  /sin*6sin*c— (cosa— cosicosc)* 

8inA=f/i— co3mÀ=\/ .  V      . ^-, 

V  sin*  6  sin*  c 

ou,  développant  les  calculs  et  observant  que  sin*&  sin*c  est 
égal  à  (1  —  cos' b)  (1  —  cos* c), 

I  x  ' 

8În  A  =-î — r — : \/ 1— C08*O— COS*6— C0S*C  +2COS  a  cos  6  cosc. 

sina.smc 
Divisons  les  deux  membres  par  sin  a  \  il  vient 
sin  A  1 


sin  a     sin  a  sin  &  si n  c 


y  i-cos*a-cos*ô-cos*c+2cos  a  cos  b  cos  c9 


résultat  dont  le  second  membre  est  évidemment  symétrique  en 
afb9c;  d'où  il  suit  que  si,  à  l'aide  des  relations  (a)  et  (3), 

on  recherchait  les  valeurs  de  -: — r ,     -; — ,  on  trouverait  égale- 

8in0      sine  ^ 

.  sinB       f      sinC       ,     ,  .,  .  , 

ment  -: — -  =  k,    -, —  =  k  :  k  désignant  ce  second  membre, 
sin  b  sin  c         '  ° 

On  a  donc  la  relation 

sin  A        sin  B        sin  G 
sin  a       sin  ^        sin  c' 

ce  qui  veut  dire  que  les  sinus  des  angles  d'un  triangle  sphé- 
rique  eont  proportionnels  aux  sinus  des  côtés  respectivement 
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opposés  à  ces  angles;  cette  proposition  correspond  au  prin- 
cipe du  n°  91  sur  les  triangles  rectilignes  ;  et  la  manière  dont 
nons  y  sommes  parvenu  est  d'ailleurs  analogue  à  celle  qu'on 
a  employée  n°  109. 

On  pourrait  également  obtenir  ce  résultat ,  en  éliminant  sin  t 
et  co6  b  entre  les  équations  (1)  et  (2) ,  et  substituant  leurs  va- 
leurs dans  la  relation  sin*  b  -+■  cos*  b  s  1  ;  mais  ce  moyen  se- 
rait beaucoup  plus  long ,  comme  on  peut  s'en  convaincre. 

La  proposition  ci* dessus  donne  lieu  aux. trois  égalités  sui«. 
vantes  : 

sin  b  sin  À  s  sin  a  sin  B,. . .  .(4) 

sin  c  sin  Â  =  sin  a  sin  G,....  (5) 

sin  c  sin  B  =  sin  b  sin  G (6) 

120.  Cherchons  actuellement  une  relation  entré  les  deux 
côtés  a,  b  et  les  deux  angles  Â  et  C  dont  l'un  est  opposé. 

Il  faut ,  pour  cela,  éliminer  sin  c  et  cos  c  entre  les  équa- 
tions (i*),  (3)  et  (5)  qui  renferment  ces  deux  quantités  et  les 
quatre  parties  a ,  b,  A,  C. 

»v%  «      •■    i«.        .      ,***  1                   •       '  m    sin  tf.sinC 
D'abord ,  l'équation  (5)  donne         sin  c  ^b : — - —  , 

d'où,  substituant  dans  l'équation/ (i) , 

,  ...     sin  a  sin  G  . 

cos  a  =3  cos  b  cos  c  +  sin  b  •     ■    . — r —  .  cos  A , 

sin  A 

ou      cos  a  cos  b  cos  c  +  sin  a  sin  b  sin  G  cet  A , 

cos  A' 


[à  cause  de  cot  A  =  — : — 7- )• 
\  sin  A/ 


Portons  dans  celle-ci,  la   valeur  de   cos  c  que  donne  (3); 
il  vient 

cos  a  =  cosai  cos  a  +  cos  b  sin  a  sin  b  cos  G 

-f-  sin  a  sin  6  sin  C  cot  A, 

ou,  transposant  cos*  b  cos  a,  et  divisant  les  deux  membres  par 
le  facteur  sin  a  sin  ft, 


n 
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/  cot  a  sin  b  =  co6.£  eus  C  -+•  sin  C  oot  À , . . . .  (7) 

résultat  qu'on  ne  peut  simplifier  davantage ,  et  qui  ne  contient 
que  les  quantités  a,bf  A,  C. 
On  obtient  pareillement ,  par  de  simples  échanges  de  lettres, 

cot  b  sin  a  es  cos  a  cos  G  +  sin  G  cot  B,. . .  (8) 

cot  a  sin  c  =  cos  c  cos  B  4-  sin  B  cot  A, . .  •  (9) 

cot  c  sin  a  =  cos  a  cos  B  •+-  sin  B  cot  C,. . .  (10) 

cot  b  sin  c  s  cos  c  cos  A  +  s»n  A  ^  b>##-  (m) 

cot  c  sin  ft  =  cos  6  cos  A  +  sin  A  cot  C. . . .  (12) 

121.  Il  ne  reste  plus  qu'a  déterminer  une  relation  entre  le 
côté  a  et  les  trois  angles  A,  B,  C 

Pour  y  parvenir,  nous  combinerons  entre  elles  les  rela- 
tions (4)  y  (7)  et  (8)  ,  afin  d'éliminer  b. 

.       .     •  *  »in  b  sin  B 

On  a  d  abord    cot  a  stn  b  =  cos  a .  -: —  =  cos  a*  -. — -; 

sin  a  sin  A 

,        .  ,    .  ,    sin  a  ,    sin  A 

de  même,  cot  b  sin  a  s=r  cos  0.  - — y  =  cos  b .  -: — 5. 

sin  b  sinB 

Par  cette  transformation ,  les  égalités  (7)  et  (8)  deviennent 

cos  a  sin  B  =  cos  b  sin  A  cos  G  -f-  cos  A  sin  C, 
cos  b  sin  A  =  cos  a  sin  B  cos  G  +  cos  B  sin  G; 

d'où,  substituant  dans  la  première  équation  la  valeur  de 
cos  6  sin  A,  tirée  de  la  seconde, 

cos  a  sin  B  =cos  a  sin  B  cos'C+cos  B  sin  G  cos  G  +  cos  A  sin  C . 

Cette  équation,   qui  ne  renferme  plus  que   a,  A,  B,  C, 

peut  encore  être  simplifiée.  Transportons  le  terme 

cos  a  sin  B  cos'C  dans  le  premier  membre,  et  mettons  à  la  place 
de  1— cos*G  sa  valeur  sin'C,  puis  divisons  les  deux  membres 
par  sin  G  ;  il  vient 

cos  a  sin  B  sin  G  =  cos  B  cos  C  +  cos  A; 
d'où    cos  A  =  —  cos  B   cos  C  +  sin  B   sin  C   cos  a .  . .     ( i3) 
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On  obtiendrait  également,  par  un  simple  échange  de  lettres, 

cos  B==  —  cos  A  cos  C  +  sin  A. sin  C  cos  6, . . .   (i4) 
cos  C  ss  —  cos  A  cos  B  +•  sîn  À  sin  B cos  c.  • . .    (i5) 

Ces  formules  sont,  au  signe  près,  pour  l'un  des  termes , 
composées  en  a,  A,  B,  C,  ou  i,  A,  B,  C,  ou  c,  A,  B,  C, 
comme  les  formules  (0,  (a),  (3)  le  sont  en  A,  a,  b,  c, 
ou  B,  a y  b,c, ou  C,  a,  b,  c. 

Au  reste,  on  peut  les  déduire  de  celles-ci,  par  le  moyen  de 
la  propriété^*  triangles  polaires.  (Leg.  7/mrlivre,prop.  9  et  10.) 
Cette  propriété  consiste,  i°.  en  ce  que,  si  l'on  considère  un  se- 
cond triangle  A'B'C'  dont  les  sommets  A',  B/,  C  soient  les 
pôles  des  côtés  a,  b,  c,  réciproquement,  les  sommets  A,B,  C 
du  triangle  ABC  sont  les  pôles  des  côtés  s!,  b',  c  ;  20.  les  angles 
A',  B/ ,  C  du  triangle  polaire  A'B'C  sont  Us  suppjémens  des 
côtés  a ,  b,  c  du  triangle  ABC,  et  réciproquement,  les  angles 
A ,  B ,  C  du  triangle  ABC ,  sont  les  supplémens  des  côtés  a'.,  b'.,  c' 
du  triangle  A'B'C. 

Cette  seconde  partie  de  la  propriété  a  fait  donner  aussi  le 
nom  de  triangle  supplémentaire  au  triangle  A'B'C'. 

Cela  posé,  puisque  Ton  a,  d'après  cette  propriété, 

■  • 

A' =  2ooa — a,B'  =  2oo°— ^,C=2oo0 — c,  ,V  =  aoo° — A, 

V  =  aoo°  —  C,  c'  =  2000  —  A,  la  formule  (1)  devient,  par 
rapport  au  triangle  polaire, 

cos  a'  =  cos  b'  cos  c  -+-  sin  V  sin  c'  cos  A', 

ou  1  mettant  à  la  place  de  a  ,  b',  c',  A'  leurs  valeurs,  et  obser- 
vant que  cos  a  es  —  cos  A ,  cos  b'  =  —  cos  B ,  • . . . 

—  cos  A  =  cos  B  cos  C  —  sin  B  sin  C  cos  ay 

ou,  changeant  les  signes, 

cos  A  ss —  cos  B  cos  C  +  sin  B  sin  C  cos  «. 
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Z>**  triangles  sphériques  rectangles. 

122.  Observation  préliminaire.  Quoique  dans  tin  triangle 
sphérique,  on  puisse  supposer  les  trois  angles  A,  B,  C,  droits 
à  la  fois  (  ce  qui  aurait  lieu  si  les  plans  qui  déterminent  les 
trois  arcs  de  grand  cercle  étaient  perpendiculaires  entre  eux  ) , 
il  est  inutile  de  considérer  les  cas  ou  le  triangle  renferme  deux 
ou  trois  angles  droits.  Car  supposons,  par  exemple ,  que  les 

Fîg.  61.  deux  a,ngles  A  et  B  (fig.  61)  soient  droits;  les  deux  plans 
AOC,  AOB  sont  perpendiculaires  entre  eux ,  et  il  en  est  de 
même  des  deux  plans  COB,  AOB.  Donc  les  angles  rectilignes 
COA,  COB  sont  droits;  c'est-à-dire  que  les  côtés  a  et  b  sont 
chacun  de  ioo°,  ainsi  que  les  angles  A  et  B.  D'ailleurs,  l'angle  G 
se  mesure  par  l'angle  rectiligne  AOB  ou  par  le  côté  sphérique  c. 

Fig.  6a.  Si  les  trois  angles  A,  B,  C  {fig.  62)  sont  droits,  les  rayons 
OA,  OB,  OC  sont  perpendiculaires  entre  eux; donc  les  côtés 
a,b,c  sont  chacun  de  ioo°. 

Ainsi ,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  il  n'y  a  aucune  question  à 
résoudre. 

Fig.  63.  ia3.  Considérons  donc  un  triangle  sphériqueBAC  (fig.  63  ) 
rectangle  en  A ,  dont  les  deux  autres  angles  soient  aigus  ou 
obtus >en  niême\emps,  ou  l'un  aigu  et  l'autre  obtus.  (On  est 
convenu  de  désigner  ces  angles  sous  le  nom  Sangles  obliques; 
lé  côté  a  est  d'ailleurs  appelé  V hypoténuse  du  triangle,  ) 

Pour  obtepir  les  formules  relatives  à  la  résolution  de  ce 
triangle ,  nous  allons  supposer  A  as  ioo°  dans  celles  des  i5  for- 
mules déjà  trouvées,  qui  renferment  cet  angle,  en  ayant  soin 
de  faire  ressortir  les  formules  qui  rentrent  les  unes  dans  les 
autres. 


La  formule  (1)  donne. . . .  cosa=  cosb  cos  c,  • .  (1) 

(4) • •  sin£=  sin  a  sin  B, . .  (2) 

(5)  formule  analogue. ...  sin  c  =  sin  a  sin  C,. .  (3) 

(7)  cota  sin  bssoosb  cos  C,  ou  tang  i=tang  acos  C,. .  (4) 

(9)  formule  analogue. .. .  tangc  =  tang  a  cosB,. .  (5) 
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(t  1)  cot  b  sin  c  =  cot  B,. .  ou   tang t=  sin  c  tang  B. . ,  (6) 

(12)  formule  analogue. ...  '  tang  csasin  b  tang  G,. .   (7) 

(i3)  cos  a  =  cot  B  cot  C,  .  (8) 

(i4) cos  B  =sin  C  cos  6,. . .   (g) 

(i5)  formule  analogue. ...  cos  C=  sin  B  cos  c. . .  (10) 

En  tout  10  relations, dont  6  essentiellement  différentes. 

Ces  relations  suffisent  pour  la  résolution  de  tous  les  cas  qui 
peuvent  se  présenter,  puisqu'elles  renferment  toutes  les  com- 
binaisons possibles  des  cinq  quantités  a,  6 ,  c ,  B,  C,  3  à  3  (le 
nombre  de  ces  combinaisons  est ,  comme  Ton  sait,  exprimé  par 

5X-X  ~  ou  10). 

io4*  Remarque.  La  formule  (0  relative  au  triangle  spbc- 
rique  rectangle ,  s'énonce  ainsi  :  le  cosinus  de  V hypoténuse  est 
égal  au  produit  des  cosinus  des  deux  côtés  de  V angle  droit  j 
elle  correspond  à  la  relation  aa  =  6*+ca  du  triangle  rectilîgne. 

La  formule  (2)  veut  dire  que  le  sinus  de  l'un  des  côtés  de 
V angle  droit  est  égal  au  sinus  de  l'hypoténuse  multiplié  par  le 
sinus  de  V angle  oblique  opposé  à  ce  côté  ;  ou  bien  encore ,  que 
le  rayon  des  tables  est  au  sinus  de  l'un  des  angles  obliques  * 
comme  le  sinus  de  V hypoténuse  est  au  sinus  du  côté  opposé  à 
cet  angle  oblique.  Elle  correspond  a  la  relation  b  =  a  sin  B, 
du  triangle  rectilîgne. 

On  énoncerait  d'une  manière  analogue  les  formules  (4)  et 
(6),  qui  ont  pour  correspondantes  les  relations  c  =  a  cos  B, 
et  b  =  c  tang  B  du  triangle  rectilîgne. 

Les  formules  suivantes  (8),  (9)  et  (10)  n'en  ont  point  de  sem- 
blables dans  la  Trigonométrie  rectilîgne. 

ia5.  Résolution  des  triangles  quelconques.  La  question  gé- 
nérale du  n9  1 1 7  se  subdivise  en  six  cas  principaux ,  comme  on 
peut  s'en  convaincre. 

En  effet ,  on  peut  se  donner 

t°.,Les  trois  côtés  a,  b,  c;  et  l'on  demande  A  ,  B,  C; 
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2°.  Deux  notés  a,  b,  F  angle  opposé  à  Vun  d'eux j  A  ;  et  il  s'agit 
de  trouver  c,  B,  C; 

3°.  Deux  côtés  a.,  b.,  V angle  compris  C  ;  et  Ton  demande 
c,A,B; 

4°.  Un  côté  &j  les  deux  angles  adjacens  B ,  C  j  il  faut  ob- 
tenir À,  ô,  À; 

5°.  £fc  céV^  a.,  un  angle  adjacent  B+  l'angle  opposé  A;  oq 
demande  b,  c,  G; 

6°.  Enfin,  les  trois  angles  A,B, C;  il  s'agit  de  trouver  les 
trois  côtés  a9  b,  c." 

126.  A  la  vérité/  la  résolution  dfes.  trois  detf  nions  cas  se  ra- 
mène à  celle  des  trois  premiers ,  au  moyen  de  la  propriété 
du  triangle  supplémentaire;  carJorsqu'en  donne,  par  exemple , 
le  côté  a  4t  le»  angles  adjacens  B,  C  du  trôaagle  ABC*  on  donne 
par  cela  même  les  parties  A' «=  200?  t**  a,  V  fc  200°  «*•*  B, 
c'  =  2000  —  C ,  c'est-à-dire  deux  côtés  et  l'angle  compris  Ai 
triangle  supplémentaire  A'CCj  et  après  avoir  trouvé ,  d'après 
les  formules  -relatives  au  troisième  cas,  les  valeurs  {tes parties 
inconnues a'^Bt*,  C,  de  ee  même  triangle , ou  eu  déduit  ensuite 
les  parties  A  =  2000  — <i\  b  «  *oo°  —  B',  c  ^=200°  ■—  C',  du 
premier  triangle  ABC.  .  <    • 

De  même,  si  l'on  donne  les  angles  A,  B,  C  du  triangle' ABC, 
on  donne,  par  cela  seul,  les  côtés  a',  6',  c'-du  triangle  polaire;  $t 
après  avoir  résolu  ce  dernier  triangle  d'après  les  formule*  du 
premier  cas,  on  déduit  des  valeurs  de  A',  B'j  C7cdttes<de*à, bt  o9 
puisque  l'on  a  a  =  2000  —  A',  b  =  2000  —  B'/c  :^J  200°  —  C 
Ceci  nous  conduit  à  une  remarque  importante,  c'est  qu'un 
triangle  spbérique  est  tout  aussi  bien  déterminé  par  ses  trois 
angles  que  par  ses  trois  côtés;  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les 
triangles  rectilignes,  dans  lesquels  le  cas  où  l'on  dqnne  les  trois 
angles  est  tout-à-fait  indéterminé. 

127.  Nous*n  examinerons  pas  en  détail  chacun  des  cas  pré-* 
eédemment  énoncés,  et  nous  nous  bornerons  à  cette  observation 
que ,  pour  trouver  les-  valeurs  dés  trois  choses  inconnues  au 
moyen  des  trois  choses  données,  il  faut  avoir  recours  à  celles 
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des  i5  formules  qui  renferment  les  trois  données  à  la  /bis  et 
l'une  des  parties  inconnues  séparément* 

Ainsi ,  dam  le  3*  cas,  par  exemple»  où  l'on  donne  a,  h  et  C, 
pour  obtenir  successivement  c,  A,  B,  on  prend  leefors&ulcs 
(3).  (7) et  (8).  ' 

La  formule  (3)  donne  immédiatement  la  valeur  de  coe  of 

oosc  =  cosa  cosi  +  sina  sini  cos  C; 

ijlj  u  j    t  x             »a       cotasini  —  cos&cosC 
on  déduit  de  (n)         cot  À  =  .    ~ ; 

.  i Ii    i.         i   /ov        *»       cotisina  —  cosacosC 

et  de  la  formule  (8),  oot  B  = t-tt • 

x  '  nnG 

Aucun  de  ces  trois  résultats  n'est  calculable  par  logarithmes; 
ainsi  il  faudrait,  dans  les  applications ,  leur  faire  subir  des  mo- 
difications. Noua  donnerons  (n°  i3o)  un  exemple  de  ces  sortes 
de  transformations* 

Nous  ajouterons  que,  lorsqu'une  des  parties  inconnues  est 
obtenue  par  le  moyen  de  son  sinus  j  il  y  a  lieu  d'examiner  de 
quelle  nature  est  cette  partie  inconnue,  puisqu'on  sait  qu'à  un 
même  sinus  correspondent  deux  angles  différens.  Ceat  ce  qui 
constitue  dans  la  Trigonométrie  sphérique  les  cas  douteux,  dont 
l'examen  ne  laisse  pas  d'offrir  quelques  difficultés.  11  n'y  a  pas 
d'ambiguïté ,  toutes  les  fois  que  la  partie  inconnue  est  déter- 
minée par  son  cosinus  9  sa  tangente  ou  sa  cotangente;  le  signe 
dont  la  râleur  de  l'une  de  ces  lignes  est  affectée  fait  connaître 
la  natnre  de  l'angle.  , 

128.  Résolution  des  triangles  rectangles.  La  question  géné- 
rale, relative  aux  triangles  sphériques  rectangles,  a  pour  objet  : 
diux  quelconques  des  cinq  choses*,  b,  c,  B,  G  étant  données , 
de  déterminer  les  tbois  autres;  et  elle  se  subdivise  également  eu 
six  cas  différens,  savoir  : 

Etant  donnés,  i°.  l'hypoténuse  et  un  côté  ;  2°.  les  deux  côtés; 
3°.  V hypoténuse  et  un  angle  oblique  ;  4°.  un  côté  et  l'angle  obli- 
que opposé;  5°.  un  côté  étrangle  oblique  adjacent;  6°.  le^s  deux 
onglet  obliques  *  déterminer  les  autres  parties. 

11 


r6a  applications. 

Pour  résoudre  chacun  de  ces  cas ,  il  faut  prendre  successive- 
ment, parmi  les  dix  formules  relatives  au  triangle  rectangle, 
celles  qui  renferment  les  deux  choses  données  et  l'une  des  par- 
ties inconnues. 

Ces  formules  sont  toutes  immédiatement  calculables  par  lo- 
garithmes; mais  il  se  présente,  comme  pour  les  triangles  quel- 
conques, un  assez  grand  nombre  de  cas  douteux  *  puisque  quel- 
ques-unes «Ventre  elles  font  connaître  les  côtés  ou  les  angles  par 
leurs  sinus, 

1 29.  Scjioioe  générai,.  En  réfléchissant  sur  ce  qui  précède,  on 
voit  que-  toute  la  Trigonométrie  sphérique  repose  sur  un  seul 
principe  ;  c'est  la  proposition  du  n°  1 1 8.  Les  conséquences  que 
l'on  en  déduit  formant  autant  de  nouveaux  principes  dont  plu- 
,  sieurs  poliraient  être  démontrés  directement  par  la  Géométrie; 
mais  la  marche  que  nous  avons  suivie  nous  a  semblé  préférable, 
en  ce  qu'elle  nous  a  permis  de  resserrer  dans  un  cadre  très 
étroit  tout  ce  q»Hl  y  avait  d'essentiel  à  connaître  sur  cette 
partie  des  Mathématiques.  • 

IN ona  renvoyons,  pour  de  plus  amples  détails,  aux  Trigono- 
métms  ÀtLegendre  et  de  Cagnoli  ;  ce  dernier  ouvrage  doit  être 
regardé  comme  un  ouvrage  complet  sur  les  deux  Trigonomé* 
tries  rectili&ne  et  sphérique. 

Nous  terminerons  par  une  application  assez  importante ,  qui 
nous  fournira  l'occasion  de  montrer  comment  On  peut  rendre 
quelques-unes  des  formules  précédentes  calculables  par  loga- 
rithmes. 

Fi  g.  G4«  t3or  Réduire  un  angle  à  Fhoriion.  D'un  point  O  (fig.  64) 
situé  clans  l'espace,  on  a  dirigé  des  rayons  visuels  vers  deux  ob- 
,  jets  Q,  R;  et  l'on  a  mesuré  l'angle  QOR  que  forment  entre  eux 
ces  rayons  visuels.  On  a  mesuré  également  les  angles  QOP,  ROP 
que  forment  ces  mêmes  rayons  visuels  avec  la  verticale  OP 
abaissée  du  point  O  sur  l'horizon.  Cela  posé ,  si  l'on  abaisse  des 
points  Q  >et  R  les  verticales  QQ^,  RR',  et  qu'on  tire  les  droites 
PQ',  PR'  qui,  enfermes  de  Géométrie  descriptive,  sont  appe- 
lées les  projections  des  rayons  visuels  OQ;  OR,  on  demande  ta 
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grandeur  de  fwigU  Q'Pil',  gui  n'est  autre  chose  que  la  projec- 
tion lioriwoniale  de  l'angle  QOR. 

(Foyez j  your  la  solution  géométrique  de  cette  question,  h 
Traité  de  Géométrie  descriptive  de  Monge ,  n°  22 ,  9*  ques- 
tion.) 

Solution  trigonomètrique.  Regardons  le  point  O  comme  le 
centre  d'une  sphère  dont  les  intersections  avec  ter  plans  QOR, 
QOP,  ROP  soient  les  arcs  AB,  AC,  BC.  On  forme  ainsi  un 
triangle  spliérique  ABC,  dans  lequel  on  connaît  les  trois  càU^ 
AB  =  c ,  A.C  =?  b  ,  BC  =  a ,  puisqu'ils  mesurent  respective- 
ment les  trois  angles  qu'on  suppose  connus  ;  et  il  s'agit  de  déi 
terminer  l'angle  C  de  ce  triangle  ;  car  cet  angle  n'est  autre N 
chose  que  celui  des  deux  plans  QOP,  ROP,  lequel  se  mesure  par 

l'angle  cherché  CXPR*. 

«      1  « 
1 

Or,  la  formule  (3)  du  n*  118  donne 

„  ^      cote— coji<fceos4  •'■  *- 

C0SC=C0SP  = ; >i."i 

sin  a  sm  b 

ce  résultat  fait  connaître  P  en  fonction  de  c,  a,  b,  c'est-à-dire 
en  fonction  de  l'angle  des  deux  rayons  visuels  et  de  ceux  que 
forment  ces  rayons  avec  la  verticale;  mais  il  n'est  pas  calculable 
par  logarithmes. 

Pour  remplir  cette  condition,  nous  emploierons  un  procédé 
semblable  a  celui  du  n°  102 ;  ajoutons  l'unité  aux  deux  membres 
de  cette  égalité  ;  il  vient 

+       _                 •I«       smasini -J-'cosc  — coaacosi 
COSP,    OU    2COS*  -  P  = : r— — , 
2                             sin  a  sin  6 

ou ,  a  cause  de  4a  formule  cos  (a  4-  b)  =  cos  a  cos  b  -—  sîn  a  siu  b, 

.  1  «       cos  c  —  cos  (a  +  4) 

2cos*-  P  = : : — -; 

2  sin  a  &111 0 


,  1  _  /oosc  —  cos(a4-£) 

d  ou  cos  -  P  =  1/ : ^-r 

2  V  2  sin  a  stn  b 

Posons  a  +  b=p,    c  =  q\    il  en  résulte 
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'  cosc  —  cos(a4"  A)  =*=O06Çf  —  cospj 
mais  oh  a  trouvé  (n°  7$ 

cosç  —  cosp  =s  asin  -  (p  +  7)  ain  -  ( p  —  q)  ; 

donc  cosc  —  C08(a  +  i)=a»în -(a  +  6+c) sin-(a+& — 0> 

a  2 


et  par  comébtie&t,  cos  -  P=  \ /S1P  f  ^       ^      sm  !  ^ £** 

On  aurait  pu  trouver  également  P  par  le  sinus  de  sa  moitié,  et 
Ton  serait  parvenu  à  la  formule 


•     ln  /sin£(6+c  —  a)8ui£(a  +  c—  b) 

2  V  unasno 


sin 


résultat  tout  aussi  simple  k  calculer  par  logarithmes. 
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GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

A  DEUX  DIMENSIONS. 


SECONDE  SECTION. 


CHAPITRE  II!. 

Des  Points y  de  la  Ligne  droite  et  du  Cercle. 

i 

i3i.  Àrois  avoir  développé  les  moyens  de  faire  entrer  dans 
les  calculs,  soit  algébriques,  soit  numériques,  les  angles  aussi 
bien  que  les  lignes ,  nous  pourrions  continuer  l'application  des 
méthodes  établies  dans  le  premier  chapitre,  à  de  nouvelles 
questions  de  Géométrie;  mais,  outre  que  ces  méthodes  ne  sont 
pas  assez  générales,  elles  n'offriraient  plus  aucun  intérêt,  parce 
que  nous  en  avons  fait  connaître  les  principales  difficultés. 
Nous  allons  donc  passer  immédiatement  à  l'exposition  de  la 
méthode  générale-connue  sous  le  nom  d'ÀNALTss  de  Dzscjlrtss, 
f  illustre  philosophe  qui  en  a  donné  la  première  idée;  de  cette 
méthodfe  qui  consiste  à  exprimer j  par  des  équations,  la  position 
respective  des  points  et  des  lignes  droites  ou  courbes  faisant 
partie  de  la  figure  d'une  question  proposée,  puis  à  combiner 
ces  équations  de  manière  à  remplir  le  but  indiqué  par  l'énonce 
de  la  question. 

A.  proprement  parler,  c'est  le  développement  des  principes 
de  cette  méthode  qui  constitue  la  Géométrie  analytique  telle 
qu'on  l'envisage  maintenant  Elle  se  divise  en  deux  parties  dis- 
tinctes. Géométrie  analytique  à  deux  dimensions,  et  Géométrie 
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analytique  à  trois  dimensions j  suivant  que  les  objets  que  Foi* 
edmiit-re  son!  situés  sbr  un  même  plan  ou  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace.  ' 

Dans  ce  chapitre,  *il  ne  sera  question  que  de  points ,  de 
lignes  droites  Ou  de  cercles  sitaés  sur  un  même  plan. 

§   Ier.    PRINCIPES    GÉNÉRAUX. 

Manière  de  fixer  la  position  dun  point  sur  un  plan. 

1 32.  Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  nature  des  problèmes 
de  Géométrie,  on  volt  que  la  plupart  reviennent ,  en  dernière 
analyse,  à  trouver  la  distance  d'un  ou  de  plusieurs  points  in- 
connus à  d'autres  points  ou  à  des  droites  fixes  et  déjà  détermi- 
nées de  position.  Si  donc  Ton  avait  un  moyen  de  fixer  anajyli- 
quewptf  la  portion  d'un  poinjt  par  rapport  k  des  point*  ou  à 
lies  lignes  connues  de  position,  on  serait  en  état  de  résoudre 
joute  espèce  de  question*  géométriques. 

fig.  G5.  *33.  Soient  deux  droites  rectangulaires  AXt  A  Y  (Jig.  65) 
fixes  et  données  de  position  sur  un  plan ,  JVI  un  point  quelconque 
dont  il  s'agit  de  déterminer  la  position  sur  ce  plan. 

Si  de  ce  point,  on  abaisse  les  perpendiculaires  MP,  MQ,  il 
est  visible*  que  le  point  M  sera  fixé,  dès  que  l'on  connaîtra 
Je*  longueurs  des  deux  côtés  cont^gms  AP,  AQ  du  rectangle 
APMQ.  Car  ces  côtés  sont  les  distances  du  point  M  aux  deux 
Jigne?  ùz&  AX  et  AY>  donc,  si  l'on  mène  respectivement  à 
ces  distances,  deux  parallèles  PM  et  QM  aux  lignes  AX  et 
AT,  le  point  d'intersection  de  ces  deux  parallèles  sera  le  point 
demandé. 

Oa  est  convenu  de^douner  le  nom  d'osés  aux  deux  lignes 
fixes  AX  et  AY.  • 

La  distance  Al*  ou  QM  du  pornt  M  à  l'axe  AT ,  s'appelle 
Yabêcisse  de  ce  point ,  et  se  désigne  algébriquement  par  x\ 
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La  distance  AQ  ou  PM  du  même  point  M  à  Taxe  AX,  est  dite 
l'ordonnée  de  ee  point ,  et  s'exprime  par  jr»  ... 

Ces  deux  distances  portent  conjointement  le  nain  de  coor* 
données  du  point.  • 

Les  deux  axes  se  distinguent  l'un  de  l'autre  par  les  dénomi- 
nations d%axe  des  abscisses  ou  des  a?,  donnée  à  la  ligne  AX 
sur  laquelle  se  comptent  les  abscisses ,  et  d'osé  des  ordonnées 
ou  des  y,  donnée  à  la  ligne  A  Y  sur  laquelle  se  comptent  les 
ordonnées. 

Enfin ,  le  point  A  est  ce  qu'on  appelle,  V origine  des  çooixlonr 
nies,  parce  que  c'est  à  partir  de  ce  point  que  se  comptent  ces 
distances. 

r 

i34*  Équations  d'un  point.  Le  caractère  de  tout  point  con- 
sidéré sur  l'axe  des  y}  est  x =o ,  puisque  cette  équation  exprime 
que  la  distance  du  point  à  cet  axe  est  nulle. 

De  même,  le  caractère  de  tout  point  placé  sur  l'axe  des  x 
est  ^  =  0.' 

Donc  le  système  des  deux  équations  x=o,  ^=0,  caracté- 
rise l'origine  A  des  coordonnées ,  car  elles  n'ont  lieu  en  même 
temps  que  pour  ce  point. 

En  général,  les  deux  équations  xxaa/^si,  considérées 
simultanément ,  caractérisent  un  point  situé  à  une  distance  a 
de  l'axe  des  yetk  une  distance  b  de  l'axe  des  x.  En  effet  9  la 
première  appartient  à  tons  lot  points  d'âne  parallèle  à  AY, 
menée  à  une  distance  AP  =  a;  la  seconde,  à  tous  les  points 
d'une  parallèle  a  AX,  menée  à  une  distance  AQ  =  t.  Donc  le 
système  des  deux  équations  appartient  au  point  d'intersec- 
tion M ,  et  n'appartient  qu'à  lui.  Elles  en  sont,  pour  ainsi  dire, 
la  représentation  analytique. 

On  les  nomme,  pour  cette  raison,  les  équations  du  point* 

i35.  Remarque*  On  doit  toutefois  considérer,  dans  les  ex- 
pressions a  et  b,  non-4enlement  les  taleurs  absolues  on  nu- 
mériques des  distances  du  point  aux  deux  axes,  mais  encore 
les  signes  dont  elles  peuvent  être  aflectées,  en  égard  à  la  posi- 
tion du  point  dans  le  plan  des  axes  AX  et  AY«.  Car,  d'après  le 
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principe  établi  (n*  a6) ,  si  Fott  convient  de  regarder  comme  posi- 
tive* les  distances  telles  que  A  F,  comptées  sur  AX  à  la  droite  du 
Fig.  <fc>.  point  A  (fig*  65),  on  doit  regarder  comme  négatives  les  dis- 
tances telles  que  AP'*  comptées*  lagauchedeee  même  point.  De 
mé^ne^ir  l'on  regarde*  êoiaine  positive*  lèâ  distances  AQ  comp- 
>  .  fées  au-dessus  du  point  A  sur  AT,  on  doit  regarder  comme  né- 
gatives lès  distances  comptées  au-dessous  de  ce  même  point 

A  la  stérile ,  le  principe  que  nota  veoons  ée  rappeler  a  été 
établi  pour  les  distances  de  points  situés  de  côté  et  d'autre  sur 
une  même  droite,  par  rapport  à  nu  point  fixe  ;  mais  ii  a  lieu 
également  pour  des  distances  de  points  à  des  droites  fiées.  Il 
suffirait,  pour  s'en  convaincre ,  de  prendre  une  nouvelle  origine 
et  de  nouveaux  axes  parallèles  aux  premiers,  et  par  rapport 
auxquels  tous  les  points  considérés  lussent  situés  du  même 
côté. 

'  Nous  avons  eu  d'ailleurs  occasion  d'envisager  le  principe 
sous  ce  point  de  vue,  dans  la  détermination  des  valeurs  cor* 
relatives  des  lignes  trlgonométriques. 

D'après  cela,  si  nous  mettons  en  évidence  les  signes  dont  a  et 
b  peuveotétre  affectés,  iM>usattiNHis  les  ^ua/^systèmesd'équaiiou» 

je  as  +  a,    x  =  —  af    x  =  «4-  <*,     jc  =  —  «, 

j^  «  +  *t  y  =  +■  *>  «ytt^'i»  y  =  —  *, 

pour  caractériser  les  quatre  positions  essentiellement  différentes 
du  point,  savoir ,  M,  M',  M*,  M*. 

On  trouvera,  en  vertu  de  cette  remarque, 

i°.  Que  le  point  dont  les  équations  sont  xi=+i,  y=^-37 
Fig.  G6.  est  situé  dans  l'angle  Y'AX  (fig*  66)  à  une  distance  AP=  i 
de  l'axe  des  y9  et  à  une  distance  PM  =  3  de  l'axe  des  x. 

»*•  Que  le  point  exprimé  par  x=o,  y =—2,  est  (u°  i34) 
**'6-  Sj.  gitaé  sur  l'axe  AT  à  une  distance  AM'=  a  {fig.  67). 

3*.  Que  le  point  a:  =  — - 1,  ^  =  0,  est  situé  sur  l'axe  AX 
vers  la  gauche  de  A>  à  une  distance  AM  8s  1. 

i36.  Nous  avens  supposé  jusqu'à  présent  que  les  axes  fus- 
sent perpendiculaires  entre  eux,  parce  que  c'est  la  position 
la  plus  simple,  et  que  cela  est  d'usage.  Cependant   il  y  a  des 
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questions  dont  la  résolution  exige  que  l'on  considère  des  axes 
faisant  entre  eus  nn  angle  quelconque. 

Dans  ce  cas ,  les  coordonnées  ne  sont  pins  des  perpendicu- 
laires abaissées  sur  les  axis,  nais  bien  des  parallèles  à  œs  axer, 
c'est-à-dire  que  les  distantes  AP  ou  Qftf ,  AQ  ou  FM,  se  comp- 
tent parallèlement  aux  axes,  AT,  AX  (Jfc.  68%  Fîg  68. 

Du  reste,  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  l'hypothèse  où  les  axes 
sont  rectangulaires*  s'applique  également  au  da*  eu  ils  sont 
obliques* 

187.  Pour  compléter  la  théorie  du  point ,  proposons-nous  de 
recJiercker  (dans  le  cas  d'axes  ^rectangulaires)  F  expression  ana- 
lytique de  la  distance  entre  deux  points  donnés  sur  un  plan. 
Cette  question  est  d'un  usage  continuel  dans  la  Géométrie  ana- 
lytique. 

Soient  x'9  y  les  coordonnées  d'un  premier  point  M;  x*f  y*, 
les  coordonnées  d'un  second  point  M',  en  sorte  que  l'on  ait 

\r  =  j/ 


ra  «  C=a . 


pour  les  équations  de  cas  points  qu^on  suppose  connus  de  po- 
sition. .  ,      . 

Il  s'agit  d'exprimer  la  distance  MM'  (Jig  6g) ,  que  nous  ap-  yiB-  e0- 
.pellerons  D,  en  fonction  des  coordonnées  x' , y*  9x',y0. 

Pour  cela ,  menons  les  ordonnées  MP,  M'P'  de  ces  deux  points, 
et  tirons  M'A  parallèle  à  AX» 

Le  triangle  rectangle  MRM'   donne    MA? » MR  +  ftpR* 

mais    MRa=MP  —  RPc=î/—  /,  M'RssPF^x'  —  x'-y 

donc    MM*  ou    D»=(y—  /)»+ (a/_ x")\ 

et  par  conséquent,    D  =  V (/  —  y" )•  ■+■  {xf — x*y.  j 

Cette  formule  est  générale,  et  convient  même  au  cas  où  les 
deux  points  sont  situés  en  sens  contraire  J  par  rapport  à  l'uu 
des  axes.  Il  suffit  d'y  introduire  les  changemens  de  signe  qui  cor- 
respondent aux  changemens  de  position. 

Aiusi,  par  exemple,  pour  obtenir  la  distance  de  deux  points 
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dont  l'un  M,  est  placé  dans  l'angle  YAX  et  dont  l'antre  M'  est 
Fig.  70.  placé  dans  l'angle  YAX'  (Jig.  70),  il  faut  changer  le  signe  de 
x*,  ce  qui  donne 

D=  l/(y-/)ù-h(^^xT5 
et ,  en  effet ,  la  nouvelle  figure  donne  MM'  =  MR  +  M' Il  ; 
mais        MR  =  y  — /,    M'Rs=  AP-f  AF^x'  +  a;'; 

donc  d  =  |/(y  —y)*  +  (*' + *")*• 

Si  l'un  des  points  donnés,  M'  par  exemple,  est  l'origine  des 
coordonnées,  comme  on  a  alors.  :c*=  o  et  ytt  =  o,  la  formule 
devient 

En  effet,  le  triangle  AMP  (jjjj.  70)  donne  sur-le-champ, 
AM  =  MP  +  AP? 

i38.  Lorsque  tes  axes  sont  obliques,  la  formule  est  diffé- 
Fig.  71.  rente.  En  effet,  le  triangle  MM'R  {fig.  71),  est  obliquangle  et 
donne,  en  vertu  de  la  formule  trigonométrique  n°  92, 


MM'  =  MR  +  Mil  —  aMR  X 1T  R.coe  MRMr; 

on  a  toujours        MR  ses  y  —y ,    M'R  =  af  —  x"  ; 

« 

d'ailleurs,    cos  MRJVT  =  —  cos  MRK  =1  —  cos /S  {fi  désignant 
l'angle  MRK  qui  n'est  autre  chose  que  celui  des  deux  axes)  ; 


donc  d*=   (/->o*+(^-^w/+a(y-yK^-^«l,)-co^ 

d'où     D  =  /(y'— //+  {pt—xmy+*{y— y")&— **) .  cos*. 

Ce  résultat,  beaucoup  plus  compliqué  que  le  précédent,  fait 
sentir  la  nécessité  de  supposer  les  axes  rectangulaires,  lorsqu'on 
doit  faire  entrer  dans  les  calculs  la  distance  entre  deux  points 
donnés^  et  que  le  choix  des  axes  est  arbitraire. 
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Manière  de  fixer  analytiquement  la  position  dune 

droite* 

139,  Soit  une  droite  LBL'  indéfinie  et  située  à  rolonté  dans 
vn  plan.  Prenons  dans  ce  plan  deux  axes  rectangulaire»  ou 
obliques  AX,  AT  {fi g.  72  et  j3),  par  rapport  auxquels  la  Fîg.  7* 
droite  soit  placée  d'un?  manière  quelconque.  ' 

Menons  d'ailleurs  de  diftprens  points  M,  Si' ,  M*. . .  pris  sur 
cette  droite,  les  ordonnées  MP,  M'P',  M"P".  - . ,  et  par  le  point 
8  où  la  droite  rencontra  l'axe  des  jr,  tirons  BH  parallèle  à  AX. 

Cela  posé,  les  triangles  semblables  BQM,  BQ'IW',  BQ"M\ . . 
donnent  la  suite  de  rapports  égaux 

BQ  —  BQ'  ~  BQ"  '  '  -  " 

..        MP  — AB      M'F— ÀB      MV-AB 
ou  bien.  =-^— .  = — ; = — ^ .  : 

'         AP  AP  AP*  f 

ce  qui  prouve  que  la  différence  entre  l'ordonnés  d'un  point  quel- 
conque de  la  droite  et  celle  qui  passe  par  l'origine  A  est  à  l'ab- 
scisse du  même  points  dans  un  rapport  constant. 

Désignons  donc  par  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  pris 
au  hasard  sur  la  droite,  par  b  }a  distance  AB  (que  Pon  ap- 
pelle V  ordonnée  à  F  origine)  ,  et  par  a  le  rapport  constant  dout 
noua  Tenons  de  parler.  Nous  aurons  la  relation 

y  — 4 

■    =fli    d'où     y  =  nx-h^t*  ••  0) 
x 

laquelle  sera  satisfaite  pour  tous  les  pointa  de  la  droite  L'BL, 
à  l'exclusion  de  tout  autre  point.  Car  soit  N  (fig-*}?)  un  point  pris 
au-dessus  ou  au-dessous  de  cette  droite ,  comme  l'ordonnée  NP 
de  oe  point  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  l'ordonnée  MP 
correspondante  à  la  même  abscisse,  et  que,  par  hypothèse,  on  a 
pour  le  poin(  M9.  •  •  •  MPsa .  AP  +  b,  il  s'ensuit  que  MP 
est  plus  grand  ou  plus  petit  que  a  .  AP  -f-  6;  ainsi  l'on  a ,  pour 

les  coordonnées  de  ce  point,  y  *^.ax-{-b* 
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On  voit  donc  que  la  relation  (1)  caractérise  tous  les  points 
de  la  droite 9  et  qu'elle  en  est,  pour  ainsi  dire,  la  représen- 
tation analytique,  en  ce  sens,  que  si,  au  moyen  de  cette 
équation,  l'on  veut  retrouver  les  différens  points  de  la  droite  , 
il  suffit  de  donner  à  x  une  série  de  valeurs  que  Ton  porte 
de  A  en  P,  F,  P*. . . .  j  menant  ensuite  par  les  points  P,  P% 
P% . . .  des  parallèles  à  AT,  et  prenant  sur  ces  parallèles  des 
parties  PM,  P/M'>  PfM*. . . .  égales  aux  valeurs  de  y  corres- 
pondantes et  tirées  de  l'équation  (1),  on  aura  M,  M7,  M". . . . 
pour  autant  de  points  de  la  droite. 

On  appelle,  pour  cette  raison ,  la  relation  (1)  V équation  de  m 
la  droite  L'BL. 

Les  quantités  x  et  y  qui  expriment  les  coordonnées  des  diffé- 
rées points  de  la  droite,  sont  des  variables;  et  les  quantités  a 
et  j6  qui,  pour  la  même  droite,  ne  changent  pas,  sont  appelées 
les  constantes  de  cette  équation. 

i4o.  Le  rapport  a  est  susceptible  de  deux  acceptions  diffé- 
rentes ,  suivant  que  les  axes  sont  rectangulaires  ou  obliques. 

t*.  Si  les  axes  sont  rectangulaires,  le  triangle  rectangle  MBQ 
Fig.  ;*.  U%%  72)  donne  (Trigonométrie!  n°  $7  ) , 

MQ  _  tangMBQ 

ÏQ    °U    °~         r     "; 

appelons  a  l'angle  MBQ  égal  a  LCX ,  et  supposons ,  pour  plus 
de  simplicité,  le  rayon  des  tables  égal  à  1  ;  il  en  résulte 

a  =  tang  a  ; 

ainsi,  le  rapport  constant  est  égal  à  la  tangente  trigonomé trique 
de  V angle  que  forme  la  droite  avec  l'axe  des  x. 

a9.  Lorsque  les  angles  sont  obliques,  on  a, d'après  le  principe 
Fig.  73.  (n°  90  *&ti£  au*  triangles  obliqnangle*  ifig.  -j3  )  » 

MQ  sinMBQ      sinMBQ       - 

ÏQ    W    *=sTn^*sTnTÏÏY' 

ou  bien ,  désignant  par  0  l'angle  YAX<>  d'où  LBY  s  S  —  «, 
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SIÛ* 


a  = 


8in(/S— #y 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  le  rapport  constant  est  égal  à 
celui  des  sinus  des  deux  angles  que  la  droite  forme  avec  les 
axes  des  x  et  des  y. 

Cette  dernière  valeur  rentre,  clans  la  précédente  >  lorsqu'on 
suppose    £  =  ioo0j    car  on  a 

siu  f  ain  m       _ 

■*  ■'  - ■   ■    *  i*  *  sa»  —  ■■  ■  i  sas  tBIM?  ^» 

sin(ioo°  — *)      cos« 

Discussion  de  l'équation 


i4>-  Nousf  considérerons  partiouHereinent,  dans  cette  dis- 
cussion, le  cas  ou  fes  axes  sont  à  angle  droit,  parce  que  c'est  le 
cas  le  plus  ordinaire* 

Le*  «matante*  #  et  b  qui  sont  fixes  et  déterminées  pour  tous 
les  points  d'une  même  droite,  peuvent  toutefois ,  d'après  leur 
nature ,  passer  par  tous  les  états  de  grandeur,  soit  positifs,  soit 
négatifs,  puisque  la  première  est  une  tangente  trigonométrique 
et  que  la  seconde  exprime  la  distance  du  point  fixe  À,  à  un 
point  placé  sur  la  ligne  AT.  Ces  divers  états  de  grandeur  dé- 
pendent de  la  position  que  peut  avoir  la  droite  donnée,  par 
rapport  aux  axes.  Nous  allons  examiner  ces  différentes  circons*> 

\lp.  Considérons,  en  premier  lieu,  le  cas  où  la  droite  passe 
par  l'origine. 

Dans  ce  cas,  on  a  b  =  o  (Jig.  74)>  et  l'équation  devient  *'  '*' 

y  =  or,     d'où    £-=a; 
J  x 

ce.  qui  démontre  qae  l'ordonnée  d'un  peint  quelconque  de  ta 
droite  est  à  son  abscisse  dans  un  rapport  constant. 

Cette  propriété  caractérise  toutes  lés  droites  qui  passent  par 
l'origine;  car  ce  point  se  trouvant  sur  chacune  d'elles,  ses  coor- 
données   (x  =  o ,     y— à)    doivent  vérifier  leur  équation  ;  ce 
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qui  exige  que  le  terme  indépendant  de  x  et  de  y  manque  dans 
cette  équation. 

Faisons  actuellement  tourner  la  droite  autour  de  l'origine, 
et  voyons  ce  que  devient  a  dans  ce  mouvement. 

D'abord,  si  la  droite  est  couchée  sur  AX ,  l'angle  *  est  nul,  et 
l'on  a  tang.*  ou  a  =  of  ce  qui  réduit  l'équation  à  jaeo, 
qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  de  l'axe  desx  (n°  i34). 

Tant  que  la  droite,  en  tournant  au-dessus  de  Taxe  des  x, 
sera  placée  dans  l'angle  YAXt  Vangle  «  sera-  plus  petit  que 
i  oo° ,  et  tang  a.  ou  a  sera  positif,  mais  augmentera  de  plus  en 
plu*.  Il  est  d'ailleurs,  évident;,  d'après  Féqoation  y  =  ax9  qu'à 
des  abscisses  positives  AP>  ou  négatives  AF;,  correspondront 
des  ordonnées  de  même  signe  qu'elles,  MP,  M'P'. 

Si  1*  droite  vient  à  se  confondre  avec  AT,  comme  on  a 

alors    *  =  ioo*,  '•'  ïT  en  résulte     à  =  co  et  -  =  o;     d'où,  Pon 

a 

peut  conclure  que  l'équation,  qui  peut  se  mettre  sons  la  fortne 

a:==-.y>     se  réduit  à     oc=ro»     qui  est  en  effet  l'équation  de 

l'axe  des  jr(n«t  34). 

Supposons  maintenant  que  la  droite  soit  placée  daas  l'inté- 
rieur de  l'angle  YAX',  comme  L"AL",  V angle  •  est  obtus;  donc 
tang  *  ou  a  devient  négatif,  et  diminue  de  plus  en  p\ixsj  M*~ 
méHquêmentj  k  mesure  que  la  droite  se  rapproche  de  AX'; 
et  si  l'on  met  le  signe  de  a  en  évidence ,  on  a  pour  l'équation 

de  la  droite  L* AL-*,  y  ts — ùx  ; 

d'où  l'on  voit  qu'à  des  abscisses  positives  AP"  correspondent 
des  ordonnées  négatives  P"M*;  et  à  des  abscisses  négatives  AP" 
correspondent  des  ordonnées  positives  P'M".  Ce  résultat  s'ac- 
corde avec  la  figure. 

N.  B,  Lorsque  les  axes  sont  obliques,  le  changement  de  signe 

F:g.  -5,  ù*e  a  correspond  au  cas  ou  l'angle  «  ou  L'AX  {Jig.  75). devient 

plus  grand  que  l'angle  C  des  deux  axes.  En  effet,  dans  l'exprès- 

• 

sion     a  =  -: — 7/f^-y     Ie  dénominateur  sin  (£*-•«)    pour 
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*  >  C,  se  change  en  —  sin  {m  —  S) ,  tet  l'on  trouve 

sm  « 

Revenons  a  notre  objet*  Si  la  droite-,  continuant  de  tourner , 
se  place  sur  AX',  taug  *  redevient  nul,  et  FétpaaUon  te  réduit 
de  nouveau  à  y  «  o  f  ou  à  l'équation  de  Paie  des  x. 
,  La  droite  passant  dans  l'angle  X'AT',  «  est  >  2000,  mais 
<  3oo°;  donc  (n°  53)  tang  «  ou  a  est  positif,  et  l'équation 
redevient    y  =  ax. 

Et,  en  effet»  la  droite  étant  prolongée  au-dessus  de  Paxe  des 
xy  reprend  les  positions  qu'elle  avait  prises  d'abord  dans 
F  angle  YAX. 

Enfin,  lorsque  la  droite  passe  dans  f  angle  Y*ÀX ,  auquel 
cas  on  a  *  >  3oo°,  mais  <  40d#>  tang  *  ou  a  redevient  négatif, 
et  Pon  reproduit  Péquation     y  =  —  ax. 

i43.  Considérons ,  en  second  lieu*  le  cas  où  la  droite  passe 
par  un  point  B  (JBg.  76)  de  Paxe  des  y  situé  au-dessus  de  Fîg.  76. 
l'origine* 

Dans  ce  cas ,  l'ordonnée  à  V origine,,  ou  5 ,  est  positif,  et  Pon  a 
pour  Péquation ,     y  =  ax  +  b. 

La  quantité  b  est  essentiellement'  positive  ;  maïs  il  n'en  est 
pas  de  même  de  a.  Car  si  l'on  conçoit  que  la  droite  tourne 
autour  du  point  8,  comme  dans  ce  mouvement,  elle  prendra 
nécessairement  dès  positions  parallèles  à  toutes  celles  qu'elle 
avait  prises  autour  de  l'origine,  il  s'ensuit  que  a  sera  positif 
ou  négatif  Avas  les  mêmes  circonstances.  En  sorte  que  Péqua- 
tion y  =  -f-  ax  +  B  convient  a  toutes  les  droites ,  telles  que 
LBL'y  qui  forment,  avec  l'axe  des  x,  un  angle  moindre  que 
100%  ou  plus  grand  que  200°,  mais  moindre  que  3oo°j  et 
Péquation  y  =  —  ax  +  b9  k  toutes  les  droites,  telles  que 
L'BL*,  formant  avec  Paxe  des  jr  un  angle  plus  grand  que 
100*  *et  moindre  que  200°,  ou  plus  grand  que  3oo°,  mais 
moindre  que  4°°*« 

Lorsque  la  droite  est  assujettie  à  passer  par  un  point  B'  situé 
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au-dessous  de  l'origine >  b  est  négatif,  et    l'équation  devient 

y=+ak*—b  pour  toutes  les  droites  telles  que  L'B'L , 
et  y  =  —  as  *—  b  pour  toutes  les  droites  telles  que  I/B'L" . 

i44«  Examinons*  comme  cas  particuliers,  ce«x  ou  b  droite 
devient  parallèle  à  ehacun  des  deux  axes. 

i°.  Lorsque  la  droite  est  parallèle  a  l'axe  des  * ,  on  a  évidem- 
ment tang«ou  *=oj  d'ailleurs 9b  est  position  négatif*,  ainsi 

Péquatkm  se  réduit  k 

y  =  ±.b\ 

résultat  qui  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  dit  n°  i34* 

a°.  Si  la  droite  est  parallèle  à  l'axe  des  y  >  tang  «  dort  être 
infini  et  de  la  forme  oo.  Il  en  est  de  même  $e  b,  qui ,  expri- 
mant la  distance  de  l'origine  au  point  ou  la  droite  rencontre 
l'axe  des  y,  devient  nécessairement  plus  grand  qu'aucune  quan- 
tité donnée,  dan  s  le  cas  dont  il  s'agit 

Ces  deux  conditions,  introduites  dans  jsasjf  +  i, 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  *=  -y , 

oo 
la  réduisent  à  *  =  — — . 

CD 

Pour  interpréter  ce  résultat,  remarquons  qu'afin  d'obtenir 
la  droite  dans  toutes  les  situations  possibles,  par  rapport  au 
axes, taras  avons  supposé  (n°  i43)  que  la  droite  tourne  autour 
du  point  B  regardé  comme  fixe*  Dans  cette  hypothèse?  b  *a 
une  valeur  finie  et  déterminée,  et  il  est  impossible  d'en  déduire 
le  cas  ou  la  droite  devient  parallèle  à  AT. 

(On  trouve  seulement ,  dans  la  supposition  de  q  =c  oo ,  *  =s=  o 
ou  l'équation  de  Taxe  des  y^ 

Si  Ton  veut  obtenir  le  cas  particulier  en  question,,  il  fout 
changer  le  centre  de  mouvement  de  la  droite,  et  prendre ,  par 
exemple,  le  point  C,où  la  droite  rencontre  l'axe  des  x.  Or,  si 
l'on  désigne  par  c  la  distance  AC,  on  a  évidemment  (  n°  87  ) 
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-r-j7  =  tang  «,  ou  -  =  a  ;  d'où  c=  -;  et  l'équation  devient 

Supposons  maintenant  que  la  droite  tournant  autour  du  point 
C ,  devienne  parallèle  à  AT;  tang  «  on  a  devient  infini,,  et  c  ne 
change  pat. 

Donc  l'équation  se  réduit  à  *rr-~-i,  équation  qui  ex- 
prime en  effet  (n°  i34)  une  parallèle  a  l'axe  des  y. 

Le  signe  de  —  c  dépend  de  la  position  du  point  C  par  rap- 
port à  l'origine  A  ;  le  point  peut  être  en  G  ou  C. 

* 

L'expression  de<?»  ou.  -* ,  offre  funseple  d?tme  fraction  qui 

reste  oonstante,  bien  que  ses  deux  termes  deviennent  infinis . 

t?cst  ainsi  qu'une  fraction  r  *  qui  ae  réduit  a  *-,  lorsqu'on  sep» 

pose  at=o,  0  =  0,  acquiert  dans  certains  cas  (n°  79)  une 
valeur  finie  et  déterminée. 

i45.  Nous  observerons  en  passant  que  la  relation  a  es  -, 

0 

introduite  dans  l'équation  y=zax  +  b,  la  ramène  à  la  forme 

^=-j:  +  69  d'où  cy  —  bx  sa  6c,    équation  qui  renferme 

c? 

comme  contaottstf*  les  distances  de  l'origine  À  aux  points  ou  la 
droite  rppcuuftre  les  axe». 

..  fayMeeut  xsae,  on  trouve    /  =  &;    ce  senties  coor- 
-données  du  point  B,  ou  la  droite  rencontre  Paxe  des  y. 

.Sbtteucore  y=»o,  on  obtient.  s?«sa  —  c;  ce  sont  lés  coor- 
données du  point  C,  dn-la  même  droite  rencontré  l'aie  des  x. 

Il  7  «  quelquefois  de  davantage  k  employer  Téquation  de  la 
droite  sous  cette  forme,  à  cause  de  l'nomogénéité  de  ses  termes. 
Elle  convient  même  aux  cas  00  les  axes  sont  obliqua;  car  le 
triangle  BAC  donne  {fig.  73)  '  Fig.  7*. 

sinBCA  AB       b 

sin  CBA  AC       c 

12 
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ifô.  Il  résulte  de  la  discussion  précédente ,  que  l'équation 
y  =  ax  +  b  comprend  implicitement  les  équations  de  )a> 
droite  considérée  dans  toutes  les  situations  qu'elle  peut  avoir 
par  rapport  aux  axes.  Il  suffit  d'y  substituer  pour  a  et  b  les  va- 
leurs correspondantes  à  ces  diverses  situations. 

Questions  préliminaires  relatives  à  la  ligne  droite* 

147.  Toutes  les  fois  que  la  position  d'une  droite  sera  donnée 
par  celle  du  point  B  où  la  droite  rencontre  Vase  des  y,  et  par 
l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des  x ,  les  constantes  a  et  b 
auront  une  valeur  déterminée.  Mais  on  peut  imposer  à  une 
droite  d'autres  conditions ,  telles,  par  exemple,  que  celles  de 
passer  par  deux  points  pris  à  volonté  sur  un  plan;  de  passer  par 
un  point  donné,  et  d'être  parallèle  ou  perpendiculaire  à  une 
droite  déjà  connue  de  position  j  de  passer  par  un  point ,  et  dé 
faire  avec  une  autre  droite  un  angle  donné,  etc. 

Dans  ces  différons  cas,  a  et  b  doivent  être  regardées  comme 
des  constantes  indéterminées,  dont  les  valeurs  dépendent  des 
conditions  imposées  à  la  droite. 

La  recherche  de  ces  valeurs  donne  lieu  à  une  série  de  ques- 
tions qui  servent  de  hase  à  la  Géométrie  analytique,  et  que 
nous  allons  développer  successivement. 

148.  Première  question.  Trouver  V équation  d'une,  droite 
assujettie  à  passer  par  deux  points  donnés  sur  un  plan. 

(  Dans  cette  question ,  les  axes  peuvent  être  indifféremment 
rectangulaires  ou  obliques.) 
'?•  69     Soient  M  et  M'  (fîg.  69  et  71)  deux  pointa  filés- sur  un  plan 
'  *  par  leurs  coordonnées  *',  yf  et  x">  y** 

L'équation  cherchée  sera  de  la  forme    y  =  ax  +  b;. . .  (1) 

a  et  &  étant  deux  constantes  (inconnues  pour  le  moment)  qu'il 
s'agit  d'exprimer  en  fonction  de  x\  y',  x"f  y",  qui  sont  suppo- 
sées connues. 

Or,  puisque  chacun  des  deux  points  M  et  M'  se  trouve  sur 
la  droite ,  leurs  coordonnées  mises  à  la  place  de  x  et  y  dans 


l'équation  (i),  doivent  la  vérifier.  Ainsi,  l'on  doit  avoir  les 
deux  relations        {  £~  «  +  £  •  •  •  g 

Comme  ces  équations  ne  contiennent  a  et  b  qu'an  premier 
degré,  on  en  tire  facilement  les  valeurs  de  ces  inconnues. 

D'abord ,  si  Ton  soustrait  (3)  de  (2) ,  il  vient 

X   ■— JT 

R>rtant  cette  valeur  dans  l'équation  (2),  on  trouve 

et  substituant  ces  valeurs  de  a  et  b  dans  l'équation  (1),  on 
obtient  enfin 

pour  l'équation  demandée. 

.^tt/re  méthode.  Retranchons  d'abord  l'équation  (2)  de  l'é- 
quation (1);  il  vient  jr-~y'  =  a  (*  —  *'),  équation  qui  con- 
tient encore  l'inconnue  a;  mais,  en  soustrayant  (3)  de  (2) ,  on 
obtient 

/-y-asa^-iOi    d'où    ««^E^- 

Portant  cette  râleur  de  a  dans  l'équation  précédente ,  on  a 

J--/Ba£=$(»-0,...  (5) 

équation  qui,  ne  renfermant  plus  que  les  variables  nécessaires 
«y  ^,  et  les  données  J,  y\  x',  y* y  convient  encore  à  la  droite 
cherchée. 

L'identité  des  équations  (4)  et  (5)  peut  être  établie  facile- 
ment* En  effet  1  on  tire  de  l'équation  (5) , 

12.  «. 
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y—  y  t-j^f*    *'_v    > 


on  réduisant , 

y      x'  —  J    *^     %'  —  *    • 

La  seconde  méthode ,' qui  est  sans  contredit  pi  a»  simple  et 
plus  élégante  que  la  première,  donne  lieu  à  un  résultat  dont 
l'emploi  dans  les  calculs  est,  en  général ,  plus  commode. 

Toutefois,  l'équation  (4)  a  l'avantage  de  laisser  en  évidence 
la  quantité  b ,  ou  V ordonnée  à  Vorigine. 

♦ 

i49*  Remarque.  L'équation  y  —  y '=  a  {x  —  x') ,  qu'on  a 
d'abord  trouvée  en  employant  la  seconde  méthode ,  joue  un 
grand  rôle  dans  la  Géométrie  analytique.  Elle  offre  un  ca- 
ractère particulier  ;  c'est  de  représenter  toutes  les  droites  qui 
passent  par  le  point  particulier  («',  y'). 

En  effet,  on  y  est  parvenu  par  la  combinaison  de  l'équation 

générale  y  =  ax  -f-  &, 

avec  la  relation  particulière  y=  axf  +  b} 

qui  exprime  que  le  point  (*',y)  se  trouve  sur  la  droite. 

D'ailleurs,  si  l'on  y  fait  a  la  fois  y=y',  x  =  x',  elle  se 
réduit  à  0  =  0;  ce  qui  prouve  évidemment  que  la  droite 
passe  par  le  point  (a/,  y). 

Quant  k  la  quantité  a  qui  subsiste  encore  dans  l'équation, 
c'est  une  constante  indéterminée  dont  la  valeur  dépend  d'une 
seconde  condition  qui  peut  être  imposée  à  la  droite.  Dans 
la  question  précédente,  cette  condition  consiste  à  faire  pas- 
ser la  droite  par  un  second  point  (**,  j^),  ce  qui  détermine 
complètement  la  position  de  cette  droite;  et  l'on  trouve, 
en  effet, 

a  =  *=£. 
x —  * 

i5o.  Sioondb  quistion.  Mener  par  un  point  donné   une 
droite  parallèle  à  une  autre  déjà  connue  de  position. 
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Commençons  par  établir  analytiquement  la  condition  de  pa- 
rallélisme des  deux  droites. 

_  .  i  y-ziax-\-bt    î   les  équations  des  deux  droites 

*°uM     j  y  _  a,x+  h,9  )     BL  et  DH  yç  77)  Flg.  7?. 

Puisqae  ces  droites  sont  parallèles,  les  angles  «'  et  «  qu'elles 
forment  avec  l'axe  de*x  sont  égaux*,  ainsi  l'on  a 

tang  «'  =  tang  « ,     ou     at '  =  a. 

» 

Cette  relation  entre  les  coefficiens  de  xy  des  deux  équations,  est 
indépendante  de  l'inclinaison  des  axes;  car  de  ce  que  les'angles 
«'et  «  sont  égaux,  on  déduit  nécessairement 

sin«'  sin«  , 

""•"72 *\  ===  " — *a         \9     ou     a  =  a' 

sin()S —  «)       swC*  —  «) 

La  relation  a'=a  peut  encore  se  démontrer  par  la  figure. 

Si  l'on  désigne  par  Y  et  y  les  ordonnées  MP ,  NP  des  deux 
droites  DJI  et  BL  correspondantes  à  une  même  abscisse  A.P 
ou  *,  on  a,  d'après  les  deux  équations  ci- dessus,  , 

Y  —  y  =  (<*'  —  a)x  +  b'  —  b. 

Mais  il  est  évident  que,  les  deux  droites  étant  parallèles, 

MP   —  NP,     ou    MN   =  DB, 
M'F  —  NT,    ou    M'N'  =  DB, 


puisque  les  parties  des  parallèles  comprises  entre  parallèles  sont 
égales.  Donc    Y—  ^  =  &'  —  b,    quantité  constante. 

Or,  pour  que  cette  équation  s'accorde  avec  la  précédente, 
quel  que  soit  x,  il  faut  nécessairement  que  Pon  ait 

a'  —  a  =  o;    d'où    a'ssa. 

Réciproquement,  si  l'on  a    a'  =  a,     ou    a'— a=o, 

il  en  résulte      Y—  y=zb'  —  b,     ou    IfNssDB; 

donc  les  lignes.  DM  et  BN  sont  parallèles. 


l8a  QUESTION*  FiUtt4M(N*IBtS. 

La  relation  a  =t=  a  est  donc  une  condition  caractéristique  du 

parallélisme  de  deux  droites. 

i5i.  Reprenons  maintenant  le  problème  proposé. 
Soient  x\y  les  ooqrdonnéea  du  point  M,  par  lequel  on  tent 
mener  une  parallèle  DH  k  une  droite  donnée  BL. 

L'équation  de  cette  première  droite  étant  y=zax  «+■£,. .  (i) 
celle  de  la  droite  cherchée  sera  de  la  forme   y = a'x •+• b '; . . . (a) 

a'  et  V  étant  deux  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Or,  la  droite  DH  devant,  par  hypothèse ,  passer  par  le  point  Wf, 

«  . .    ..  '  »     •  *t  « 

on  a  l'équation  particulière , . . .  y=aV-J-£\ .  .(3) 

Retranchons  les  équations  (2)  et  (3)  Pune  del^  autre  ; 
il  rient  y  —  y s=s  «*(*  —  *').  • .  (Ftyrâs  le  n*  ^49)* 

D'ailleurs ,  à  cause  du  parallélisme  des  deux  droites,  on  a 


a'  ss  aT 


donc  enfin  ,  y— y=sa(#— ^ 

Telle  est  l'équation  de  la  .droite  cherchée;  elle  ne  diffère  de 
l'équation  (1)  que  pair  l'ordonnée  à  l'origine ,  qui  est  iciy  — ,«V« 

i5a.  Troisième  question.  Ztewx  droites  étant  données  sur  un 
pîarij  on  propose  "dé  déterminer*  i°.  leur  point  d*  intersection; 
a°.  l'angle  qu  elles  forment  entre  elles. 

v      r       c^-         f.y  =  a*  +  £>l    les  équations  des  deux  droites  BL 
*«g.  7».     Soient  ^=^+^|    etDHC%.  78). 

'  i°.  Pour  obtenir  .es  coordonnées  de  leur  point  d'intersec- 
tion M  ,  et  en  fixer  ainsi  la  position  ,  il  faut  Remarquer  que  j  le 
point  se  trouvant  à  la  fois  sur  les  deux  droites,  ses  coor- 
données 7AP  et  MP  doivent  vérifier  lès  équations  de  ces 
droites;  elles  ne  sont  donc  autre  chose  que  les  valeurs  de  x 
et  de  y  propres  à  satisfaire  simultanément  à  ces  deux  équa- 
tions. Ainsi  /en  éliminant  *  et  y  entre  ces  équations ,  les  va- 
leurs que  Ton  obtiendra  seront  les  coordonnées  cherchées: 
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^Retranchant  d'abord  U  ir  •  équation  de  la  a%  on  trouve 

o  =  (a'—  a)*  +  y—  6;     d'où     *  =  ^^  . 

a  —  a 

Portons  cette  valeur  dans  la  i*  équation  ;  il  Tient 

*— b'  .  M—  ah' 

y=za.:r-~-+b,    ou ,  réduisant ,   y=    „,       „   ,    . 

fc_y  bd  —  ab'  -  .       , 

Donc.     s  =   ,    ■»    ,  y  =  -—7 sont  les  coordonnées 

a  —a    J  a  — a 

du  point  d'intersection  M. 

Soit ,  comme  cas  particulier,  a'=a;  il  en  résulte 

6  —  *'  a(6  —  b') 

*= — — ,  y—~ i 

c  est-à-jji  re  que  ces  valeurs  deviennent  infinies  ;  ce  qui  doit  être , 
,  puisque  les  deux  droites  sont  alors  parallèles  (n°  i5o). 

Si,  à  la  condition  a'-ssza,  on  ajoute  la  suivante  &'=£,  on 
trouve 

*=-,      vas—,     valeurs  indéterminée*; 
o'     J       o'  9 

tit,  en  effet,  dans  ce  cas ,  les  deux  droites  se  confondent,  puisque 
leurs  équations  deviennent  identiques;  donc  elles  se  renoon- 
.  trent  en  une  infinité  de  points. 

Les  résultats  obtenus  pour  cette  première  partie  du  problème 
proposé  sont  vrais,  quelle  que  soit  l'inclinaison  des  axes.  Mais 
il  n'en  est  pas  de  même  de  la  seconde  partie. 

i53.  2°.  Pour  déterminer  l'angle  des  deux  droites  y  dans  le 
cas  d'axes  rectangulaires,  angle  que  nous  désignerons  par  Y, 
observons  que  le  triangle  EMG*  donne 

MGX=^EMG+MEG  ;  d  ou  EMG  ou  V=MGX— MEG=*'— « , 

■ 

(*'  et  «  désignant  les  angles  ,que  les  deux  droites  forment  avec 
l'axe  des  x). 

Mais  on  a  obtenu  (n°  70) , 

x  °  1  -f-  tang  a  tang  b  ' 
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donc         tang  (*  —  *),  ou  tang  V  =  — ?-S — *~>   "$*  . . .  (t) 
°  '  ^  i+ tang  et   tang* 

Gela  posé,  puisque  les  axes  sont  rectangulaires,  on  a  tang*'=a' , 


a' —a 


tang 4  =  a;      d'où  Ton  déduit     tang  V  =  —  ■    ■  7  ....  (a) 

i54.  Lorsque  lesjaxes  sont  obliques,  les  valeurs  de  tang  Vf* 
tang  «'ne  sont  plus  représentées  par  a  ,  a;  et  il  faut  les  tirer 


smtf       A       ,  sin* 

a. 
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des  relations.      •■  /*        ^3=*  a ,      ■.  -,■ r  * 

sin  (|8—  *ry*        '     sm(/5  — ce) 

Or  9  U  seconde  relation,  revient  à  40  *  =5  a  sin  (j3— •*),  ou 
développant  sin  (£  —  a)  d'après  la  formule  (n°  61)  9 

sin*  =  a  sinjScosflt  —  a  sin*  00&& 

Pour  mettre  tang  a  en  évidence ,  divisons  les  deux  membres 
par  €os «,  et  transposons;  il  vient 

,     .  ^  .    *       »  <  flsinjî 

tangce(i+acos0)=:asin|3,     d'où  tang  *  =s  — — — ^  ; 

ou  obtiendrait  de  la  même  manière  *    tangg'^^â'cosff 

« 

Substituons  actuellement  cet  valeurs  dans  l'équation  (i)> 

a  sin  fi  a  sin /S 

'  '  ï+</çosj$       i+acos/3 

ou  a  tang  Y  « ,   .  ;à » 

^ gq  sin*  jg 

1  "*" (1  -+-a'cos/3)  (1  -+-acosj3) 

ou  ^réduisant  au  même  dénominateur,  simplifiant  et  observant 
que  sin'jS-f-  cos'/S  =  1 , 

tan*V=J (a'-jQsing _ (3) 

"**  l+aa'  +  (a+a')co$&  W 

Supposons d«=  ioo°,  d'où      sîn0  =  1  et  cos/3  =  o; 

la  formule  se  réduit  à     tang  V  =  — ■ r ,  comme  ci-dessus. 

0  1  «f-  oa 


sub  iià  tt&HE  droit*;  '  i85 

i55.  Considérons  le  cas  particulier  où  les  deux  droites  sont 
perpendiculaires  entré  elles. 

Dans  ce  cas ,  on  doit  aToir  V  =  100%  d'oii  tang  V  =  00  ;  ce 
qui  donne ,  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires, 

7  =  oo,  on  —, s=  o,  par  conséquent,  i+oa  =  aj 


1  -4-  ad  7         d 

et  lorsque  les  axes  sont  obliques ,   1 + a&'  +  (<*  +*')  cps^?» o. 

La  relation  1  -f-  ad  =  o ,  que  nous  aurons  souvent  occasion 
de  rappeler^  peut  être  démontrée  directement  au  moyen  de  la 
figure. 

Puisque  le  triangle  EMG  (Jig.  79)  est  rectangle  eu  M,  les  Fig.  70* 
deux  angles  MEG,  MGE  sont  complémens  l'un  de  l'autre  ;  et 

1 

l'on  a  tang  MGE  =  cot  MEG  =  — — ïtett*  •  •  •  (v<y««  »°  5o). 

Mais  tang  MGX  ou  d  =  —  tang  MGE  ;  tang  MEG= a  \ 

donc,  </=:-! — ,     ou, bien,  oa'  +  ico. 

a 

i56.  Quatrième  question.  D'un  point  donné  hors  d'une 
droite,  on  propose  ,  i°.  d'abaisser  une  perpendiculaire  mut  cette 
droite;  2°.  de  trouver  la  longueur  de  cette  perpendiculaire  j 
c'est-à-dire  la  distance  du  point  donné  à  la  première  droite. 

(Les  axes  sont  supposés  ici  rectangulaires.) 

Soient  BL  (fig.  80)  la  droite  donnée,  MG  la  perpendiculaire  Fig>  80% 
à  BL ,  assujettie  à  passer  par  le  point  M ,  dont  nous  désignerons 
les  coordonnées  par  x'  et  y. 

Supposons  que  l'équation  de  la  droite  BL  soit 

yz=ax  +  b (1) 

Puisque  la  droite  MG  passe  par  le  point  a/,  y,  son  équation 
sera  (n°  i4q)  de  la  forme^ — /  =  a'  (x— af)9 . . .  a*  étant  une 
constante  indéterminée. 

Mais  les  deux  droites  devant  être  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre ,  on  a  (n°  i55)  la  relation         1  +  ad  =s  o  ;    d'où 


«'=-1. 

a 
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Donc  l'équation  précédente  devient- 

Telle  est  l'équation  de  la  perpendiculaire  MG  7  «t  cette  droite 
est  ainsi  déterminée  de  position* 

ï5y.  Maintenant,  il  s'agit  d'obtenir  l'expression  de  la  dis- 
tance du  point  M  au  point  H  où  les  deux  lignes  se  rencontrent. 

On  connaît  déjà  les  coordonnées»  x7,  y  du  point  M  ;  si  l'on 
pouvait  déterminer  celles  du  point  H ,  il  suffirait  de  substi- 
tuer ces  quatre  coordonnées  dans  l'expression  de  la  distante 
entre;  deux  pointa  donnés,  formule  trouvée  n°  137 ,  et  l'on,  au- 
rait 1a  y&Uur  de.  MH* 

Comme  le  point  H  est  le  point  d'intersection  de  BL  et  MG, 
il  faudrait  (n°  i5a)  éliminer  x  ety  entre  les  équations  (i)  et 
(2)j  mais  observons  que,  d'après  la  formule  déjà  citée,  ce  sont 
inôms  les  coordonnées  des  deux  points  M  et  H ,  que  leurs  diffé  - 
ronces,  qu'il -est  important  d'obtenir;  ainsi  la  question  est  ra- 
menée à  éliminer  entre  (i)  et  (a)  les  quantités  x  —  x',  y  —y** 
'  considérées  comme  inconnues  ;  et  les  valeurs  de  ces  quantités 
étant  substituées  dans  l'expression 

à  la  place  de  x— x*,  y —y**  donneront  la  distance  demandée* 
Afin  de  mettre  en  évidence  ces  deux  inconnues  dans  l'équa- 
tion (i)  ,  comme  elles  le  sont  dans  l'équation  (2)  ,  nous  met- 
trons la  première  sous  la  forme 

y—y'  =  a(x  —  x')—y'  +  ax'  +  b,...  (3) 

ce  qui  se  fait  en  ajoutant  —y'  aux  deux  membres,  puis  retran- 
chant et  ajoutant  aa/  dans  le  second  membre. 

Cela  posé ,  retranchons  l'équation  (a)  de  l'équation  (3)  ;  3 
vient 

a+^)(x-^-«0-- y'+axr+b9d'obLX— *=*• p-  » 

a 
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ou  réduisant.        x  —  a  =  —*£- — : — . 

a*  +  i 

Cette  râleur  étant  portée  dans  l'équation  (a) ,  donne 

i  a{y'  —  ax'—  b)       —{y  —  ax'—b) 

Substituons  ces  valeurs  de  x  —  a:' ,  y  —  j/  dans  celle  de  D, 
ek  désignons  par  P  la  perpendiculaire  ;  on  trouve 

*-       *         (ït+tf         :       • 

Le  frcteur  (y  -~ax'  — »  i)*  peut  être  mis  en  évidence  soûl  le 
radical,  ce  qui  donne  pour  lemtmérateur  (a*+0  C/ — ^ — *)*• 
Supprimant  le  facteur  a*  +  i ,  commun  aux  deux  termes, 
puis  extrayant  la  racine  carrée  de  ces  deux  termes , 

on  obtient  enfin      P  ss  — v  ,        <  - — - 

pour  la  longueur  de  la  distança  MH.   . 

i58.  Discussion.  Le  double  signe  db  dont  ce  résultat  est  af- 
fecté ,  a  besoin  d'être  interprété. 

En  cberchant  à  traduire  géométriquement  !a  valeur  de  la 
quantité  y — ax'—J>9  on  voit  que,  y'  désirant  J'ordon née  MP, 
aie  +b  exprime  aussi  l'ordonnée  NP  de  BL,  correspondante  à 
l'abscisse  x  ou  AP  (car  si  Ton  fait  x=xf  dans  y  =ax  +  b ,  on 
a  y  ou  AP  =  ox'-f-  b)  ,  donc^y'—  or'—  b  représente  la  distance 
MN.  Or 9  cette  distance  peut  être  (n*  26)  positive  ou  négative, 

c'est-à-dire    ^  o  ,  suivant  que  le  point  M  est  placé  au-dessus 

ou  au-dessous  de  BL,  Par  exemple ,  si  le  point  était  en  M','  on 
aurait  ML'N' «H^- MV  =  aaf  +  b  —  y'. 

D'un  autre  côté ,  lorsqu'on  demande  la  distance  du  point  M 
à  la  droite  BL ,  on  est  censé  en  demander  la  valeur  absolue;  d'où 
il  suit  que,  si  le  point  M  est  placé  au-dessus  de  la  droite  BL,  au- 
quel cas,  y  —  asf  —  b  est  >  o ,  on  doit  avoir 

?      y_«x'—  b 
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m 

et  si  le  point  M  eet  placé  au-dessous  *  ce  qui  entraine    la 
condition  y'  —  ai!  —  b  <o,  on  aura 

VaNM 

Chacun  de  ces  deux  résultats  peut  être  obtenu  par  la  Géo- 
métrie. 

En  effet ,  MP,  MB  étant  respectivement  perpendiculaires  â 
AP ,  BL,  il  s'ensuit  que  l'on  a    angl.  NMH=  angl.  BL'X=«. 
Cela  posé,  le  triangle  rectangle  NMH  donne  (n°  88) 

MH==MNcos-«M  =  ^L==MN£±_    fvV&ë  **  &>H 

séc«       l/i+tangaa 

mais    MN=MP-*NP=y—  ax'>—  b,    et   tang*=taj. 
donc  MH,    ou    V^Z-=^ÙzÈ_ 

Si  le  point  M  était  placé  au-dessous  de  BL,  o» aurait 

MV=fl/+s-y,  d'oï  v  =  ^+b-y'- 

159.  Examinons  quelques  cas  particuliers: 
Fig.  81.      1°.  Supposons  (Jig.  81)  que  le  point  duquel  on  yeut  abaisser 
la  perpendiculaire  soit  Porigine  des  coordonnées. 
On  a,  dans  ce  cas,  a/  =  o,/=o,  et Pexpreasion  devient 

résultat  posto/ ou  négatif,  suivant  que  le  point  B  est  placé  au- 
dessus  ou  au-dessous  de  l'origine. 
F*  8».      2».  Supposons  que  la  droite  BL  {fig.  8a)  passe  par  l'origine.  . 
On  a  alors      6=0;     et  l'expression  se  réduit  à 

r  y         ■        T,  OU         P= SJL 

160*  N.  B.  Dans  la  question  précédente ,  nous  avous  supposé 
les  axes  rectangulaires  ;  s'ils  étaient  obliques ,  il  faudrait,  pour 

la  première  partie ,  faire  usage  de  la  relation 

1  +  aa'+  (a  +  a')  cos  Ç  =  o ,  qui  donnerait 


SUA  fcA   UONB   DROITE.'  tfc) 

,  (i+cco»Q 

a  +  cosC     * 

et  substituer  cette  Taleur  dans  l'équation  y  —  y=a'(x —  x/). 
Quant  à  la  seconde  partie,  après  avoir  effectué  l'élimination 
de  JP-—  j/,  y—  y' *  entre  les  équations  des  deux  droites,  on 
porterait  ces  valeurs  dans  l'expression  générale  de  D  (n*  i38)  ; 
et  l'on  trouverait,  tout  calcul  fait, 

tt_  (/  —  ax'—  V)  siflf 
K  a*  +  aa  oos  C -f- i 

Nous  laissons  aux  commençans  le  soin  d'exécuter  ce  calcul , 
qui ,  quoique  asses  compliqué ,  n'offre  rien  de  difficile. 

161.  Cinquième  question.  Par  un  point  donné  hors  d'une 
droite,,  en  mener  une  seconde  qui  firme  avec  la  première  un  angle 
donné  (les  axes  sont  supposés  rectangulaires)*  t 

Appelons  x',  y  les  coordonnées  du  point ,  m  la  tangente  de 

l'angle  donné.  L'équation  de  la  première  droite  étant  y=sax+bt 

celle  de  la  secofcde  droite  sera  de  la  forme  y—yf  =«'  (^ — x')  y 

et  puisque  ces  droites  doivent  former  un  angle  dont  la  tangente 

est  m,  on  doit  avoir  (n*  i53) 

cl  —  a  , .        a  —  a' 

m,  ou  bien,   ■      — ;  =  m. 


i+aa'  '  ™~~~7   %  j^tf 


a' 


(I/nne  et  F  autre  des  deux  quantités      — : — ?,     — ; 

sont  également  propres  à  exprimer  la  tangente  de  l'angle  donné.)  > 

On  peut  comprendre  les  deux  relations  précédentes  dans  une 

o!  —  a  ,       a  dzm 

seule,         — -. — -7=±m;    d'où    a  = ; 

i-f-acr  '  izpam' 

ce  qui  donne  pour  l'équation  de  la  droite  cherchée, 

y  —  y  = (a?  —  x\ 

J      J        i  q:  am  v  ' 

La  question  admet  donc  deux  solutions;  et  cela  est  évident, 
car,  de  part  et  d'autre  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
donné  sur  la  droite  y  =  ax  +  b9  on  peut  mener  deux  droites 
qui  fassent  avec  celle-là  l'angle  donné. 

Soit  cet  angle  égal  à  ioo°,  auquel  cas  on  a    m  =  oo;     il  en 
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j.  .  —  db  i 

f    .                a  ±  m              m  t 

résulte, ,     ou =  — »-:    ' 

m     . 
d'où    ^  —y  =  •—  ~  (x  —  x')  >    équation  obtenue  (n°  r  96). 

Nous  ne  considérons  pas  le  cas  ou  les  axes  sont  obliques* 
parce  que  les  résultats  n'en  sont  pas  assez  simples. 

162.  Scholie  général.  Les  différentes  questions  que  nous  Te- 
nons de  résoudre  se  reproduiront  presqu'à  chaque  instant  dans 
tout  le  cours  de  la  Géométrie  analytique.  Mais ,  en  réfléchissant 
sur  les  résultats  auxquels  on  a  été  conduit  par  leur  résolution , 
l'on  doit  sentir  la  nécessité  d'éviter,  autant  que  faire  se  peut,  le 
système  des  axes  obliques ,  pour  que  les  calculs  soient  les  plus 

simples  possibles.  11  faut  toutefois  en  excepter  le  cas  ou  l'on 

n'a  à  faire  entrer  en  considération  que  l'équation  d'une  droite 

"passant  par  deux  points  donnés,  et  la  condition  de  parallélisme 

de  deux  droites ,  résultats  qui  sont  indépendans  de  l'inclinaison 

des  axes. 

Manière  de  fixer  analytiquement  la  position  dun 

cercle  sur  un  plan. 

163.  Soit  un  cercle  de  rayon  quelconque  r,  dont  le  centre  est 
enO.  Traçons  dans  son  plan  deux  axes  rectangulaires  AX,AY 

Fig.  83*  (fig-  83) ,  et  proposons-nous  d'en  fixer  la  position  par  rapport  à 
ces  axes. 

Si  l'on  désigne  par  p,  9  les  coordonnées  AB,  OB  du  centre, 
et  par  x,y  les  coordonnées  AP,  MP  d'on  point  quelconque  M 
de  la  circonférence ,  on  aura ,  en  tertu  de  la  formule  du  n*  1 37 , 

(x-py+(y—  qy  =  r*...  (1) 

Cette  relation  caractérise  tous  les  points  de  la  circonférence, 
en  ce  qu'elle  est  évidemment  satisfaite  par  les  coordonnées  de 
chacun  de  ses  points,  et  qu'elle  ne  peut  l'être  que  par  elles. 

En  effet ,  soit  N  un  point  quelconque  pris  à  l'extérieur  ou  dans 
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l'intérieur  de  cette  circonférence;  on  a,  en  désignant  toujours 
par  x  et  y  les  coordonnées  de  ce  point, 

(x — p)%  +  (y  —  qY    pour  le  carré  de  la  distance  ON; 
mais  il  est  évident  que  ON  est  >  ou  <  OM ,  suivant  que  le  point 
est  extérieur  bu  intérieur  à  la  circonférence;  d'où  il  résulte  né- 
cessairement    (x  —  pY  -f-  {y  —  qY  >  ou  <  r*. 

Ainsi ,  l'équation  (i)  ne  saurait  être  vérifiée  pour  un  point  qui 
ne  se  trouve  pas  sur  la  circonférence. 

Cette  équation  est  donc  Xiquation  du  cercle*  en  ce  sens  qu'elle 
fixe  complètement  la  position  de  chacun  des  points  de  la  cir- 
conférence. 

Les  constantes  qui  y  entrent  sont  les  coordonnées  du  centre 
et  le  rayon  ;  et  en  effet,  un  cercle  est  complètement  déterminé 
avec  ces  données. 

164.  L'équation  est  beaucoup  plus  compliquée ,  lorsque  les 
axes  sont  obliques  (fig.  84)  ;  car ,  d'après  la  formule  du  n° i38,  j»     g< 
on  a     (x  —  pY+(y—  qY  +  *i?  —  P)(j—  9)cosC=r», 
(C  désignant  l'angle  des  deux  axes). 

i65.  L'équation  (i)  prend  une  forme  plus  ou  moins  simple , 
suivant  les  diverses  positions  du  cercle  par  rapport  aux  axes. 

i°.  L'origine  peut  être  placée  en  un  point  A'  (fig.  83)  delà  fjg.  83. 
circonférence* 

Dans  ce  cas,  on  a  évidemment  entre/?,*/  et  r,  la  relation 

p'  +  f^r*- 
mais  si  l'on  développe  l'équation  (i) ,  elle  devient 

x*  ~  apx  -f-  pa  +  y*  —  *qy  +  q*  =  r*, 

ou ,  supprimant  les  deux  quantités  égales ,     p*  -f-  q*    et    r* , 

X*  —  2px  +y*  -*  2f  y  ss  o. . .   (2) 

Telle  est,  dans  ce  cas ,  la  forme  de  l'équation  du  cercle. 

En  effet,  si  l'on  pose   y  =  o ,    dans  cette  nouvelle  équation , 

il  en  résulte    x*  —  npx  =  o  ,    ou    x  (x  —  2/>)  s=  o; 
d'où  x  =  p ,     x  =  a/>  ; 

cequi  prouve  que  le  point    (x  =  o ,  y  =s  o) ,     ou  l'origine,  se 
trouve  placé  sur.  la  circonférence. 
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Remarque.  Comme  à  l'hypothèse  y  s=:  o ,  correspond  encore 
l'abscisse  *=2/>,  il  s'ensuit  que  la  circonférence  coupe  Pas e 
des  x  en  un  second  point  C,  tel  que  A'C  est  double  de  A'D  ssp  ; 
ce  qui  démontre  que  la  corde  A'C  est  divisée  en  deux  partie* 
égales  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  cette  corde. 

Cette  propriété  est  connue  en  Géométrie  ;  mais  on  voit  com- 
ment on  la  met  en  évidence,  à  l'aide  de  l'équation  du  cercle* 
\      La  démonstration  est  d'ailleurs  générale ,  puisqu'on  peut  foire 
varier  à  volonté  la  direction  de  l'axe  AT,  pourvu  que  le  se- 
cond axe  A'Y'  lui  soit  mené  perpendiculairement. 

166.  a°.  L'origine  peut  être  placée  à  l'extrémité  A*  d'un 
diamètre  A"G ,  qui  serait  lui-même  l'axe  des  x. 
Dans  celte  nouvelle  position  des  axes ,  on  a 

pz=zr    et    q  =  o  ; 
ainsi ,  l'équation  (1)  devient    (x  —  r)% + y*  =  r* , 
ou  réduisant.  y*  =  zrx  —  x*...  (3) 

On  déduit  encore  celle-ci  de  l'équation  (a),  en  y  faisant 
p=zr  et  9  =  0. 

On  démontre  facilement,  au  moyen  de  l'équation  (3),  deux 
autres  propriétés  du  cercle. 

Elle,  peut  se  mettre  sous  la  forme   y*  =s  x  (ar—  x)  ; 

mais,  d'après  la  figure,  on  à 

jy=sMR,  xr^ATt;    d'où    ir— x=A"G— A*R=GR; 

donc  MRft=ATlxGR,  ou  bien,  A'R  :  MR  ::  MR  :  GR; 

c'est-à-dire  que  la  perpendiculaire*  abaUeée  d'un  point  de  la 
circonférence  sur  un  diamètre,  ou  V  ordonnée  à  ce  diamètre  *  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segment* 

j        La  même  équation  revient  à    y*-f-x*=ar.x; 
mais  si  l'on  tire  la  corde  ATM,  on  a  évidemment 

y  +  ;r'  ou  MR  +  ATJWatF,  ar  =  A*G,  x  =  A'R; 
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don«  ATMtsA'GxATt,  ou  bien,  A*G  :  A^  ::  A«M  :  A'R, 

ce  qui  prouve  que  la  corde  menée  par  l'une  des  extrémités  d'un 
diamètre  est  moyenne  proportionnelle  entre  ce  diamètre  et  le 
segment  adjacent  formé  par  la  perpendiculaire  abaissée  de 
F  extrémité  de  la  corde  sur  ce  diamètre. 

167.  3°.  Enfin,  l'origine  des  coordonnées  peut  être  placée 
au  centre. 

Dans  ce  cas,  qui  est  celui  que  nous  aurons  à  considérer 
le  plus  fréquemment,  les  coordonnées  p  et  q  sont  nulles,  et 
l'équation  (1)  se  réduit  à 

x»+y  =  f...  (4). 

C'est  l'équation  du  cercle  rapporté  à  son  centre  comme  origine. 
On  j  parvient  directement  d'après  le  triangle  rectangle  OMR, 
qui  donne 

OR  +  MR  =  OM*     ou      x*  +y  =  r\ 
Si  les  axes  sont  obliques,  on  a  pour  équation 

*■  -t-  y"  +  axy  .cos  C  =  r*. 

{Voyet  le  triangle  obliquangle  OMR,  Jig.  840 

* 

Des  Lieux  géométriques. 

168.  Ayant  de  passer  aux  applications  des  principes  précé- 
dées, et  de  montrer  comment,  à  l'aide  des  équations  de  la  ligne 
droite  et  du  cercla,  on  parvient  a  résoudre  tonte  espèce  dm 
question  relative  à  ces  lignes,  nous  ferons  quelques  observa- 
tions générales  sur  les  équations  des  lignes  et  sur  l'usage  qu'on 
peut  en  faire. 

Nous  avons  déjà  vu  que  la  position  d'une  droite  ou  d'un 
cercle  est  fixée  sur.  un  plan  par  le  moyen  d'une  équation  entre 
les  coordonnées  *  et  y  de  chacun  de  ses  points ,  et  un  certain 
nombre  de  constantes,  dont  la  connaissance  suffit  pour  déter- 
miner cette  position  géométriquement: 

Supposons  actuellement  que  x  et  y  désignant  toujours  les 

i3 
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distances  d'un  .point  à  deux  axes  rectangulaires  ou  obliques,  la 
résolution  d'une  question  ait  conduit  à  une  équation  de  la 
forme    F(*,  y)  =3  o.    ("Le  caractère  F  veut  dire  fonction  de.} 

Je  dis  que,  si  l'on  veut  fixer  W position  du  point  qui  satis- 
fit à  l'énoncé  de  la  question ,  ou  dont  les  coordonnées  vérifient 
l'équation  >  on  en  obtiendra  une  infinité  ;  et  la  aérie  de  ces 
points  formera  une  ligne  droite  ou  courbe \,  suivant  la  nature 
de  l'équation. 

En  effet,  puisque  l'on  n'a  qu'une  seule  équation  entre  x  et  y, 
on  peut  disposer  arbitrairement  de  l'une  d'elles  ( ces  quantités 
sont,  pour  cette  raison ,  appelées  variables),  et  l'équation  don- 
nera les  valeurs  correspondantes  de  l'autre  variable. 

Donnons ,  par  exemple,  à  l'abscisse  x  la  suite  de  valeurs 


a,  a',  a" 9  a*,  alv,  av 


Si  l'équation  n'est  que  du  premier  degré  en  y%  on  en  déduira  suc- 
cessivement pour  les  valeurs  correspondantes  de  cette  variable, 

y=zb,   b',b',V,  b",b* 

Fig.  85*  £11  portant  sur  AX  (fig.  85)  les  valeurs  de  x ,  et  élevant  par 
les  points  P,  F,  P%  P** . . .  dés  perpendiculaires,  ou  plutôt, 
des  parallèles  à  AT,  égales  aux  valeurs  dé  y,  on  aura  différens 

points  M  ,  M',  M",  M* ,  qui  satisferont  également  à  ia 

question. 

Comme  rien  n'empêcbe  de  donner  à  x  des  valeurs  extrême* 
ment  peu  différentes  les  unes  des  autres,  et  qu'alors  les  Valeurs 
de  y  seront  elles-mêmes,  en  général,  très  peu  différentes  le* 
lûtes  des  autres,  on  doit  en  conclure  que  les  points  M,  M', 
M **  . . .  seront  très  voisins  ;  et  l'on  pourra  ensuite  lier  ces  points 
entre  eux  par  une  ligne  continue  MM'M*M*, ... .  dont  tous 
les  points  seront  autant  de  solutions  de  la  question ,  paitâe  que 
les  points  intermédiaires  sont  censés  correspondre  aux  valeurs 
de  *,  y  tirées  de  l'équation  du  problème  et  comprises  entre 
celles  qui  ont  été  déjà  construites. 

Cette  courbe  sera  d'autant  plus  rigoureusement  déterminée, 
que  les  points  M,  M',  M*. . .  seront  plus  rapprochés  les  uns 
des  autres. 
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Supposons  maintenant  que  l'équation  soit,  par  rapport  hy% 
d'un  degré  supérieur  au  premier.  Comme,  dans  ce  cas,  à  cha- 
que valeur  de  x  il  doit  correspondre  deux  ou  plusieurs  râleurs 
de  y  (fig.  86),  il  s'ensuit  que  la  courbe  est  composée  de  deux  ^8-  85. 
on  plusieurs  branches  MM'M*....  NN'N'....  BR'R\... 

169.  Soit ,  par  exemple,  à  construire  l'équation  y*  =  2*  ; 
on  en  déduit  y=  ±:\/*x. 

Ce  qui  prouve  d'abord  qu'à  une  même  valeur  de  x  il  corres- 
pond deux  valeurs  de  y  {fig.  87  )  égales  et  de  signes  con-  Fig.  87. 
traires  ;  en  second  lieu ,  qu'à  des  valeurs  de  x  négatives  il  ne 
correspond  que  des  valeurs  de  jr  imaginaires,  c'est-à-dire  que  la 
courbe  ne  peut  avoir  aucun  point  situé  à  la  gauche  de  l'origine 
ou  de  AT. 

Cela  posé,  faisons  d'abord  x  =  o ,  ce  qui  donne  y  =  o.  On 
peut  conclure  que  l'origine  des  coordonnées  appartient  à  la 
courbe ,  ou  que  la  courbe  passe  par  l'origine. 

Soit  maintenant    x=i;     il  en  résulte 

jr  =  dr|/2  =  ±:i,4  à  oyi  près. 

Apres  avoir  pris  sur  AX  une  distance  AP  égale  à  l'unité 
linéaire,  si  l'on  mène  par  le  point  P  une  parallèle  à  AT,  et 
que  l'on  prenne  au-dessus  et  au-dessous  de  AX  deux  distances 
PM,  PN  égales  à  1 , 4«  •  •  »  M  et  N  seront  deux  poinU  de  la 
courbe  demandée. 

Soit  encore  «  =  a  j  d'où  y  =s  dt.  a.  Ces  valeurs  étant 
construites  comme  les  précédentes,  donnent  M' et  H'  pour  deux 
nouveaux  points. 

Eb  continuant  ainsi  de  donner  à  x  différentes  valeurs ,  et 
construisant  les  valeurs  correspondantes  de  y,  on  obtiendra 
une  courbe  de  la  forme  LAH ,  qui  s'étend  indéfiniment  à  la 
droite  de  Taxe  des  y,  puisque,  tant  que  x  est  positif,  les  va- 
leurs de  y  sont  réelles.' 

170.  Proposons  -  nous ,  pour  second  exemple,  l'équation 

y*  —  x*  =  4 >    de  laquelle  on  tire   y  =  ±: V^**+4- 

On  voit ,  premièrement,  qu'à  une  même  valeur  de  x  corres- 

i3   . 
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pondent  deux  valeurs  de  y  égales  et  de  signes  contraires  ;  se- 
condement, que,  quelque  valeur  positive  ou  négative  que  l'on 
donne  à  *,  on  a  toujours  pour  jf  des  valeurs  réelles.  Donc, 
déjà  l'on  est  certain  que  la  courbe  s'étend  indéfiniment  au- 
dessus  et  au-dessous  de  Taxe  des  x  9k  droite  et  à  gauche  de 
l'axe  des  y.  . 

Faisons  quelques  hypothèses  : 

Fig.  88.      Soit  d'abord  x=o  (fig.  88),  on  tire  de  l'équation , 

y  *=±M  =  ±  2. 

Prenons  sur  AT  deux  distances  AB ,  AG  égales  à  2  ;  les  points 
B  et  G  appartiennent  à  la  courbe. 
Soit ,  en  second  lieu , 

*  =  t;     d'où    y  =  ±.{/5  =  zt.292>  à  o,i  près. 

Si  l'on  prend  sur  AX,  AP=  i ,  qu'on  porte  sur  une  parallèle 
à  AY,  menée  par  le  point  P,  deux  parties  PM ,  PN  égales  à  2^, 
M  et  N  seront  deux  nouveaux  points  de  la  courbe* 

Soit  encore    x  =  a ,    ce  qui  donne 

y=s±V8z=zt, ,a,8. . .  à  o,i  près. 

En  construisant  ces  valeurs  comme  les  précédentes,  on  ob- 
tiendra les  deux  points  M' et  N'. 
,  Et  ainsi  de  snite ,  dans  le  sens  positif  de  l'axe  des  x. 

Actuellement,  pour  obtenir  les  points  situés  à  la  gauche 
de  AY,  remarquons  que,  puisqu'à  des  valeurs  de  x  positives 
ou  négatives,  mais  numériquement  les  mêmes,  correspondent 
les  mêmes  valeurs  de  y ,  il  suffit ,  après  avoir  pris  des  dis- 
tances Ap,  Ap'...  égales  à  AP,  AP',...  de  mener  par  les 
points  p,  //...des  parallèles  à  AT,  et  par  les  points  M, 
M', . . .  N,  N'. ./.  des  parallèles  à  AX.  Les  points  m  et  m', . . . 
n;  n'...  seront  aussi  des  points  de  la  courbe,  qui  sera  évi- 
demment composée  de  deux,  branches  distinctes  et  opposées 
LBL',  HCH'. 

Ges  exemples  suffisent  pour  donner  une  idée  de  ces  sortes 
de  constructions,  sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  en  dé- 
tail par  la  suite. 
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1 7 1.  La  courbe  représentée  par  l'équation  F  (*,  y)  =  o ,  est 
appelée  le  Heu  géométrique  de  cette  équation. 

Réciproquement,  une  courbe  étant  tracée  sur  un  plan,  si, 
par  un  moyen  quelconque,  fondé  sur  la  définition  ou  sur  une 
propriété  caractéristique  de  cette  courbe,  on  parvient  à  une 
équation  qui  existe  entre  les  coordonnées  x  et  y  de  tous  les 
points  de  cette  courbe ,  et  n'existe  que  pour  ces  points ,  la  re- 
lation ainsi  obtenue  est  dite  l'équation  de  la  courbé.  {Voyez 
nos  i3g,  i63.) 

Nous  terminerons  les  notions  générales  sur  les  lieux  géomé- 
triques par  deux  propositions  qui  seront  d'un  usage  continuel. 

172.  Phemtbbb  proposition.  On  a  tu  précédemment  que  . 
l'équation  générale  d'une  ligne  droite  est  de  la  forme 

y  sa  ax  +  6. . . .  (1),  les  quantités  a  et  b  pouvant  passer 
par  tous  les  états  de  grandeur.  Je  dis  que,  réciproquement, 
toute  équation  du  premier  degré  entre  deux  variables  X  et  y 
a  pour  lieu  géométrique  une  ligne  droite. 

En  effet,  quelle  que  soit  l'équation  proposée,  on  peut  tou- 
jours la  ramener  à  la  forme    y  =  mx  +  n . . .  (2). 

Comparons  entre  elles  les  équations  (1)  et  (2)». 

i°.  Si  les  axes  sont  rectangulaires,  on  peut  poser  (Jig.  72);     pjga  7a, 

a    ou    tang  «  =  m    et    b  s  tu 

Prenant  alors  sur  À  Y  une  distance  AB  =  n,  et  menant  par 
le  point  B  une  droite  qui  forme  avec  AX  un  angle  «,  dont  m 
soit  la  tangente  trigonométrique,  on  aura  (n°  140)  pour  l'équa- 
tion de  cette  droite  ainsi  fixée  de  position , 

^rz=a:tang«t  +  i,     ou  bien,     y  =  mx  +  n+ 

Donc,  réciproquement ,  cette  dernière  équation  a  pour  lieu  géo- 
métrique une  ligne  droite. 

2°.  Si  les  axes  sont  obliques,  on  pose 

sin«  , 

ûOut — — .=m.     et     bzazn. 

sut  [fi  —  et) 

Prenant  sur  AY  (Jig.  73)  une  partie  AB  égale  à  h,  et  menant  par  f  jBt  -3, 
le  point  B  une  droite  qui  forme  ayec  AX  un  angle  *  tel  que  l'on 


i$8  suutux 

sin  # 
sin  te-IT"l===m'  on  aura  (n°  I4°)  P°ur  son  équation, 

sin  * 

,?  =*•*-: — 7^ %+**,     ou  bien,     y  =  mar+re. 

.    sin(£-^#)  •*  ' 

Donc,  réciproquement ,  etc 

Il  reste  à  savoir  toutefois  si  l'angle  «  peut  toujours  être  dé- 

* 

terminé  «J'apr^s  la  relation  -: — « — --r  =^  m. 

sin  (|3  —  m) 

Or,  on  a  reconnu  (n°  i54)  que  cette  relation  donne... 

m  sin  â  „ 

tang  «  ==  — g  ;    et  l'on  sait    qu  une   tangente   peut 

passer  par  tous  les  états  de  grandeur  ;  ainsi  l'angle  *  est  tou- 
jours susceptible  de  détermination. 

17a.  Comme  deux  points  déterminent  la  position  d'une 
droite,  H  s'ensuit  qu'une  équation  du  premier  degré  en  x  et  y 
étant  do  nuée,  il  suffira,  pour  en  construire  le  lieu  géométrique  , 
de  fixer  la  position  de  deux  de  ses  points. 

Les  plus  remarquables  sont  ceux  ou  la  droite  rencontre  les 
ax.es;  et,  pour  les  obtenir  ,  on  fait  successivement,  dans 
l'éq  nation ,  y  ss=  o ,  pu  U  x=o;  les  valeurs  obtenues  pour  x  , 
dans  la  première  hypothèse ,  et  pour  y9  dans  la  deuxième,  re- 
présentent, l'une,  l'abscisse  du  point  de  rencontre  avec  l'axe 
des  x ,  l'autre ,  l'ordonnée  du  point  de  rencontre  avec  Vaxe. 
des  y. 

Si  l'équation  est  de  la  forme  y=  mx,  comme,  en,  faisant 
y  =  o ,  on  obtient  x  =  o ,  et  réciproquement ,  il  s'ensuit  que  la 
droite  passe  par  l'origine  ;  et  pour  avoir  un  second  point ,  il 
suffit  de  donner  a  x  une  valeur  particulière ,  et  de  construire  la 
valeur  correspondante  de  y, 

1 74.  Cas  particuliers.  On  propose  de  construire  ay  —  3x=  1 
(en  supposant  les  axes  rectangulaires). 

Fig.  &).      Pour  y  =  o  (Jig.  89) ,  l'on  trouve    x  =  —  ^  ;     et    pour 

1 

x  =  o ,  y  =;  - . 
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Prenant  donc  sur  AX  une  distance  ÀC=— 5,  et  sur  AT 

-  une  distance  ABss-  ,  on  obtient  CBL  pour  le  lieu  gtomitriqw 

a 

demandé. 

Soit  encore  k  construire  l'équation    3y  +  5 j?  +  4  =  ° 
l%*  90).  Fig.  90% 

Pour  ^=0,  l'on  à  xsb— |;  et  pour;r=o,. .  .^=  — ^. 

Prenons  sur  AX,  ACf  =  —  t,  et  sur  AT,  AB*  =  —  j ,  on 

obtient  B'G'L'  pour  la  droite  demandée* 

On  peut  avoir  besoin  de  construire  la  tangente  de  l'angle  * 

3  ■        1 

Or ,  la  première  équation  donnant  j'  =  -  x  -f"  ->  il  en  résulte 

3 

tang*s=~». 

D'âpres  cela,  soit  pris  sur  AT  {fig*  6g)  la  distance  AB 2=  - . 

'  Menons  par  le  point  B  une  parallèle  BH  à  l'axe  des  x  ;  prenons 
sur  BH ,  une  partie  BD  =  1 ,  et  élevons  une  perpendiculaire 

3  3 

DE  =  -  ;  nous  aurons  tang  EtJD  =  -  ;  ainsi  le  point  Ë  ap- 
partiendra k  la  droite  CBL* 
La  deuxième  équation  donne    y  tss  —  x  et  —  ^  ^     d'où 

tang«er—  -. 

Après  avoir  pris  sur  AT.  {fig.  90)  une  partie  AB'  =  — ^,  si 

l'on  mène  S'il'  parallèle  à  AX ,  qu'on  prenne  BD'ss  1 ,  et  que 

5 
l'on  élève  une  perpendiculaire  D'E'  =  jf  on  aura  nécessaire- 
fil  5 
ment  tang  E*ff  tf  =  x  \  d'où  tang  E'BT=  —  g  ;  et  le  point 

E'  appartiendra  à  la  droite  tfB'L'. 
Toutes  les  constructions  précédentes  s'appliquent  au  cas  ou 
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3  '  S 

les  axes  sont  obliques.    Seulement,  les  quantités  -  et  —  ^ 

a  ^ 

cuostruita  an  dernier  lieu,  n'exprimant  plue  des  tançante», 

sin  m 


mais  bien  le  rapport  -r-77; :. 

rr       «in(/3 — :#) 


175.  Soit  pour  troisième  et  dernier  exemple,  l'équation 
y  =aj7  (les  axes  étant  supposés  quelconques  ). 

*''g»  91-  Pour  y  ss  o  (/g\  91  ) ,  Ton  a  *  =  ô;  donc  là  droite  passe 
par  l'trigine.  Faisons  maintenant  x  =  1 ,  on  obtient  y  =  1  ; 
et  l'on  aurait  de  même  pour  *tfc=  a, . . .  jr ±=  a. 

D'où  l'on  voit  que  la  droite  ABBT  ainsi  dé  laminée,  dîme 
eft  dstt  parties  égales  l'angle  des  deux  axes* 

Si  les  axes  sont  rectangulaires ,  l'angle  BAX  est  égal  à  5o*. 

176.  Remarque.  L'équation  proposée  peut  être  en  x  seule- 
ment, ou  bien  eu  y,  c'est-à-dire  ne  renfermer  qu'une  seule 
coordonnée. 

baa*  œ  cas ,  le  lieu  géométrique  se  réduit  à  une  ou  plusieurs 

drbiiee  parallèles  à  l'un  dès  axesj  suivant  le  degré  de  l'èqua— 

•    titm,  tt  si  les  racines  sont  réelle*. 

S 
Soit  l'équation  ar  — *  3  =  o ,  d'où  l'on  tire  x  =  -. 

_  3 

Fi*  oa.     Prenons  sur  AX  {fig.  9a),  une  distance  AB=  -,  et  me- 

nom  par  le  point  B  ,BC  parallèle  a  AY$  il  est  évident  que  tous 
les  points  de  cette  droite  jouiront  exclusivement  de  la  propriété 

.3 
d'avoir]  -  pour  abscisse ,  quel  que  soit  d'ailleurs  j*. 

Soit  encore  l'équation  y*  +  y  —  a  as*  #,  qui  f  étant  résolue, 

donne    yz=s ^l/j-f-a;   d*où    ^srttetjs'sa—a. 

Fig>  93.  Si  ÏW  prend  sur  AÎ  (fig.  93)  deux  distances  AB  =1, 
AFss  —  a,  et  qu'on  mène  GH>  QTB!  parallèle  à  AX,  ces 
droites  seront  telles  qu'on  aura  toujours  y  =  1  pour  la  pre- 
mière, et  y  =  —  a  pour  la  deuxième,  quel  tpie  sort  3t. 

177.  Seconde  proposition.  On  a  trouvé  (n°  i63)  pour  l'équa- 
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tion  générale  du  cercle  rapporté  à  des  axes  rectangulaires, 

ou  développant ,  a;a+y— apx— 2^j^+/?m+<7*— r^sso. . .    (i) 

Réciproquement,  toute  équation  du  second  degré  *  de  la 
forme  x*  -f-  y*  +  kx  +  By-f-  C  =  o , .  • .  (2) ,  c'est-à-dire 
qui  ne  renferme  pas  le  rectangle  xy  des  variables*  et  dans  la- 
quelle les  cœfficiens  des  carrés  sont  égaux  à  l'unité  ou  égaux 
entre  eux  (  parce  qu'on  peut  toujours  diviser  l'équation  par  ce 
coefficient  commun  )  ,  appartient  à  une  circonférence  de  cercle. 

En  effet ,  comparons  l'une  à  l'autre  les  équations  (1)  et  (2) , 
et  posons  —  2/>  =  A,  —  açsB,  p*  +  ^â  —  r*  =  C;  on 
en  déduit 


Cela  posé,  soient  tracés  deux  axes  rectangulaires  AX,AY 

(/%"•  94) >  et  construisons  le  point  O,  dont  les  coordonnées  fig.  94 

A  .  B 

soient  — -  — •  pour  l'abscisse,  et  —  -  pour  l'ordonnée.  Puis,  du 

f  \*  ^_  3* 
point  O  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  à  y  7 —  C, 

décrivons  une  circonférence  de  cercle  ;  elle  aura  nécessairement 
pour  équation, 

(*— pr  +  (y  —  qY  =  r*; 
ou,  si  l'on  remplace/),  q,  r  par  leurs  valeurs , 

ou  développant  et  réduisant  9 

x»  +  Ax  +y*  +  By  +  C  =  o , 

résultat  identique  avec  l'équation  (2).  Donc,  etc.... 

On  peut  encore  démontrer  la  proposition ,  ainsi  qu'il  suit  : 
Commençons  par  ajouter  aux  deux  membres  de  l'équation  (2) 
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À*  B* 

la  quantité  "f  +  -7  >  afin  de  compléter  les  carrés  x*  +  Ax, 

et  jf  +  Byj  il  vient 

A*  B*       A*-4-B* 

ou  bien,      (x  -f-  ~ )  -f  (y  +  -  )  =  — 7 c»  •  •  •   (3) 

équation  que  l'on  peut  comparer  immédiatement  avec 

en  posant       p=s  —  -,     j=  — -,     ra»ty_-£~_CsL 

d'où  il  sait  que  l'équation  (3),  et  par  conséquent,  l'équation  (a) 
dont  (3)  n'est  qu'une  transformée ,  exprime  une  circonférence 
«le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  déterminé  par  les  coor- 


■*■■«»• 


A  B  /A*-f-B* 

données—»—,    -^     ,  et  pour  rajon,l/— — 7 — «■-— Ç. 

La  seconde  démonstration  peut  paraître  plus  simple  que  In. 
première,  mais  elle  est  moins  analytique. 

178.  première  remarque.  Les  quantités  A,  B,  C  étant  quel— 

conques ,  peuvent  être  telles ,  que  Ton  ait  — 7 C  =  o , 

4 

ou  <  o . 

Dans  le  premier  cas»  le  rayon;  r  est  nula  et  la  courbe  se 
réduit  à  un  point  qui  est  le  centre  lui-même. 

Dans  le  deuxième,  le  rayon  r  est .  imaginaire^  ce  qui  veut 
dire  qu'il  n'y  a  pas  de  courbe  ;  et  l'on  dit  alors  que  le  cercle  est 
imaginaire. 

Seconde  remarque.  La  proposition  précédente  suppose- que 
les  axes*8oient  rectangulaires;  car  on  a  vu  (n°  164)  que  l'équa- 
tion d'un  cercle  rapporté  à  des  axes  obliques,  renferme  né- 
cessairement le  rectangle  %vy  00s  /S,  terme  qui  ne  peut  dispa- 
raître qu'autant  que  l'on  a  9  «s  ioo°. 
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L'équation  (2),  dans  le  cas  où  les  axes  sont  obliques,  est 
celle  d'une  courbe  qui,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  pré^ 
sente  quelque  analogie  avec  le  cercle. 

1  79.    Cas  particuliers.  Soit  à  construire  l'équation 

2j»*  +  2y* — 3r  +  4y  —  1  =05 
elle  peut  d'abord  être  mise  sous  la  forme 

ou ,  ajoutant  les  carrés  de  la  moitié  du  coefficient  —  -  et  de  la 

o  25 

moitié  du  coefficient  2,  c'est-À-dire    -75  +  1  »  ou  Tg* 

Cela  posé ,  construisons  d'abord  le  point  O  (Jig.  <)5)  qui  a  7  F»g-  95- 

pour  abscisse,  et  — -  1  pour  ordonnée. 

Ensuite  du  point  O  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  à 

7  V^33  (ou  1,4.  •    à  o,  1  /?m)  décrivons  une  circonférence  ; 

cette  courbe  sera  le  lieu  géométrique  demandé. 

Soit ,  en  second  Jieu ,  l'équation     jc*  +  jf*  —  3y  rf-  aap  ==  o , 
qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(*  +  !>•  + (y- D'~»  +ia!tT 


Après  avoir  fixé  la  position  du  point  qui  a  —  1  pour  ah** 
3  ^ 

cisse  et  -  pour  ordonnée ,  si  de  ce  point  O  (fig.  g6  )  comme  Fig.  96. 

centre,  avec  un  rayon  égal  à  ~  \/i3  ou  1,8,  on  décrit  une 

circonférence,  ce  sera  la  courbe  représentée  par  l'équation. 

Il  faut  observer,  toutefois,  que,  dans  cet  exemple-,  comme 
l'équation  est  satisfaite  simultanément  par  a?  =  o,  y  w  o,  la 
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courbe  passe  nécessairement  par  l'origine;  d'où  il  suit  que  le 
rayon  se  trouve  tout  construit ,  et  est  représenté  par  OA.  En 
effet,  l'on  a 


OA=  */aB*+  BO\  ou  bien,  OA  =  i/|  +  i  =r. 

On  reconnaîtrait  pareillement ,  i°.  que  l'équation 

x*  +y*  —  3jc  -f- 1  =  o 

3 
représente  uu  cercle  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  -  et  o* 

et  qui  a  pour  rayon  —  %/"  5  ; 

2°.  Que  l'équation  4**+  4^*"""  i*x  —  8y-f-i3  =  o  repré- 

3 
sente  un  point  ayant  pour  coordonnées  -   et   i.    En  effet ,  on 

peut  la  transformer  en  (x  — J  -)  +  (y  —  i)*«=o;  et  cette 

équation,  dont  le  premier  membre  est  la  somme  de  deux  car- 
rés essentiellement  positifs ,  ne  peut  étire  satisfaite  qu'en  po- 

3' 


sant 


(*"~5)  =5=:0,  ^  —  o'=°, 


ce  qui  donne  x=~     et    jfsrri; 

3°.  Que  l'équation  x*  -f-  y%  +  £r—  ay  -f-  7  ss  o  ne  repré- 
sente rien  ;  car  on  peut  lui  donner  la  forme 

{x  +  2)»+  (y  -!)•«-  a, 

équation  dont  le  premier  membre ,  étant  la  somme  de  deux  car- 
rés positifi  j  ne  peut  être  égala  une  quantité  négative. 

180.  Ces  notions  générales  sur  les  lieux  géométriques  étant 
bien  entendues,  voyons  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  dans  la  ré- 
solution des  problèmes  de  Géométrie  déterminés  ou  indé- 
terminés. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  la  question  est  indé  terminée,  el 
supposons  que  cette  question  revienne  à  fixer  la  position  d'un 
certain  point  sur  le  plan  d'une  figure. 


IMAGE  HB8  UKUX   O&pofcrUQjnu.  2o5 

En  rapportant  le  point  cherché  et  les  antre»  parties  de  la 
figure  à  deux  axes ,  et  désignant  les  coordonnées  de  ce  point  par 
x  et  y,  on  obtiendra  par  la  traduction  algébrique  de  l'énoncé, 
une  certaine  relation,  F(r,^)=o,  entre  ces  coordonnées  et  les 
quantités  connues ,  qui  sera  dite  F  équation  du  problème;  et  si, 
conformément  aux  principes  établis  précédemment,  on  cons- 
truit le  lieu  géométrique  de  cette  équation ,  la  série  des  points 
faisant  partie  de  ce  lieu  géométrique  satisfera  à  l'énoncé  de 
la  question;  et  les  coordonnées  de  ces  points  représenteront 
géométriquement  tous  tes  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y,  pro- 
pres à  vérifier  l'équation  F  {x,y)  =  o. 

181.  Non-seulement  les  lieux  géométriques  servent  à  résou- 
dre les  questions  indéterminées;  mais  on  peut  encore  en  faire 
usage  dans  les  problèmes  déterminés  à  deux  inconnues. 

Admettons  en  effet  que  l'énoncé  d'une  question  ait  conduit 
aux  deux  équations  F(x9y)=ot  F/(ar,jr)=o;  x  et  y  repré- 
sentant les  coordonnées  d'un  certain  point.  On  pourrait  d'abord 
éliminer  x  et  y  entre  ces  équations,  pois  construire  tous  les 
systèmes  de  valeurs  que  l'on  obtiendrait  ;  chacun  des  points  ainsi 
déterminés  satisferait  à  l'énoncé. 

Mais ,  sans  effectuer,  l'élimination  qui ,  le  plus  souvent,  con- 
duit à  des  résultats  compliqués,  et  n'est  pas  elle-même  toujours 
facile ,  on  peut  fixer  la  position  de  ces  mêmes  points. 

En  effet ,  l'équation  F  (a? ,  y)  s  o  ;  considérée  seule ,  représente  ' 
une  certaine  ligne,  lieu  dé  tous  les  points  dont  les  coordonnées 
vériBent  cette  équation.  Supposons-la  construite,  et  soit  LBH 
(fi g-  97)  ce  l*ea  géométrique. 

De  même,  l'équation  F'  (  x ,  ^)  =  o  est  celle  d'une  seconde 
ligne  dont  tous  les  points  sont  tels ,  que  leurs  coordonnées  véri- 
fient cette  équation;  supposons  cette  ligne  construite  par 
rapport  aux  mêmes  axes  que  la  précédente,  et  représentée 
par  KCI. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  les  points  M;  M'. . .  où  ces  lignes 
se  rencontrent, sont  ceux  qui  satisfont  à  l'énoncé,  puisque  leurs 
coordonnées  forment  des  systèmes  de  valeurs  de  a;  et  de  y,  qui 
vérifient  en  même  temps  les  deux  équations.  Ainsi  les  points  Ai, 


206  TTSAOt  IW  L12UX    Gfoftt&rRIQtTtS. 

M' . . .  80ht  autant  de  solutions  de  la  question  dont  ces  équa- 
tions sont  la  traduction  algébrique,  si  toutefois  on  a  eu  pour 
objet  de  fixer ,  sur  un  plan ,  la  position  d'un  point  d'après  cer- 
taines conditions. 

Lorsque  les  inconnues  x  ety  n'expriment  pas  primitivement 
des  distances  à  des  axes  fixes,  mais  des  lignes  quelconques,  les 
coordonnées  des  points,  M,  M'. . . .  en  représentent  alors  les 
râleurs  géométriques. 

En  substituant  ainsi  les  intersections  de  deux  lieux  géométri- 
ques à  l'élimination  entre  leurs  équations,  on  parvient  souvent 
à  des  constructions  simples  et  élégantes  du  problème.  La  suite 
de  ce  chapitre  nous  en  fournira  "plusieurs  exemples. 

182.  Pour  le  moment,  nous  nous  contenterons  de  faire  l'ap- 
plication de  ces  principes  au  problème  n°  21,  résolu  dans  le 
premier  chapitre,  par  deux  méthodes  différentes. 

Reprenons  les  deux  équations  qui  ont  été  obtenues  par  la 
première  méthode,  savoir: 

(b  _x)»  +  (c  —  y)'  =  rV...  (1) 
*  iz(xa  +y*)  =  m*  (a — 26+2*)  ; . . .  (2)  v 

et  observons  d'abord  que  ces  équations  seraient  celles  qu'on 
Fig.  30*  trouverait  en  rapportant  le  point  inconnu  D  {Jig.  20)  à  deux 
axes  rectangulaires  dont  l'un  serait  AB ,  et  l'autre  une  perpen- 
diculaire élevée  au  point  A. 

Gela  posé,  an  lieu  d'éliminer  x  et  y  entre  ces  équations  qui, 
comme  on  l'a  vu  n°  21,  conduisent  à  des  résultats  très  com- 
pliqués ,  tâchons  de  construire  les  lieux  géométriques  qu'elles 
représentent. 

La  première  est  évidemment  celle  du  cercle  donné;  car  r 
étant  le  rayon,  b  et  c  sont  les  coordonnées  du  centre. 

Quant  à  la  seconde,,  qui  peut  se  transformer  ainsi , 

x*  -f  y*  —  2  —  x  =  mr  —  20  .  — ,   * 

J  a  a  t 
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ou  bien  encore,      I  x  —  —  )  4-  jr=  —  +  ma— -  a&  .  — , 

\  £Z  /  CL  CL 

elle  représente  (n°  177)  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  AB,  en 

un  point(^%.  ai)  K  pour  lequel  on  a    AK  =  — ,  F,6*  aT« 

et  qui  a  pour  rayon,    r  =  w  —  +  m* — aô  .  — . 


a 


Or,  le  triangle  rectangle  ACL  donne  AL  ou  m*=s:  AC — CL, 
ou  bien ,    m*  =  b*  -|-  c*  —  r*  ;  ainsi  l'on  a 


m* 
D'ailleurs,    b est  égal  à  KF;  ce  qui  donne 

SEW  +(»-?)'.- 

Donc  enfin  r*  =  y  KC  —  ra . 

Mais  si  l'on  mène  du  point  K  une  tangente  KD  ou  KD'  au  cer- 
cle donné,  on  a  évidemment  KD  ou  KD'  =  KG  —  r\ 

D'où  Poil  voit  que  ces  deux  tangentes  donnent  non-seulement 
le  rayon  du  second  cercle ,  niais  encore  les  points  ou  les  deux 
circonférences  se  coupent,  c'est-à-dire  ceux  dont  on  deman- 
dait de  fixer  la  position. 

11  est  remarquable  que  la  première  méthode ,  employée  pour 
résoudre  la  question,  conduise,  par  le  secours  des  lieux  géo- 
métriques, à  la  même  construction  que  la  seconde.  Mais  il  faut 
un  peu  de  réflexion  et  d'habitade  pour  découvrir  ce  rapproche- 
ment 
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§  II.  Applications,  des  Principes  généraux,  établis. 

précédemment. 

Propositions  sur  les  triangles. 

i83.    i°.  Rechercher  par  l'analyse  les  points  d'intersection 

deux  à  deux  des  droites  menées  par  les  sommets  A,  B,  C  d'un. 

Fig.  3g.  triangle,  et  par  les  milieux  F ,  E ,  D  (fig,  98)  des  côtés  opposés* 

Prouver  que  ces  trois  droites  se  coupent  en  un  même  point. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  AX ,  AT ,  dont  l'un,  celui 

des  a?,  se  confonde  avec  l'un  des  côtés  A8  du  triangle,  l'origine 

étant  d'ailleurs  placée  au  sommet  A.  La  question  consiste  à 

former  les  équations  des  droites  AF,  BE,  CD,  puis  (n*  148)  à 

éliminer  x  et  y  entre  ces  équations  combinées  deux  à  deux. 

Mais  auparavant ,  il  est  nécessaire  d'établir  les  coordonnées  des 

points  A,  B,  G,  D,  E,  F. 

On  a  d'abord  pour  les  coordonnées  de  A ,  {y = o ,  x  as  o)  ; 
soit  AB  =  c;  il  en  résulte  pour  celles  de  B,  (^  =  0,  x  =  c); 
posons  d'ailleurs  pour  le  point. C,     (jr=y,  x=xf). 

Maintenant ,  comme  D,  E ,  F  sont  les  milieux  de  AB ,  AC ,  CB, 
on  en  déduit 

a        a  a.       a         .        a 

a        a  a  a 

d'où       AG=*'    +   ï=^  =  î±^; 

a  a      ' 

ce  qui  donne  pour  les  coordonnées  des  points 

F....      (,-f  .---±*). 
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Connaissant  pour  chacune  des  droites  AF ,  BE ,  CD  %  les  coor- 
données de  deux  de  ses  points,  nous  pourrions  obtenir  son 
équation  en  substituant  dans  la  formule  du  n°  148, 

k  la  place  de  x\  y,  x",  y,  les  valeurs  correspondantes  à  la 
figure  actuelle;  mais  il  est  plus  élégant  d'opérer  de  la  manière 
suivante  : 

Comme  AF  passe  par  l'origine,  son  équation  est  de  la  forme 

y  =  ax-f 

et  puisque  cette  droite  passe  par  le  point  F ,  ou  f*-,  V 

on  a  la  relation  particulière 

^  =  a(— — ),     dou    0  =    J     ,;. 
2  \    a     /  c  +  x  ' 

ainsi  Féquation  de  AF  est    y  =  — -j- — ?a?..-.  (0 

La  droite  BE  passant  par  le  point  B,  ou  (o,  c),  son  équation 
est  de  k  forme   y=<*'  (x — c). 

(II  faut  remplacer  dans  Féquation  jf— -.y  sa  (x  —  a/), 
du  n°  i49>  y  par  o,  et  x'  par  c,  puis  a  par  </.) 

Mais,  comme  cette  même  droite  passe  parie  point  E,  ou 

N-,  —J,  on  a  la  relation 

£*=<£(-  —  o\     d'oi    a'=-X—. 
a  \i         /  x — %c 

1 
/ 

donc  l'équation  de  BE  est    y  =  -7-^ —  (*  —  c). . .  •  (2) 

Mb    ••■  2C 

On  trouverait  de  même  pour  CD ,  y  =  — £ —  (**  —  c) ...  (3) 

11  reste  actuellement  à  combiner  ces  trois  équations» 
Premièrement,  on  déduit  des  équations  (1.)  et  (a), 

14 
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t>u,  chassant  les  dénominateurs  et  effectuant  les  calculs  > 

.af/.x  —  a<j/.  x=cy\  x~c*/-r-x/y.  x  — cx^'j 

c  +  x' 
on ,  réduisant»  3c/.  a? aei  cy  (c  +  a/);    dont     x  =  — ^ — . 

y 

Portant  cette  valeur  dans  (i), on  trouve. ...         y  =  g- . 
En  second  lieu,  les  équations  (i)  et  (3)  donnent 

-^-5,.*  =  -/ (ar— c), 

c  +  x  ax  —  cv  ' 

ou    ax'y.  x—cy.  xt=acj/.  x  — c*y'  +  ax'y.  x — cxy, 
ou ,  réduisant],  3cy .  x=:  c/  (c  +  x')  ;    donc    x  es  — 5—, 

et  par  conséquent^  » jress  i. 

D'au  l'on  voit  que  les  Coordonnées  du  point  d'intersection  des 
deux  droites  ÀF ,  BE ,  sont  identiques  avec  celles  du  point 
d'intersection  tlè  AF  et  CD.  Ainsi ,  cm  trois  droite*  #0  coupent 
«n  un  mime  point. 

Si  du  point  O  commun  à  cas  trots  droites,  011  abaisse  fa>r- 
donnée  OP,  les  deux  triangles  semblables  DCH ,  DOP  donnent 

OP  :  C3tt  ::  DO  :  DC;    maison  a    OP  =  Jy  =  ^; 

donc  aussi  DO  =  -r- . 

ô 

Ce  point  est  connu  en  Staïiqits  ,  sous  le  nom  de  centre  de 
gravité  du  triangle. 

En  réfléchissant  sur  fanatyse  précédente,  on  reconnaît  aisé- 
ment que  les  calculs  sont  les  mêmes,  quelle  que  soit  l'inclinai- 
son des  axe*. 

Cependant,  ils  deviennent  plus  simples,  lorsqu'en  conservant 
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AB  (^.99),  pour  axe  des  x,  on  preiid  ponr  axe  des  oidonaées  Fi8-  99- 
une  droite  AT  parallèle  à  CD;  oe  qui  est  permis,  puisque  la 
droite  CD  est  connue  de  position. 
Dans  ce  cas,  il  est  évident  que  l'absous*  si  du  point  C  devient 

égale  à  AD  on  -,  d'où  ç=txx'}  et  les  équations  (i) ,  (a) ,  (3) 

deviennent,  savoir: 

L'équation  de  la  droite  AF. . .  y  s=  ^-7  x, 

celle  de  la  droite  BE. . .  y  sis  — fW  (x—  axr)> 

et  celle  de  la  droite  CD. . .  x  =  x' , 

(puisque  cette  dernière  droite  est  parallèle  à  AY). 

Cela  posé,  combinons  la  dernière  équation    x  =  xr    arec 

y' 

la  première;  il  en  résulte ,X=  rf  > 

en  la  combinant  avec  la  seconde ,  on  trouve  encorey  s=s  ^- . 
Ainsi,  les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  CD,  AF, 
et  de  CD,  BE,  sont    x  =  a/,    y=i-s=-s-. 


^—3  —  3 


> 


Ceci  prouve  combien  le  choix  des  axes  peut  influer  **r  la 
simplicité  des  calculs,  dans  la  résolution  des  questions  par  le 
secours  de  la  Géométrie  analytique. 

184.  2°«  Déterminer  les  pointa  d?  intersection  deux  à  deux  des 
perpendiculaires  abaissées  des  trois  eemmets  du  triangle  ABC9 
eur  les  côtés  opposés.  Démontrer  que  ces  perpendiculaires  se  cou- 
pent en  un  mime  point  O. 

Ici,  les  axes  doivent  être  rectangulaires  (Jtg.  101),  puisque  Fîg.iow 
nous  devons  faire  entrer  en  considération  la  relation  de  per- 
pendicularité  de  deux  droites  {voyez  n°  i55). 

Prenons  encore  pour  axe  des  abscisses  la  ligne  AB ,  et  pour 
axe  des  ordonnées  la  perpendiculaire  élevée  au  sommet  A, 

14.  • 
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Ea  désignant  toujours  par  c  la  distance  AB  ou  l'abscisse  du 
point  B,  et  par  af ,  y'  les  coordonnées  du  point  G,  on  aura 
d'abord  pour  l'équation  de  CD,    a?  =  a/,.  •  •   (i) 
(puisque  cette  droite  est  parallèle  à  l'axe  des  y). 

Avant  de  rechercher  les  équations  de  ÀF  et  BE,  nous  devons 
commencer  par  déterminer  celles  des  lignes  CB,  AC  auxquelles 
elles  sont  perpendiculaires. 

Or ,  la  droite  CB  passant  par  les  deux  points  (y' ,  a/)  et  (o ,  c), 
son  équation  est  (n#  ifô),    y  —  y'  =» a  (x *—  af) ,      a*  ayant 

pour  valeur    /      ,  puisque  l'on  a  y =  o ,  x*  =  c. 

X  ■"■"  c 

Celle  de  la  droite  AC  passant  par  l'origine,  est   y=mx, 

y 

m  ayant  pour  Taleur     p,    puisque  le  point  G  se  trouve  sur 

cette  droite. 

Cela  posé ,  comme  AF  passe  par  l'origine,  elle  a  une  équa- 
tion de  la  forme  y  =  Jx\ 
et  de  ce  qu'elle  est  perpendiculaire  à  CB,  on  déduit  (n°  i55) 

la  relation    ad  +  *  =  o:    d'où    a'=— -» s — . 

a       y 

C  ^~ "  X 

Ainsi  l'équation  de  AF  est    yj=s 7  —  .  x. . .   (a) 

La  droite  BE  étant  assujettie  à  passer  par  le  point  B  ou  (o,  c), 
on  a  pour  son  équation,   y  =  m!  (x — c)  ; 
mais  puisqu'elle  est  perpendiculaire  à  AC ,  on  a  la  relation 

mm'  +  i  =  o;     d'où    ni  sa  —  —  =  —  •7. 

m  y 

x* 
Donc  enfin  l'équation  de  BE  est  y  =  —  tt(x — c)«  •  •  (3) 

Maintenant,  si  l'on  combine  les  équations  (i)  et  (a),  on 

,              (c  —  a/)  a/ 
trouve  pourx  =  x,    ^  = -7-^ — . 

Combinant  de  même  les  équations  (ij  et  (3),  on  obtient 
pour  *  =  x,  ^  =  —  ZTV^—  °)  =  - y^ • 


SUR  LA  LIONS   DROITS*  '  2l3 

-  Donc  les  coordonnées  du  point  d'intersection  des  droites  CD, 
AF,  sont  les  mêmes  que  celles  du  point  d'intersection  des  droites 
CD,  BEj  ainsi  ces  trois  droites  se  coupent  en  un  même  point, 

i85.  3°.  Déterminer  les  points  d'intersection  deux  à  deux  des 
perpendiculaires  élevées  par  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle 
ABC  (fîg.  ioo)  j,  à  ces  mêmes  côtés.  Prouver  que  ces  trois  per-  Fig.ioo. 
pendiculaires  se  coupent  en  un  même  point. 

Pour  plus  de  simplicité»  nous  prendrons  encore  pour  axe 
des  x  la  ligne  AB ,  et  pour  axe  des  jr  la  perpendiculaire  élevée 
au  point  A. 

Soient  toujours  AB  =  c ,  AH  =s  x' ,  CH  — j/  j  on  a  déjà 
trouvé  (n°  i83)  pour  les  coordonnées  des  points  D,  E,  F, 

Cela  posé,  on  a  pour  équation  de  DL,.  • .     x  =  -t .  • .  (i) 
puisque  DL  est  parallèle  à  AT, 

La  droite  EM  passant  par  le  point  E,  ou  K-t  —\  sonéqu** 

tion  est  de  la  forme  y —  21  =s  a  (a?  —  —  Jj 

et  puisqu'elle  doit  être  perpendiculaire  à  AC  dont  l'équation  est 

y  =-21  x,  il  en  résulte  a  = >. 

J       x  y 

Ainsi,  la  droite  EM  a  pour  équation , 
on  trouverait  de  même  pour  l'équation  de  FW , 

,-i-î^(._î±i) m 

Combinons  entre  elles  les  équations  (i)  et  (a)  ;  il  vient  pour 

c              y    •   a/*—  czf       *!*+  V*—  ex' 
r=-f     ys=<-  + j — = *-j — 
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Les  équations  (i  )  et  (3)  combinées  de  la  même  manière,  donnent 


c  .y      U  —  c)x'      x'%+y*—caf 

pour     jzsçb-,      y  =£--*•* y* — = ■  ■/       ■  i.  » 

■^  a*     J       a    '         2j/  a/ 

Ainsi ,  fcs  f/ofr  droite*  se  réunissent  en  un  même  point. 

186.  iV.^.  Si,  dans  le  résultat  qu'on  yîent  d'obtenir  pour  y,  en 

met  à  la  place  de  x'%  -f"  y*,  sa  valeur  AC  on  b*  que  donne  la  fi- 
gure, on  trouve  pour  les  coordonnées  du,  point  O  commun  aux 
teois  droites ,  lequel  s'est  antre  chose  que  le  centre  du  cercle 

circonscrit^ 

c  b* — ex' 

arasa-,      y  a*=      ■  ■■; — * 
a        J  ay 

Calculons  maintenant  la  distance  AO  ;  on  a 

ào=  */?+7«v/f  ^W^^V  ^'VW-0^' 

ou  développant  la  quantité,  sous  le  radical ,  et  ayant  égard  k  la 

h  - 

relation    j/é  +  /•  =  £%    AO==— r  l/6*-f-câ.--acx'. 

Or,  l'expression  V^&8  •+*<**—*  acx'  n'est  autre  chose,  en  vertu 

d'un  théorème  de  Géométrie,  que  la  valeur  du  côté  CB  ou  a. 

ab 
Donc  enfin,     AO  =  — >;    d'où,  en  posant     AO  =  r, 

«/• 
ar.y  =  a.b'9 

ce  qui  prouve  que  le  rectangle  de  deux  côtés  d'un  triangle  est 

égal  au  rectangle  compris  par  le  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

et  la  perpendiculaire  abaissée  sur,  le  troisième  côté  du  sommet 

opposé.  {Voyez,  Legendre,  Hv.  III ,  prop.  3a.) 

Remarquons  encore,  que  U  surface  du  triangle  ABC  ayant 

cV  À.S 

pour  valeur  ABC  ou  S  =  —,  il  en  résulte  ay  =  — . 

Donc ,  l'expression  de  AO  ou  r  devient 

abc 

r==sW 

résultat  auquel  nous  sortîmes  déjà  parvenus  (n°  4^). 

I 
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187.  lia  construction  sur  la  même  figure  {fig*  10a)  desFlg.11». 
points  de  concours  relatifs  aux  trois  propositions  précédentes, 
donne  lien  à  une  oireeustanee  fort  curieuse ,  qui  consiste  en  ce 
que  ces  trois  points  se  trouvent  placés  sur  une  même  ligne  droite. 

Pour  nous  en  convaincre  par  l'analyse,  observons  d'abord 
qu'en  général  on  reconnaît  que  trois  points  (J^,y),  (x*>  y*) 
et  C*"»y)  sont  en  ligne  droite,  toutes  les  Ans  que  les  deux  rap- 

En  effet,  ces  rapports  ne  sont  autre  chose  (n°  *48)  *f&  k* 
coeffictens  de  x  dans  les  équations  des  droites  qui  joignent  le 
premier  point  au  second  et  le  premier  an  troisième  \  et  s'ils 
sont  égaux ,  c'est  une  preuve  que  les  droite*:  sont  parallèles 
(n°  1 5o).  D'ailleurs  ces  droites  ontdéjà  le  point  commun  (a/,  j/)  ; 
donc  elles  se  confondent* 

Si  l'un  des  point?  [x' }  y)  est  l'origine,  des  coordonnée* ,  il 

tufRt  que  l'on  $itlL*M» 3^,    ou  bien,  j«V  -*-  afiy*  an o. 

Cela  posé',  admettons  que  les  points  O,  C,  O"  correspondfins 
aux  trois  propositions  soient  rapportés  aux  mêmes  axes  AX, 
AT ,  dont  l'un  soit  la  base  AB  du  triangle,  l'autre  la  perpen- 
diculaire élevée  au  point  A  ;  et  afin  de  conserver  les  notations 
employées  précédemment  pour  les  points  B  et  C ,  convenons  de 
désigner  les  point*0J0/,  O'par  {xt  et  ^0,  (wtâ  etjr,),(x3et^3). 

Lu  question,  est  ramenée  k  calculer     ?*      *% ,     ^'Tfli, 

a?#  7-  x%      flP*  -^-  *s 

Or ,  on  a  trouva»  m*  l83, 184  et  %Uf 

(         y  c+x'\       f  (c  —  JW  A 

j/       (c—  x*)x? 
Do„e,  .♦.  £^L' *  3       TZZ „yh  +  ^7»<i. 
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1° 

y* 

—  0:3 

y 
3 
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2^ 

2  • 

c+x''       c 

3     ""5 

(2J/  —  c)/       ' 


Ces  deux  résultats  sont  identiques.  Ainsi ,  les  trois  pou** 
O ,  C,  O*  sont  en  ligne  droite. 


Propositions  sur  le  cercle* 

188.  Rechercher  par  l'analyse  les  conditions  qui  expriment 
que  deux  circonférences  de  cercle  se  coupent  ^  se  touchent  ou 
nont  aucun  point  commun, 
Fig.ioS.    '  Soient  O)  O'  {fig.  io3)  les  centres  de  deux  circonférences  de 
cercle,  r,  /  leurs  rayons ,  et  OO*  =  d ,  la  distance  des  centres. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  des  centres,  et  pour  axe  des  y 
la  perpendiculaire  OT  élevée  pa»  le  point  O. 

Le  cercle  dont  le  rayon  est  r9  étant  rapporté  à  son  centre  et 

à  deux  axes  rectangulaires,  on  a  (n°  167)  pour  l'équation  de  ce 

cercle, 

y  +  x»  =  r» (ï) 

Celle  du  second  cercle ,  dont  le  centre  a  pour  coordonnées 
p=sd}  q  =  o,  est  (n°  i63) 

y*  +  (x  —  <*)*=/*....  (a) 

Gela  posé ,  pour  exprimer  que  les  deux  circonférences  de  cercle 
se  coupent ,  et  obtenir  leurs  points  d'intersection  ,  il  faut 
(n°  i5a)  établir  que  leurs  équations  ont  lieu  en  même  temps ,  et 
éliminer  x  ,y  entre  ces  équations. 

A  cet  effet ,  retranchons  (2)  de  (1)  ;  il  Tient 

arfx  —  d*=r*  —  /•; 


r*  —  /*  +  <*• 

x  =  ,      '— . 


d'où  l'on  tire 

Cette  valeur  portée  dans  l'équation  (1),  donne,  toute  réduc- 
tion faite,        y  =  ±  ^  V&r*  —  (r*  —  r"+#)\ 


\ 
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Discussion.  L'inspection  seule  de  ces  valeurs  prouve  d'abord 
que,  dans  l'hypothèse  oit  la  quantité  sons  le  radical  de  la  valeur 
de  y  est  positive j  auquel  cas ,  lès  valeurs  dex>y,  sont  réelles  et 
les  circonférences  ont  deux  points  communs ,  prouve,  dis- je, 
que  les  deux  points  d'intersection  ont  une  même  abscisse  OP, 
mais  deux  ordonnées  égales  et  de  signes  contraires. 

Donc ,  toutes  les  fois  que  deux  circonférences  se  coupent, 
la  ligne  des  centres  est  perpendiculaire  à  la  corde  commune  , 
et  la  divise  en  deux  parties  égales  (Legendre,  Ht.  II,  prop,  IX.) 

Maintenant ,  afin  de  savoir  quand  y  sera  réel  ou  imaginaire 
(car  x  est  toujours  réel) ,  nous  ferons  subir  à  l'expression  ci- 
dessus  une  transformation. 

La  quantité ,  sous  le  radical ,  étant  évidemment  la  différence 
de  deux  carrés ,  peut  être  décomposée  dans  le  produit 

(fidr+it+d?—  /*)  (arfr—r»—  <*  +  /*); 

mais  chacun  des  deux  facteurs  entre  parenthèses  est  lui- 
même,  la  différence  de  deux  carrés  (r+d)*—  /â  et  /• — (r— df  ; 

et  Pon  a  pour  le  premier,         (r+^+O  (r  +  <J— -  r'), 

pour  le  second,  (/+ r— *<0  (/  "—  T  +  <*)• 

Donc  enfin ,  la  valeur  de  y  devient 

y  =  ±^d  Vir+r'+d)  (r+d—/)  {r+/-d)  (r'+*-r). 

Sous  cette  forme ,  comme  le  premier  facteur  soumis  au  radical 
est  essentiellement  positif,  on  voit  que  y  sera  réel,  tant  que  les 
trois  autres  seront  positifs,  ou  l'un  d'eux  positif,  et  les  deux 
autres  négatifs.  Mais  cette  dernière  circonstance  ne  peut  jamais 
exister,  car  dès  qu'un  de  ces  trois  facteurs  est  négatif,  les  deux 
autres  sont  nécessairement  positifs* 

Soit ,  par  exemple,      r+  d  —  /  <  o,     d'où   r  +  d  <  /  ; 

il  en  résulte  nécessairement    r^r     et  d < / ; 

donc  r  —  r+det/  —  d-f-r  sont  positifs. 

À  plus  forte  raison ,  les  trois  facteurs  ne  sauraient  être  né- 
gatifs à  la  fois. 
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Ainti,  il  m  peut  te  présenter  que  deux  cas  :  ou  les  trois  fac- 
teurs sont  positifs  à  la  fois ,  et  dans  ce  oas  fy  est  réel;  donc  deux 
circonférences  se  coupent  toutes  les  fois  que  Von  a 

r  +  d>/,     r+V><f,    t>  +  d>r; 

c'est-à-dire  chacune  des  trois  choses,,  les  rayons  et  la  distance 
des  centres,  moindre  que  la  somme  des  deux  autres; 

Ou  bien,  l'un  des  trois  facteurs  est  négatif  et  les  deux  antres 
positifs;  dans  ce  cas,  y  est  imaginaire  et  il,  n'y  a  pas  de  point 
d'intersection,  Ainsi  deux  circonférences  n'ont  aucun  point 
commun,  lorsque  l'une  des  inégalités.,  ci-dessus  a  lieu  dans  un. 
ordre  inverse. 

Il  peut  néanmoins  arriver  que  l'on  ait 

r  +  rf-r'sco,  ou  r-f>r  —  d=ao,  ou  /-f-rf—  rasa; 
c'est-à-dire     r  +  rfa»  r4 ,  ou  r  *+•  /= dy  ou  r1  +  d  =  r. 

Dans  ce  cas,  les  deux  valeurs  dey  se  réduisent  a  o,  et  les  deux 
circonférences  n'ont  plus  qu'zt/»  point  commun,  lequel  est  né- 
cessairement placé  sur  la  ligne  des  centres,  puisque  son  ordon- 
née est  nulle. 

Donc,  deux  circonférences  de  cercle;  se  touchent,  toutes  les, 
fois  que  la  distance  des  centres  est  égale  à  la  somme  ou  à  la. 
différence  des  rayons* 

.  Ces  résultats  sont  conformes  aux  théorèmes  établis  en  Géo- 
métrie sur  les  intersections  et  les  contacts  des  deux  circon- 
férences. 


189*  Cas  particulière.  Soit  rft=?o,  auquel  cas  les  deux  cir- 
conférences sont  concentriques  ;  les  valeur»  de  oc  et  de  y  devien- 

r'—r*   4  V—  (f— V)â 

nent  x z= et  yay ■■ v    ■  >■»»  '  . 

o  J  o 

expressions  de  forme  infinie.  Mais  observons  que  la  quan- 
tité sous  le  radical  de  la  valeur  de  y9  étant  essentiellement  né- 
gative, cette  valeur  n'en  est  pas  moins  imaginaire;  ce  qui  doit 
être,  puiflque  les  circonférences  ne  peuvent  avoir  aucun  point 
commun. 


SUR   LK   GXBGLE.  IM} 

Si  cependant,  on  avait  en  même  temps  rf==o  et  r  =  /,  les 
valeur,  de  x  et  de  y  «réduiraient  à    *=?,,=?. 

En  effet  ,  dans  ce  cas,  les  denx  circonférences  se  confondent 
et  ont  une  infinité  de  points  communs. 

Remarquons  encore  que  les  résultats  ci-  dessus ,  de  forme  in- 
finie j  sont  analogues  à  ceux  qui  ont  été  obtenus  (n°  i5a)  dans  le 
cas  du  parallélisme  de  deux  droites  dont  on  recherche  le  point 
d'intersection;  effectivement,  il  existe  alors  une  espèce  de  pa- 
rallélisme entre  les  deux  circonférences,  puisque  leurs  points 
sont  partout  également  distans. 

190.  Paire  passer  une  circonférence  de  cercle  par  trois  pointe 
donnes. 

Toutes  les  fois  que  Pou  connaîtra  la  position  du  centre  d'un 
cercle  sur  un  plan,  et  la  longueur  de  son  rayon,  les  quantités 
constantes  p9q*  r  qui  entrent  dans  l'équation 

devront  être  regardées  comme  données  à  priori;  et  le  cercle 
sera  complètement  déterminé  par  cette  équation*  Mais  on  peut» 
comme  pour  la  droite,  se  proposer  de  déterminer  un  cercle  qui 
satisfasse  à  certaines  conditions,  comme  celles  de  passer  par  des 
points  donnés,  d'être  tangent  à  une  ou  plusieurs  droites,  à  un 
ou  plusieurs  cercles ,  etc.  ;  dans  ce  cas  ,p,a,  r  sont  des  constantes 
indéterminées  dont  les  valeurs  dépendent  de  ces  diverses  con- 
ditions; et  comme  les  indéterminées  sont  au  nombre  de  trois,,  il 
s'ensuit  que  l'on  peut  imposer  à  un  cercle  trois  conditions  dif- 
férentes, celles,  par  exemple»  de  passer  par  trois  points 
donnés. 

Soient  en  général  (x  ,  /),  (x*  t  y),  (a?*,  y*)  trois  pointa 
donnés  sur  un  plan  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires ,  et 
appelons  p ,  q ,  r  les  coordonnées  de  son  centre  et  le  rayon  ;  son 
équation  sera  de  la  forme  (x  — />)•  -+•  {y  —  g)g=  r* . . .  (1) 
p,  q9r  étant  des  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Or,  puisque  chacun  des  trois  points  donnés  se  trouve  sur  la 
circonférence,  on  doit  avoir  les  relations 
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(x*-  Py  +  (/  -  ,)■  =  i-, 
(*•—  p)'  +  <y—  ?)*  =  **; 

'  et  la  question  est  réduite  a  éliminer  p,q,r  entre  ces  relations, 
pour  les  reporter  ensuite  dans  l'équation  (i). 

En  développant,  puis  soustrayant  successivement  la  seconde 
et  la  troisième  relations  de  la  première ,  on  trouve 

*"-*"+/•— y**— ap(*'—  *')  -  *q  (y— y')  =  o, . . .  .(a) 
* •-**»+y*-^E- *?(*'-*•)  — a*  (/-*•)  *=<>,...  .(3) 

équations  du  itr  degré  en  />»  9,  d'où  l'on  peut  tirer  facilement 
les  valeurs  de  ces  inconnues.  Après  quoi,  en  les  substituant 
dans  la  première  des  relations  ci-dessus ,  on  obtiendrait  la  va- 
leur correspondante  de  r.  Nous  n'entrerons  pas  dans  les  détails 
de  ces  calculs  qui  n'offrent  aucune  difficulté  réelle  et  pré- 
senteraient d'ailleurs  peu  d'intérêt,  à  cause  de  leur  complication; 
mais  nous  allons  tâcher  de  traduire,  en  Géométrie,  les  équa- 
tions (a)  et  (3)  elles-mêmes. 

Chacune  de  ces  équations ,  considérée  seule ,  étant  du  Ier  de- 
gré en  p  et  q  qui  expriment  les  coordonnées  d'un  point ,  re- 
présente (n°  172)  une  ligne  droite;  et  si  on  les  construit 
successivement  par  rapport  aux  mêmes  axes  >  le  point  où  ces 
lignes  se  rencontreront  sera  (n°  i5a)  le  centre  du  cercle  de- 
mandé. 

Occupons-nous  d'abord  de  l'équation  (a)  ;  elle  peut  être  misC 
sous  la  forme 

t_.  yf+ym       x'—x'/      J+x*\     ,/x 

oubien  encore^  ç  —  - — — =— -^ y( <— »  ■    ■    ■  j...(4) 

Gela  posé,  soient  M,  JVf,  M"  (Jig.  io4)  les  points  dont  le* 
Fig.  i«4-  coordonnées  sont  (a/,y) ,  (x*,  y*) ,  (ptT>y). 
L'équation  de  la  droite  MM'  est  (n°  148  ) 

y-y'  =  Çrj!L(x--x')...  (5) 
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D'un  autre  côté,  les  trapèzes  MM'FP,MM'R'R  donnent, 
pour  les  coordonnées  NQ,  NS  du  point  N,  milieu  de  MM', 

*  2  7 

ainsi  déjà ,  Féquation  (4)  est  celle  d'une  droite  passant  par  le 
point  N. 

En  outre ,  si  Fon  compare  les  deux  coefficiens  ^ — -a     et 

—    , à   des  équations  (4)  et  (5)  ,  on  Toit  qu'ils  satisfont  à 

la  relation  aa'-f-  i  =s  o ,  qui  exprime  (n°  i55)  que  deux  droites 
sont  perpendiculaires  entre  elles. 

D'où  Ton  peut  conclure  que  l'équation  (4) ,  ou  l'équation  (a) , 
représente  la  droite  élevée  par  le  point  N  milieu  de  MM', 
perpendiculairement  k  cette  dernière  ligne.  Ainsi ,  sa  cons- 
truction est  facile. 

On  reconnaîtra  de  même  que  Féquation  (3)  représente  la 
perpendiculaire  élevée  au  milieu  N'  de  MM"  dont  l'équation  est 

Le  centre  se  trouve  donc  déterminé  de  position ,  et  la  cons- 
truction que  nous  venons  d'en  donner  est  précisément  celle  des 
élémens  de  Géométrie. 

191.  On  serait  parvenu  k  des  résultats  beaucoup  plus  sim- 
ples, en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  point  M 
(Jtg.  ioS),  et  pour  axe  des  abscisses  la  ligne  MM'.  Cela  est  per-  Fig.io5. 
mis ,  puisqu'on  peut  disposer  des  axes  à  volonté. 

Dans  cette  hypothèse,  on  a 

x'=o,     /=o,    /  =  o, 

et  les  équations  (2)  et  (3)  deviennent 

—  .x*%  +  opx*  ss  o, 
—  *"a  —  y*  -Mpa^-f  2^  =  0. 


àââ  paoblAmw  sim  ix  cercle. 

X* 

De  la  première,  on  déduit  p  =  —  ,    équation  qui  exprime 

évidemment  une  droite  parallèle  à  MY,  menée  par  le  point  N 
tnilieu  de  MM'. 
Quant  a  la  seconde,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

q  = m  P  H *— , 

équation  qui  représente  une  droite  passant  par  le  point  N' ,  mi  - 
lieu  de  MM*  ,  et  perpendiculaire  a  la  droite  MM*  ou  y  =  *-x. 

Les  équations  (2)  et  (3)  ne  sont  si  compliquées  que  parée 
que  les  axes  ont  été  pris  dans  une  situation  quelconque  par 
rapport  aux  trois  points  donnés.  On  voit  donc  encore  combien 
il  est  important,  pour  la  simplicité  des  calculs,  de  choisir 
les  axes  convenablement. 

192.  Supposons  actuellement  qu'il  s'agisse  de  faire  passer 
nn  cercle  par  deux  points  donnés ,  en  l'assujettissant  en  outre 
à  être  tangent  à  un  autre  cercle  donné  de  position  et  de  gran- 
deur. 

En  désignant  par  (x' ,  V) ,  (x* ,  y")  les  coordonnées  des  deux 
points,  par p,q>  r  les  constantes  du  cercle  cherché,  nous  au- 
rons d'abord  les  deux  relations 

(x'-~py  +  (y-qy=r%....lx'-py  +  (y'-qr  =  r*. 

D'un  autre  côté,  soient  //,  q' ,/  les  constantes  du  cercle 
donné,  D  la  distance  des  centres  des  deux  cercles;  on  a,  en 
vertu  de  ce  qui  a  été  dit ,  n°  1 88 ,  sur  le  contact  des  cercles , 

D*a(/d:r)B; 

donc  (n°  137)  la  condition  de  contact  est  exprimée  par  la  rela- 
tion 

(/>'  -  PY  +  (S1  -  qr=(r'  ±  ry , 

I 

qui,  jointe  aux  deux  précédentes,  renferme  tous  les  élémens 
nécessaires  à  la  détermination  des  inconnues  pf  9,  r. 
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Si  le  cercle  devait  passer  par  un  point  donné  (j/,y),  et 
être  tangent  à  deux  antres  cercles  donnés  par  les  constantes 
(p' >9*>  7/)t{P*>(t">T/')>%m  aurait  les  trois  relations 

&-pY  +  (/ -qY  =  **,  ip'-pY  +  {q'-dY  =  (/±r)S 

(p'—pY  +  df-  qY=(r'±r)\ 

Tonte  la  difficulté,  dans  la  résolution  de  ces  sortes  de 
questions,  consiste  à  choisir  les  axes  coordonnés  de  telle  ma- 
nière ,  que  les  équations  et  les  calculs  soient  les  plus  simples 
possibles ,  et  qu'on  puisse  en  tirer  des  constructions  faciles  et 
élégantes. 

Il  nous  reste  encore  à  établir  les  conditions  relatives  au  con- 
tact des  droites  avec  les  circonférences.  Or,  la  théorie  des  tan- 
gentes est  une  des.  plus  importantes  de  la  Géométrie  analytique. 

Problème  de*  tangentes. 

193.  Commençons  par  fixer  le  véritable  sens  qu'on  doit  atta- 
cher au  mot  tangente. 

On  définit,  en  Géométrie,  la  tangente  au  cercle,  une  droite 
qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  la  circonférence;  mais  il 
qtt  aisé  de  Toir  que  cette  définition  fce  convient  pas  à  toutes  les 
courbes. 

Soit,  en  «filet,  une  ligne  telle  que  LN'NKMH  {jig.  to6  )  Fig.106. 
{composée  de  parties ,  ks  unes  concaves ,  les  autres  convexes.  Si , 
en  un  point  quelconque  M ,  on  mène  une  droite  MNN' ,  qui 
semble  «e  trouver,  par  rapport  à  la  partie  RMH,  dans  la  même 
situation  que  la  tangente  au  cercle,  cette  droite  peut  être  sup- 
posée n'avoir  qn'un  point  commun  arec  cette  partie  de  la 
courbe;  mais  prolongée  indéfiniment,  elle  passera  par  d'autres 
points  N,  N'. ...  de  la  courbe.  Donc  il  ne  serait  pas  exact  de 
dire  qu'elle  tr*a  qu'un  seul  point  commun  avec  LN'NKMH. 

Pour  avoir  une  définition  qui  puisse  s'appliquer  à  toutes 
tes  courbes,  il  faut  imaginer  qu'une  droite  MG,  ayant  plu- 
sieurs points  M ,  fi',  M#  communs  avec  la  courbe ,  tourne  au- 
tour de  l'un  de  «es  points,  M  par  exemple,  de  manière  à 
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prendre  les  diverges  positions  MM'M",  m'Mm*mm. . . .  ;  on  voit 
que,  dans  ee  mouvementée  point  M',  qui  se  trouvait  d'abord 
placé  à  la  gauche  du  point  M,  se  trouve  maintenant  à  droite 
de  ce  même  point ,  en  m'.  Or ,  dans  le  passage  de  la  première 
à  la  seconde  position ,  il  doit  nécessairement  en  exister  une 
intermédiaire  où  le  point  M' vient  à  se  confondre  avec  le  point 
M  ;  et  c'est  dans  cette  position ,  représentée  par  MNN',  que  la 
droite  est  dite  une  tangente.  On  doit  donc  regarder  une  tan- 
gente comme  une  sécante  à  la  courbe  dont  deux  des  points 
<F intersection  viennent  à  se  réunir  en  un  seuL 

Il  n'est  pas  absolument  nécessaire  que  le  mouvement  de  la 
droite  se  fasse  autour  de  l'un  des  points  d'intersection  ;  il  peut 
se  faire  autour  d'un  point  quelconque.  La  droite  peut  même, 
dans  certaines  circonstances,  se  mouvoir  parallèlement  à  elle* 
même. 
Fîg.  87.  Reprenons  la  courbe  y*  =  zx ,  d'où  y  =  dbtfxx  (fig.  87), 
qui  a  déjà  été  discutée  n°  169. 

Comme  à  chaque  valeur  de  x  positive ,  il  correspond  deux 
valeurs  de  y  égales  et  de  signes  contraires,  il  s'ensuit  que  toute 
parallèle  à  AT,  menée  à  la  droite  de  cet  axe ,  est  une  sécante 
qui  a  deux  points  communs  avec  la  courbe;  mais  à  mesure 
que  x  diminue,  les  distances  Mit',  MN. . . .  entre  ces  points 
d'intersection  diminuent  ;  et  lorsqu'enfin  on  suppose  x  =  o, 
auquel  cas  la  valeur  ^de  y  devient  y  =  ±:  o ,  les  deux  points 
d'intersection  se  réunissent  au  point  A,  et  la  droite  AT  est- 
dite  tangente* 

On  reconnaîtrait  de  même  que,  dans  la  courbe  discutée 
n°  170,  et  qui  a  pour  équation 

y— x*=4,   d'où  a?==±v/y^4, 

Fig.  68.  la  droite'IK  (Jig.  88  )  ,  parallèle  à  AX ,  et  située  à  la  distance 
y  =  2 ,  est  une  sécante  dont  les  deux  points  d'intersection  se 
réunissent  au  point  B. 

Une  courbe  étant  ordinairement  regardée  comme  un  poly- 
gone d'une  infinité  de  côtés,  ou  comme  la  trace  d'un  point  qui 
change  à  chaque  instant  de  direction,  on  peut  encore  dire  que 
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k  tangente  à  une  courbe  en  un  point  donné ,  est  Vêlement  de  la 
courbe,  qui  correspond  à  ce  point,  et  qu'on  suppose  prolongé  in- 
définiment. C'est  ainsi  qu'on  l'envisage  dans  la  haute  analyse  ; 
mais  ici  nous  la  considérerons  comme  une  sécante  dont  deux 
points  d'intersection  se  réunissent  en  un  seul;  et  c'est  ce  carac- 
tère que  nous  allons  essayer  de  traduire  analytiquement. 

194-  Soient ,  en  général ,  F  (x  ,  y)  =.  o  l'équation  d'une 
courbe ,  et  y  —  ax  +  b  l'équation  d'une  droite  rapportée 
aux  mêmes  axes. 

■ 

Pour  déterminer  les  points  communs  à  la  courbe  et  à  la 
droite  9  il  faut  (n°  i52)  exprimer  que  ces  deux  équations  ont 
lieu  en  même  temps.  En  substituant  dans  la  première,  pour 
y%  sa  valeur  tirée  de  la  seconde,  on  obtiendra  une  nouvelle 
équation  en  x,  dont  les  valeurs  seront  les  abscisses  des  dif- 
férons points  d'intersection  ;  et  ces  valeurs ,  reportées  dans 
l'équation  y  =  ax-{-b,  feront  connaître  les  ordonnées  cor- 
respondantes de  ces  mêmes  points. 

Actuellement,  si  l'on  veut  fixer  îa  position  de  la  droite  de 
manière  qu'elle  devienne  tangente,  il  suffît  d'exprimer,  par 
lès  moyens  connus  en  Algèbre,  la  condition  que  deux  des  va- 
leurs de  x  soient  égales  ;  ce  qui ,  d'après  l'équation  y  =  ax  +è , 
entraine  aussi  généralement  la  condition  que  les  valeurs  de  y 
soient  égales.  La  première  condition ,  exprimée  analytiquement, 
n'est  autre  chose  qu'une  certaine  relation  entre  les  quantités  a 
et  b  considérées  comme  des  constantes  indéterminées;  et  si,  à 
cette  relation,  on  joint  la  suivante  ,  y'=ax/  +  bf  qui  ex- 
prime que  la  droite  passe  par  un  point  donné,  on  aura  tout  ce 
qu'il  faut  pour  déterminer  complètement  a  et  b. 

19$.  Si  l'équation  de  la  courbe  est  du  second  degré,  la  sub- 
stitution de  or +4  à  la  place  dey,  dans  cette  équation,  donne 
lieu  a  une  équation  du  second  degré  de  la  forme 

mx*  +  nx  +  p  =  o } 

ce  qui  prouve,  en  passant,  qu'une  ligne  droite  ne  peut  jamais 
avoir  plus  de  deux  points  communs  avec  une  courbe  du  second 
degré, 

ï5 


* 


336  FBOBl£mK 

Or,  on  a  vu  (-^^m  chlap.  III,  n°  112)  que  pour  que  les 
deux  racines  d'une  équation  du  second  degré  soient  égales,  il 
faut  qu'on  ait  entre  m,  n,  p,  la  relation  n*  —  4mp  — o» 
Cest  donc  cette  condition  qu'il  s'agit  de  développer  pour 
toutes  les  courbes  du  second  degré ,  en  commençant  par  le 
cercle,  qui  n'en  est  qu'un  cas  particulier. 

196.  Par  un  point  donné  (x'.,  y')  mener  une  tangente  à  un 
cercle  *  qu'on  suppose  rapporté  à  des  axes  rectangulaires  pas  - 
sant  par  son  centre. 

L'équation  du  cercle  étant    y*  +  a;*  =  r%  . . . .  (i) 

celle  de  la  droite  cherchée  est  de  la  forme 

y—  y'=a(x  —  x')-, (2) 

et  la  quantité  b  se  trouve  déjà  éliminée  (n°  i4<))* 

Pour  exprimer  d'abord  que  le  cercle  et  la  droite  se  cou- 
pent ,  il  faut  combiner  leurs  équations ,  en  supposant  que  les 
x  et  les  y  sont  les  mêmes.  Or ,  l'équation  (2)  donne 

yr=zax+  y'  —  axf  \ 

d'où,  substituant  dans  l'équation  (1)  et  ordonnant , 

(a*  +  i)x*  +  aa  (y—ax')x+  (y—aa/y—r*  =  o (3) 

En  attribuant  k  a  des  valeurs  particulières ,  on  obtiendrait 
nne  série  de  sécantes  à  la  courbe,  dont  les  deux  points  d'in- 
tersection auraient  pour  abscisses  les  valeurs  de  x  tirées  de 
l'équation  (3) ,  et  pour  ordonnées  les  valeurs  de  y  déduites 
de  l'équation  (2) ,  après  qu'on  y  aurait  mis  pour  a  et  x  leurs 
valeurs. 

Maintenant,  si  l'on  veut  que  la  droite  devienne  tangente,  il 
faut  que  les  deux  racines  de  l'équation  (3)  soient  égales  ;  ce 
qui  donne ,  en  vertu  de  la  relation    na  — -  ^mp  =  o     (n*  195) , 

4a*(/—  ox'r-4  (*'  +  0  K/-*Oa— r»]  =0  . . .    (4) 

/ 

on,  divisant  par  4  et  supprimant  les  deux  quantités 


/ 
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qui  se  détruisent, . .  *     —  (./ — -  aafy+  (a%+  i)  r*ca:  o. 
Cette  équation  développée  et  ordonnée  par  rapport  à  a  ,  devient 

(r>_a/*)a«4.2Xy  .  a  4.  /*_y»=  o. . .  .(5), 

d'où  l'on  déduit ,  toute  réduction  faite , 

expression  qui  substituée  dans  l'équation  (2),  donnera  l'équation 
de  la  tangente  demandée. 

Le  résultat  (6)  démontre  que  par  un  point  donné  N  (/g.  107),  Fig.  107, 
il  est,  en  général ,  possible  de  mener  deux  tangentes  IN  M,  NM' 
a  la  circonférence.  Toutefois,  comme  il  faut,  pour  cela,  que 
les  deux  valeurs  de  a   soient  réelles  et   inégales,  011  doit 
«voir 

**  •+•/*>  A  ou,  à  cause  de  x'a+/*  =  ON*.  •  .ON> OH* 

donc  le  point  (a/,  y)  doit  être  situé  hors  du  cercle. 

Si  l'on  Suppose  j/'+y*  =  r*,  auquel  cas  le  point  donné  se 
trouve  sur  la  courbe,  la  double  valeur  de  a  se  réduit  à  une  seule 

a  =  —  M    «  ,..  ou  asss— ■— >,  a  cause  de  V^ssr1— a/\ 
1* — x*  y  J 

On  reconnaît  en  effet  que,  d'après  cette  supposition,  l'équa- 
tion (5)  devient  o^y^  +  afla/y'-f-^sso.,  ou  (a/+x,)*=o; 

d,  %     x 
'ou  a=— — >. 
.y 

Pour  distinguer  ce  cas,  du  cas  général,  nous  conviendrons  de 
désigner  le  point  donné ,  qui  n'est  autre-  chose  que  le  point  de 
contact,  par  (x*,  y')  ;  et  alors  on  aura  pour  l'équation  de  la 
tangente  au  cercle,  en  un  point  de  cette  courbe, 

197.  Remarqué  sur  la  méthode  précédente.  En  formant  à 
J'aide  des  équations  (1)  et  (2)  uneéqtiatïon  en  y  seulement,  ce 
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V  •"—  C  v'  — ■■■  CL  Jt'  * 

qui  revient  à  substituer  dans  (i)  la  râleur  x=J- *£ '  ^ 

tirée  de  l'équation  (2) ,  on  trouve 

(a*+  \)y  —  a  (/  —  aa/)y  +  (/  —  or')*—  a^srs  o  ; 

et  si  l'on  veut  que  la  droite  devienne  tangente,  il  faut  exprimer 
que  les  deux  racines  de  cette  équation  sont  égales;  ce  qui 
donne  entre  les  coefficiens  la  relation 

4(y  —  ax'Y  —  4(a*+i)[(y  —  aa/)»--<i'r*]=:o, 

ou,  divisant  par  4  e*  supprimant  les  quantités  (y'  —  <«0% 
—  (y  —  ax'Y  qui  se  détruisent, 

a'[(/  —  ax')ft—  r*(aa  +  1)]  =  o. 

Or  cette  équation  peut  être  satisfaite  de  deux  manières ,  soit 
en  posant  a*=o,  soit  en  posant  (y'  —  ax'Y —  r*(a*  +  0  ==0' 

La  dernière  de  ces  deux  relations  est  bien  ideutique  avec 
la  relation  (5)  obtenue  d'après  l'équation  en  x;  mais  on  trouve 
en  même  temps  pour  solution ,  a*  =  o. 

Il  y  a  plus,  si  nous  remontons  à  l'équation  (4)  du  numéro 
précédent,  et  que,  sans  avoir  égard  aux  réductions  des  termes 
semblables,  nous  développions  les  calculs,  nous  obtenons 'une 
équation  du  quatrième  degré  çn  a  dont ,  à  la  vérité,  les  coefficiens 
de  a*  et  de  a3  sont  nuls;  mais  on  sait  en  Algèbre  qu'une  sembla- 
ble équation  a  deux  de  ses  racines  infinies.  Ainsi  l'équation 
(4),  outre  les  deux  valeurs  que  donne  l'équation  (5),  ren- 
ferme encore  implicitement  deux  racines  infinies,  a  =  00, 
az=z  00. 

Tâchons  d'interpréter  ces  solutions  a  =  o,  a  =  00  qui  sem- 
blent étrangères  à  la  question  proposée.  Pour  cela,  nous  ob- 
serverons qu'en  prenant  un  point  N' (fig*  107)  situé  hors  du 
cercle,  et  tel  que  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur 
Paxe  des  x  et  l'axe  des  j"  rencontrent  la  courbe  aux  points  1, 
£',  /,  t,  si  Ton  veut  ensuite  exprimer  que,  pour  une  droite 
menée  du  point  H' ,  les  deux  valeurs  de  x  des  points  d'intersec- 
tion de  cette  droite  avec  la  courbe,  sont  égales ;  sans  rien  dire 
pour  y,  cette  condition   ne  convient  pas  plus  aux  deux  tan- 
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gentes  H'm ,  NW  qu'on  peut  mener  par  ce  point ,  qu'à  la 
ligne  R'w'  perpendiculaire  à  Taxe  des  a?.  Ainsi,  l'analyse  doit 
donner,  outre  les  solutions  relatives  aux  deux  tangentes ,  la 
solution  a  =  oo  correspondante  à  cette  perpendiculaire. 

L'équation  (2) ,  qui  revient  à    x  =  *. — 21  -4-  a;',  donne  en 

effet  pour  a=  00 ,  x= j/,  ce  qui  n'apprend  rien  pour  y.  Mai» 
pour  avoir  sa  valeur,  il  suffit  de  remonter  à  l'équation  (1)  qui 

donne    y  =  ±:  ^/r* — x*. 

Telles  sont  en  effet  les  valeurs  de  Op ,  ip?  ïp  correspondantes 
à  H'i*'. 

De  même ,  si  l'on  exprime  que  les  deux  valeurs  de  y  sont 
égales,  sans  rien  dire  pour  x,  cette  condition  convient  non- 
seulement  aux  deux  tangentes ,  mais  encore  à  la  droite  N'/f 
parallèle  à  l'axe  des  x.  Ainsi  Panalyse  doit  donner  a  la  fois  le* 
solutions  relatives  aux  deux  tangentes ,  et  la  solution  a  =  o 
correspondante  à  TS'lt» 

L'équation  (2)  donne  pour  a  t=  o,  y  =y ,  ce  qui  n'apprend 
rien  pour  x\  mais  de  l'équation  (1)  on  déduit 

Telles  sont  en  effet  les  valeurs  de  Oq ,  Oq' ,  Iq ,  l'q'. 

Concluons  de  là  que ,  pour  exprimer  le  contact  d'une  droite 
avec  une  courbe ,  il  faut  écrire  à  la  fois  analyûauement  les 
deux  conditions  *  pour  que  deux  des  valeurs  de  x  et  deux  des 
valeurs  de  y  correspondantes  aux  points  d'intersection.,  soient 
égales  *  puis  considérer  à  part  la  relation  commune  qui  se  troupe 
implicitement  renfermée  dans  les  deux  relations  générales  éta- 
blies d'abord  séparément*  r 

La  remarque  qui  vient  d'être  faite  fournît  un  nouvel  exemple 
d'une  question  dont  les  équations  sont  plus  générales  que  la 
question  elle-même,  et  le  moyen  de  dégager  le  résultat  des 
solutions  étrangères. 

198.  Nous  avons  cru  devoir  résoudre  le  problème  des  tan- 
gentes de  la  manière  la  plus  générale,  afin  défaire  voir  aux 


commençai!»  comment  on  interprète  certains  résultats  de  l'a- 
nalyse; mais  comme  dons  aurons  souvent  besoin  de  rappelé* 
l'équation  de  la  tangente,  dans  le  cas  particulier  où  Ton  donne 
le  point  de  contact ,  il  est  bon  d'indiquer  un  moyen  direct  d'y 
parvenir.  Cette  autre  méthode  est  également  susceptible  de 
s'appliquer  à  toutes  les  courbes ,  quelle  que  soit,  Pinctinaison 
desaxes. 

Appelons  \xf,  y) ,  (x",  y")  les  coordonnées  de  deux  pointa 
de  la  courbe  y  dont  l'un  (x°,  y")  doit  devenir  un  point;  de 
contact. 

La  droite  qui  joint  ces  deux  points  a  pour  équation 


_/  =  £^  (*-*');....  (i) 


rf'  — •** 


et  si  Ton  y  réunit  les  deux  relation»  \    KJT  **        ****** 

» 
le  système  de  ces  trois  équations  convient  à  la  sécante  menée 
par  les  deux  points. 

Or  ,  en  soustrayant  (3)  de  (2) ,  on  a 

y,%  —  y0%  +  *!*  —  x°*=o,....  (4) 

équation  qui  peut  remplacer  l'une  des  deux  précédentes,  (3), 
par  exemple  ;  et  comme  la  relation  (4)  revient  à 

(/  +y)  (y  -y) +&+*n  &  -*■)*=©, 


d'où  -7 — -5  —  —  -7 


*f  +x' 


& — x        y +y 


il  s'ensuit  que  la  sécante  est  finalement  représentée  par  le  sys- 
tème des  deux  équations 

;r-/  =  -^t^(a>-*')     et /•+*"  =  * 

y  +y 

Si,  maintenant,  on  veut  que  la  sécante  devienne  tangente,  c'est- 
à-dire  que  les  deux  points  d'intersection  se  réunissent  en  un 
seul ,  il  suffit  d'établir  x'  =x*  et  y  =  yu  ;  ce  qui  donne 
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X* 


^-/---(x-x")    et/*+**  =  i*. 

(Ordinairement ,  on  ne  considère  qae  la  première  de  ce*  équa- 
tions pour  représenter  la  tangente  ;  mais  la  seconde  est  toqr» 
jours  sons- entendue.) 

N.  B.  L'artifice  de  calcul  employé  ci-dessus,  et  qui  consiste 
a  retrancher  (3)  de  (a) ,  a  pour  but  de  transformer  le  coeffi- 

V  —  y* 
rient    ,     ■  nr  de  l'équation  (i),  afin  <Fy  introduire  ensuite  les 

x  —  * 

deux  conditions,/  =y ,  a!  z=ix*\  car  si ,  ayant  cette  transfor- 
mation, on  faisait  cette  double  hypothèse,  on  obtiendrait  - 

pour  yalepr  de  ce  coefficient. 

x° 
199.  L'équation  y  — y0  =  — *  -y  (*—*")  peut  être  ramené? 

a  une  forme  beaucoup  plus  simple,  au  moyen  de  la  relation 
y*%  +  x*%  =  r*  qui  y  est  jointe. 

Chassons  le  dénominateur  et  transposons  $  il  rient 

yy"  +  xx"=y'*  +  x**,     ou  bien,  yy"  +  ***  =  r\ 

Cette  nouvelle  forme  est  facile  à  retenir ,  en  ce  qu'elle  se  dé- 
duit de  celle  du  cercle  y*  +  x*  =  r%  en  y  remplaçant  les 
carrés  y*  et  *•  par  les  rectangles  yyu  et  **". 

Soit  fait,  dans  l'équation  simplifiée  de  la  tangente,  y  =  o-y 

il  en  résulte    x  =  — 75  c'est  l'abscisse  OR  (fig.  107)  du  point 

où  la  tangente  rencontre  l'axe  des  x. 

D'un  autre  côté,  l'on  a  PR  =  OR  —  OP  ; 

d'où     PR  =  I1—  x»=  *   . 

x  xr 

Cette  distance  PR,  comprise  entre  le  pied  de  l'ordonnée  du 
point  de  contact  et  le  point  où  la  tangente  rencontre  l'axe  des  x, 
est  ce  Qu'on  nomme  la  soutangenU  ;  et  sa  considération  est  sou- 
vent utile  dans  la  théorie  des  courbes. 


2&*  PROUÀMS 

JV.  A  Puisqu'on  obtient  8a  valeur  en  supposant  y  =  <f  dan* 
l'équation  simplifiée  de  la  tangente ,'  et  retranchant  ensuite  af 
de  la  valeur  de  x  correspondante  à  y  =  o,  il  s'ensuit  que  pour 
l'avoir  directement  d'après  l'équation  non  simplifiée  de  la  tan- 
gente ,  H  suffit  d'y  faire  y  feo ,  et  de  chercher  la  valeur  cor- 
respondante de  x  — -  x". 

On  trouve,  en  effet,  pour  y  =  o ,  x  —  .r*  =  ^—  =: 


aoo.  Reprenons  également  le  cas  où  la  tangente  doit  être 
menée  par  un  point  pris  hors  du  cercle,  et  proposons-nous 
d'exprimer  les  coordonnées  inconnues  x",  y0  du  point  de  con- 
tact ,  en  fonction  des  coordonnées  x'>  y  du  point  donné. 

La  tangente  devant  passer  par  le  point  x\y ,  son  équation 
est  de  la  former  — y4  sss  a  (x  —  x')  ;  a  ayant  (n°  196)  pour 


xu 


valeur,  a  = —  -,  et  la  question  a  pour  objet  de  déterminer 

x'ety*. 

Or,  1* équation  de  la  tangente  étant  aussi  (n°  199) 

yy*  -+•  xx*  =  r1,  comme  cette  droite  passe  par  le  point  (sr9  /) , 

on  a  nécessairement  la  relation     y  y*  +  xV* = r*. ...     (1) 

D'ailleurs ,  puisque  le  point  x",  y°y  se  trouve  sur  la  courbe, 

on  a  aussi  ya%  +  x*%  =  r*. (a) 

Telles  sont  les  équations  à  l'aide  desquelles  il  faut  calculer 
x*ety\ 

On  tire  de  la  première      y"  = 7 , . . .  (3) 

d'où  substituant  dans  l'équation  (2)  et  ordonnant  par  rapport  kx, 
(x'* + y»)  x"»  —  ar*x' .  x"  —  fy'  » — r* , 

ou,  résolvant  et  simplifiant,     x  =s ,m         ,— 

Remplaçons  x"  par  sa  valeur  dans  l'équation  (3)  ,  on  obtient, 

toute  réduction  faite  ,    ya  =  K^  =P  J>/J±£z2?ï. 

x*  -|-y  a 


Donc 
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Four  prouver  l'identité  de  ce  résultat  avec  celui  du  n°  196, 
multiplions  haut  et  bas  par  ry'  ±.x  V^-f-/'— r*",  en  obser- 
vant que  les  signes  supérieurs  se  correspondent ,  ainsi  que  le* 
signes  inférieurs  ;  il  vient 


rVy'=hKr"-r-«")  V*'%  •+ y  —  **+Y V(*  •+/' 


OU 


_      «W»  +  y")  ± K*"+y  )  VV'  +/'— ** 

on  bien  enfin ,     a  = — *—*- ^r fr* -• 

201.  Si  Ton  voulait  fixer  géométriquement  la  position  du 
i  point  (x*,  y)  y  il  faudrait  construire  les  valeurs  obtenues  ci- 
dessus.  Mais  comme  elles  sont  très  compliquées ,  nous  aurons 
recours  aux  principes  sur  les  lieux  géométriques  (n°  181). 

Première  construction.  Reprenons  les  équations 

/f  +  afa*  =  i*;...'  (1) 

qui  ont  servi  à  déterminer  x*yy*. 

En  retranchant  la  première  de  la  seconde,  on  obtient 

y»  «  y  y  4.  x"*  _  x'x*  —  0 , . . .  (3) 

équation  que  nous  pouvons  substituer  à  la  première  ;  et  si  l'on 
construit  par  rapport  aux  mêmes  axes  chacune  des  équations 
(2)  et  (3),  considérée  comme  renfermant  deux  variables  x",yu , 
les  points  d'intersection  des  deux  lieux  géométriques  seront  les 
points  de  contact  demandés. 

D'abord  l'équation  (2)  représente  un  cercle  ayant  son  centre 
à  l'origine ,  et  pour  rayon  r  (fig.  108);  c'est  donc  le  cercle  déjà  **'.5«,08* 
construit. 


/ 

a34  vmmuAmb 

Quant  à  Péquation  (3)  qui  est  comprise  dans  la  forme  géné- 
rale du  n°  1 77 ,  comme  elle  peut  être  ramenée  à  celle-ci  : 

elle  représente  une  circonférence  dont  le  centre  a  pour  coor- 

Olf  V'  t  y 

données     —  »  <-  ,   et  qui  a  pour  rayon    -  y  x'%  +•  y'*. 

2  2  2 

Or,  si  Ton  joint  le  point  O  au  point  N  par  lequel  on  se  pro- 
pose de  mener  une  tangente,  on  a  évidemment 

„  OP       a/        ¥T         NP       y        „         1./-7T-Ï — 77 

OLou~=-,    IL=— «-i-,     OI  =  -l/x'*+ya. 

2  2  2  2  2 

Donc  la  circonférence  décrite  sur  ON  comme  diamètre  ;  est 
le  lieu  géométrique  de  l'équation  (3). 

Ainsi ,  les  points  M ,  M' où  les  deux  circonférences  se  coupent, 
sont  les  points  de  contact  ;  et  en  les  joignant  au  point  N ,  ou  a 
les  deux  tangentes  cherchées. 

Cette  construction  est  précisément  celle  qui  se  trouye  indi- 
quée dans  les  Élément  de  Géométrie. 

202.  Seconde  construction.  On  peut  opérer  directement  sur 
les  équations  (i)  et  (2),  dont  la  construction  donne  lieu  à  une 
propriété  très  remarquable. 

L'équation  (2)  représente  toujours  le  cercle  donné, 

L'équation  (1)  étant  du  Ier  degré  en  x\y"  y  représente  une 
ligne  droite*,  et  comme  les  points  où  elle  doit  rencontrer  la 
circonférence  ne  sont  autre  chose  que  les  points  de  contact ,  il 
s'ensuit  que  cette  droite  est  la  ligne  de  jonction  des  pointe  de 
contact* 

Pour  en  fixer  la  position ,  soit  fait  successivement  dans  l'é- 
quation (1),    y  =  o,     et    x"==o;     il  en  résulte 

pour     y  =  o,     ^"  =  -0 
pour     x*  =  o ,     y  =s  -; . 
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Le  premier  point  [j*=o,  x#= — ,  ]  est  le  point  B  (/gr.  109)  Fig.  109. 

on  la  droite  rencontre  l'axe  des  a?,  et  oe  point  s'obtient  par  la 
construction  de  la  3e  proportionnelle     x'  t  r  II  1 1  x*. 

Le  second  point    [x'  s=  o ,    y9  =  -7]     est  le  point  C  où  la 

j 
droite  rencontre  l'axe  des  jr,  et  il  s'obtient  de  la  même  manière. 

La  droite  BC  qui  joint  ces  deux  points,  rencontre  la  circon- 
férence aux  points  M  et  M7  qui  sont  les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  par  le  point  N. 

ao3.  Bernarque.  Comme  la  valeur  x*  s=  -7  correspon- 
dante à  y"  =  o ,  dans  l'équation  de  la  ligne  de  jonction  des 
deux  points  de  contact,  est  indépendante  de  l'ordonnée  y  du 
point  par  lequel  on  veut  mener  les  deux  tangentes,  on  peut 
conclure  que,  pour  un  second  point  quelconque  N'  pris  sur  la 
perpendiculaire  LL',  la  ligne  qui  joint  les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  par  ce  point,  rencontre  Taxe  des  x  au  même 
point  B. 

En  effet,  soient  af  et  y'  les  coordonnées  du  point  N'  j  on  au- 
rait pour  l'équation  de  la  ligne  M*M* ,      y  y0  +  otfcf  =  r*; 

or ,  en  faisant    y"=o,     Ton    trouve    x9  =  — ,  =  OB. 

Observons  d'ailleurs  que,  l'axe  OX  étant  une  ligne  menée  a 
volonté  dans  le  plan  du  cercle,  la  droite  LL'  qui  lui  est  perpen- 
diculaire, peut  elle-même  être  regardée  comme  une  droite  tracée 
d'une  manière  quelconque  dans  ce  plan ,  puisqu'on  pourrait 
d'abord  tracer  cette  dernière  ligne  arbitrairement ,  et  prendre 
ensuite  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre. 
sur  la  droite. 

On  déduit  de  là  le  théorème  suivant  :  Si  des  diffèrent  point*, 
d'une  ligné  indéfinie  LL',  on  mène  des  tangentes  à  un  cercle,, 
toute*  les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  tangentes 
partant  du  même  point  j  se  réunissent  en  un  point  commun  B, 
lequel  se  troupe  placé  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O 
sur  la  droite  LL', 
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N.  B.  Il  résulte  de  l'expression    x"  =  — ; -r ,     que,  toutes  les 

x 

fois  que  la  droite  LL'  est  extérieure  au  cercle,  auquel  cas  on 

•  a     x'  >  r,     le  point  B  est  intérieur,  puisqu'alors  x*  est  <*.  r. 

Fig.  1 10.      gj^  au  contraire,  LL'  {fig.  1 1  o)  est  sécante  à  la  courbe,  le  point  B 

est  extérieur;  car  on  a ,  dans  ce  cas ,  x'  < r,  d'où  — ,  ou  x"  >  r. 

Les  problèmes  suivans  se  rattachent  an  problème  des  tangentes 
et  donnent  lieu  à  quelques  circonstances  assez  remarquables, 
sous  le  rapport  de  la  discussion. 

Fig. m.  204.  i°.  Étant  donnés  un  cercle  OAMB  (fig.  111}  et  un 
point  N.,  on  propose  de  mener  par  ce  point  une  droite  de  telle 
manière  que  la  partie  MM'  interceptée  dans  le  cercle  soit  égale 
à  une  ligne  donnée  2m. 

Supposons  le  cercle  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  OX, 
OY ,  et  appelons  x7,  y',  les  coordonnées  du  point  N.  Désignons 
d'ailleurs  par  %  la  distance  de  ce  point  à  Pun  des  points  d'Enter- 
.    section  de  la  ligne  cherchée  avec  la  circonférence. 

Nous  aurons  les  équations 

x*+y=r», (1) 

y  —  /  =  a(x  —  x'), (2) 

*'  =  (*— xy  +  (y—y'y.   .      .     (3) 

(x— x',  y~y  j  expriment  ici  les  différences  entre  les  coor- 
données du  point  N  et  les  coordonnées  x  >y9  propres  à  vérifier 
en  même  temps  les  équations  (1)  et  (2)  qui  sont  celles  du  cercle 
et  de  la  droite.  ) 

Gela  posé ,  pour  résoudre  la  question  proposée ,  nous  élimi- 
nerons d'abord  x  et  y  entre  ces  trois  équations,  ce  qui  nous 
donnera  une  équation  en  z,  a,  xf  yyr ,  r.  Résolvant  cette  équa- 
tion par  rapport  à  s,  nous  obtiendrons  deux  valeurs  dont  la 
différence ,  égalée  à  2m ,  conduira  à  une'  dernière  équation  en  a 
et  en  quantités  connues  xfy  y' y  r,  m,  dont  la  résolution  fera, 
connaître  a ,  et  fixera  par  conséquent  la  position  de  la  droite 
cherchée.  Effectuons  tous  ces  calculs. 
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Si  dans  l'équation  (3)  on  remplace  jr — .y' par  sa  TsJeur  tirée 
de  l'équation  (2) ,  on  a     a*  =  (x  —  x')%  (1  +  a%)  \ 
d'où  l'on  déduit 

x — x  =— et      x  =  x  + 


donc  y  — y  =  .  —       et       y  =  y  -| =  . 

Substituant  ces  deux  valeurs  dans  l'équation  (i)  et  ordonnant 
par  rapport  à  z,  on  obtient 

,  .       aS  +  x' 

*  +2^/f^-*+*"+/'-'*=so;  •  •  •  (4) 

d'où 

Appelons  a',  2",  les  distances  KM,  NM',  qui  ne  sont  autre 
chose  que  les  deux  valeurs  de  z.  qu'on  Tient  de  trouver.  On  a 


j       -« 


Z~Z   ~  X/T+tf-      »/(r*  —  *'■)  a*  +  2a*>'  +  r<-y'\ 

mais,  par  hypothèse,  on  doit  avoir     zf  —  %n  =  277». 
On  obtient  donc  enfin,  pour  l'équation  du  problème, 


ou ,  élevant  au  carré  et  ordonnant  par  rapport  à  a, 
(x'*+m*  —  r9)  aa  — 2xy  .a  +ya  +  m*  —  7*  =  o (5) 

Comme  cette  équation  est  du  second  degré,  il  s'ensuit  que , 
par  le  point  N ,  on  peut  mener  deux  droites  NM ,  NM%  qui  sa- 
tisfont également  à  la  question. 

N.  B.  Le  problème  des  tangentes  peut  être  regardé  comme 
un  cas  particulier  dé"  celui-ci.  En  effet ,  pour  établir  que  la 
droite  menée  par  le  point  N  est  tangente  à  la  courbe,  il  suffit 
d'exprimer  que  la  partie  MM'  ou  M"M*  de  la  sécante  est  nulU* 


/ 


i 
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c'est-à-dire  que  l'on  a     m  =  o  ;     oe  qui  réduit  l'équation  (5) 

a  celle-ci:    (j/*  —  r*)a*~  a*'/  .  a+/É— r*  =  o, 

résultat  identique  avec  celui  qui  a  été  obtenu  (n°  196). 

ao5.  Pour  simplifier  la  construction  des  valeurs  de  l'équa- 
tion (5) ,  supposons ,  ce  qui  est  permis ,  que  l'axe  des  x  passe 
Fig.  11a.  par  le  point  donné  N  {fig.  11a). 

Dans  ce  cas,  on  a    y =0,     et  l'équation  devient 

(*'*  -f  m»  —  r*)aft  +  ma—  r*  =0  ;      d'où 


Pour  que  cette  expression  de  a  soit  réelle ,  il  faut  qu'on  ait 
premièrement  j  ni  <  r  ou  am  <  ar  j  ce  qui  doit  être» 
puisque  %m  représente  une  des  cordes  du  cercle  donné; 

Secondement  j     £%  —  h*     ou      x'â  —  r*-|-m*>o*,      d'où 

m>|/ra— ïF. 

Cette  dernière  condition  est  toujours  satisfaite,  tant  que  le 
point  N  est  extérieur  au  cercle  ;  car  l'on  a  alors      x  >  r, 
d'où,  à  fortiori,    x%  —  r*  +  m%  >  o. 
Fig.  n3.     Mais  si  le  point  N  (JSgf.  1 13  )  est  intérieur,  comme  en  me* 

nant  NK  perpendiculaire  à  OX,  on  a  WK=  v/r*— *'%  il 
s'ensuit  que  la  ligne  donnée  nm  doit  être  moindre  que  la 
corde  KK'  ;  et  en  effet  cette  corde  est  la  plus  petite  de  tontes 
celles  qu'on  peut  mener  par  le  point  N  dans  le  cercle  donné. 

Admettons  que  les  deux  conditions  m^r>    m>  l/**—  x  * 
soient  satisfaites,  et  construisons  le  problème. 
Fig.  lia.     Décrivons  sur  OB  (Jig.  i  ia  )  une  demi-circonférence,  et  pre- 
nons, à  partir  du  point  B,  une  corde  BI  égale  à  m;  il  en 
résulte 

OI=  l/V— 7n»=  h. 

Maintenant,  sur  ON  =  o/,  décrivons  une  demi  -  circonfé- 
rence, et  rabattons  OI  deO  en  L,puis  tirons  la  droite  HL; 
en  déduit 


SUB   LA   LIONS  BBOITB   BT   LE  CERCLE.  a3g 

Je  dis,  d'ailleurs,  que  cette  droite  NLM  et  la  droite  OT/M* 
placée  symétriquement  au-dessous  de  OX ,  représentent  les 
deux  droites  cherchées.  Car  le  triangle  rectangle  OLN  donne 

tangLNO  =  ^  =5  — JL— ;  «fou  tangLNX=       ~  * 


1            ,                  4-  h 
On  a  pareillement  tans  L'NO  s=  — ■ tt- 

La  construction  est  la  même,  lorsque  le  point  N  (Jîg.  n3)  Fig.n3; 
est  intérieur.  Seulement ,  la  corde  BI  ou  m  doit  être  moindre 

que  BO  ou  r,  et  plus  grande  que  NJL  ou  l/**  —  *'**  d'après  ce 
qui  a  été  dit  ci-dessus. 

206.  Remarque.  L'équation  (4) ,  à  laquelle  on  a  été  conduit 
dans  la  résolution  du  problème  précédent  (  voyez  n°  204  ),  dé- 
montre très  simplement  que  deux  sécantes  sont  réciproquement 
proportionnelles  à  leurs  parties  extérieures  i  ou  bien ,  que  deux 
cordes  se  coupent  en  parties  réciproquement  proportionnelles  * 
suivant  que  le  point  N  est  extérieur  ou  intérieur  au  cercle. 

En  effet,  on  sait  que,  dans  toute  équation  du  second  degré, 
le  dernier  terme  est  égal  au  produit  des  deux  racines.  On  a 
donc,  en  appelant  s',s"  (fig.  ni  )  les  racines  de  l'équation  (4)  Kg.  m. 
(n°  précédent), 

/X**,       ou      NMX»M'  =  ^+y4-r*. 

Le  second  membre  de  cette  relation  étant  indépendant  de 
a,  c'est-à-dire  de  la  constante  qui  fixe  l'inclinaison  de  la 
droite  NM,  il  s'ensuit  qu'elle  serait  encore  la  même  pour 
toute  autre  sécante  NR  menée  par  le  point  N.  On  déduit 

delà 

NMxNM'=NRxNR', 

et  par  conséquent,     NM   :  NR  ::  NR'  :  NM'. 

Si  le  point  est  intérieur  au  cercle,  comme  N',on  a  également 


' 
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N'M  X  N'M,=N'SXN'S', 
et  par  conséquent,     N'M  :  N'S  ::  N'S'  :  N'M'.      C.Q.F.D. 

Le  cas  où  le  point  est  extérieur  est  caractérisé  (n°  ig6)  par 
la  condition  x%  +  ty'*  —  f*  >  o;  c'est-à-dire  que  les  deux 
racines  sont  positives  à  la  fois  ;  et  le  cas  où  le  point  est  inté- 
rieur, par  la  condition  af*+y* — r*<^o;  et,  en  effet, 
les  deux  racines  étant  représentées  géométriquement  par  N'M 
et  N'M ,  doivent  être  de  signes  contraires. 

207.  2°.  Deux  cercles  étant  donnés  sur   un  plan.,   mener 
une  droite  à  travers  j  de  manière  Que  les  parties  MM'.,  NN'., 
*    Ffaiii.  (fié*   II4)>  interceptées  par  les   deux  circonférences*  soient 
égales  entre  elles  et  à  une  ligne  donnée  2m. 

Rapportons  les  cercles  à  deux  axes  rectangulaires  dont  l'un 
soit  la  ligne  des  centres ,  et  l'autre  passe  par  le  centre  de  l'un 
d'eux. 

Prolongeons  d'ailleurs  la  ligne  cherchée  MN'  jusqu'à  sa 
rencontre  en  Â  avec  la  ligne  OO'.  II  est  évident  que  cette 
droite  serait  déterminée  de  position,  si  l'on  connaissait  la  dis- 
tance OA;  car  tout  se  réduirait  alors  à  mener  par  le  point  A, 
une  ligne  AM  telle  que  MM'  fût  égal  à  2m,  et  la  question 
rentrerait  dans  la  précédente. 

Gela  posé ,  soient 

OA  =  *',     Oiy=d'f      d'où      0'A=x'  —  d\ 

m 

faisons  d'ailleurs  OB  =  r ,  O'B'  =  f',  et  appelons  a  Ja  tangente 
de  l'angle  que  forme  AM  avec  l'axe  des  *. 
On  a  trouvé  (  n*  2o5  ) 

a ™  vT^Î^F      (A  ëtant  ^  *      y/r*  —  m"). 

D'un  autre  côté,  si  l'on  nomme  a!  la  tangente  de  l'angle 
que  forme  avec  OX  une  droite  AN  qui  remplisse,  par  rap- 
port au  second  cercle,  la  même  condition     NN'  =  2ni,    et 
"  qu'on  désigne  O' A  ou  x'  —  d  par  xm ,  yY«  —  m*  par  V , 


SUR   LA   LIGNE    DROITE    ET   LE   CERCLE.  2/Éf 

on  a  pareillement, 


a 


y/s«*  _  ft'*        x/(x'  —  d)*  —  h*  ' 


Mais,  d'après  l'énoncé  de  la  question,  les  droites  AM ,  AN 
doivent  n'en  former  qu'une  seule;  ainsi ,  l'on  doit  avoir  a'  =  a; 
et  l'on  obtient,  pour  équation  du  problème  proposé, 


±h' 


t/V»  —  A*       }/{xr  —  d)*  —  h'* 
ou,  chassant  les  dénominateurs  et  élevant  au  carré,} 

**[(*'  —  dy  —  h"]  =  A"  (X'a  —  A») , 
ou ,  supprimant  le  terme  —  h%h'%  commun  aux  deux  membres, 

h\x'  —  dy  =  A'V\ 
On  tire  de  cette  équation , 

A(«'-d)  =  ±/iVi     d'où    •«t~t,j" 
et  si  l'on  remplace  A  et  A'  par  leurs  valeurs, 


x 


dl/^ZT 


a  y  r-  —  m* 


Vr  —  m^y/T^— 


m» 


Cette  double  valeur  de  xf  prouve  qu'en  général,  il  existe 
deux  points  A  et  A',  par  chacun  desquels  on  peut  mener  deux 
droites  susceptibles  de  satisfaire  à  la  question;  ce  qui  donne 
en  tout  quatre  solutions  différentes  AM  et  Am,  RA'S  et 
rA's. 

Nous  ^insisterons  pas  davantage  sur  ce  problème,  dont  la 
construction  et  la  discussion  résulteront  d'ailleurs  très  simple- 
ment de  celle  du  problème  qui  va  suivre. 

ao8.  3°.  Mener  une  tangente  commune  à  deux  cercles 
donnée. 

Soit  fait  dans  le  problème  précédent ,  m=  o,  ce  qui  établit 
la  condition  que  la  droite  cherchée  soit  tangente  à  la  fois 

16 
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aux  deux  cercles.  Gomme  on  a  alors 

h  ou  S/f—  mi=r,    et    A'  ou    l//*  —  m»  =  r, 

la  double  valeur  de  x'  se  réduit  à 

, dr 

x  •—       ■    ,, 

L'expression  qui  correspond  au  signe  supérieur,  étant  évi- 
demment plus  grande  que  la  seconde,  correspond  au  cas  ou 
les  cercles  sont  placés  d'un  même  côté  par  rapport  à  la  tan- 
gente; et  celle  qui  correspond  au  signe  inférieur,  au  cas  où 
les  cercles  sont  placés  de  côtés  differens.  On  dit,  dans  le  pre- 
mier, que  la  tangente  est  extérieure  aux  deux  cercles,  et  dans 
le  second,  qu'elle  est  intérieure* 

dr 

Pour  construire  le  résultat  x  = -7  ou  r—r\r\\d\x' 

r—  r 

(Jig,  il 5),    lirez   une  ligne    indéfinie  OLy  prenez   sur  cette 

ligne*  à  partir  du  point  K^  une  partie  KH  égale  à  O'ff  ou  r  ; 

tous  avex  ainsi    QJL=r,  OH=.r  — /.     Joignes  H   et  Ql , 

et  par  le  point  K,  menés  KA  parallèle  à  HCX.  Le  point  A 

sera  le  point  demandé. 

Car  on  a 

OH:OK::CKy:OA,  o»  r— /rncdroAs   donc   oa=x'. 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  mener  par  le  point  A  les  deux  tan- 
gentes ANM  et  Anm  au  premier  cercle  *,  et  elles  te  sont  né- 
cessairement au  second. 

dr 
Quant  a»  deuxième  résultat,  x'=s—--t,  ou  jr-fc/  Irlldl  af, 

il  suffît  de  prendre j  sur  la  même  ligne  OL  ,  une  partie  KBL' 
égale  à  O'B';  ce  qui  donne  0¥F  =  r  +  /.  Tirant  ensuite 
H'tfj  et  KA'  parallèle  à  JI'C,  on  a  A'  pour  seconde  solu- 
tion de  la  question  ;  c'est-à-dire  que  ,  si  du  point  A'  on  mène 
A' Al'  et  A' m/  tangentes  au  premier  cercle,  elles  le  secont  éga- 
lement au  second. 

La  construction  du  problème  précédent  se  déduit  facilement 
de  celle  du  problème  actuel. 
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En  effet,  si  l'on  inscrit  aux  cercles  donnés  deux  corde* 
CD,  cd  (jig.  11 4)  égales  à  am,  et  que  des  points  O,  O',  onFig*"4* 
trace  deux  circonférences  dont  les  rayons  soient  égaux  aux 
perpendiculaires  abaissées  sur  ces  cordes,  il  est  évident  que 
les  tangentes  communes  à  ces  nouveaux  cercles,  seront  telles 
que  les  parties  MM',  NN'  et  RR',  SS',  interceptées  par  les 
deux  premiers,  seront  égales  à  CD  ou  2m. 

Le  problème  qui  fait  l'objet  de  ce  numéro  présente ,  sous  le 
rapport  de  la  discussion ,  diverses  circonstances  qui  méritent 
d'être  développées.  Elle  complétera  tout  ce  qui  a  été  dit  dans 
le  premier  chapitre  sur  la  discussion  des  problèmes  en  gé- 
néral 

209.  Considérons  les  deux  cercles  dans  toutes  les  situations 
qu'ils  peuvent  avoir  l'un  par  rapport  à  l'autre ,  en  supposant 
toutefois  que  le  cercle  qui  a  le  plus  grand  rayon  soit  celui 
dont  le  centre  est  à  gaucbe ,  parce  que  les  circonstances  rela- 
tives à  l'hypothèse  contraire  seraient  absolument  semblables. 

i°.  Soient  les  cercles   tout~à-fait  extérieure  Y  un  à  Vautre 

ifig'  II6)-     *  Fig.116. 

Cette  circonstance  est  exprimée  analy  tiqnement  par  la  con- 
dition    d  >  r  +  /,     d'où,  à  fortiori,    d>r  —  ?. 

t           dr 
Dans  ce  cas,  l'expression    x  = ,,     qui,  par  la  divi- 

drf 
sion ,  peut  se  mettre  sous  la  forme  x'  =  d  H — —-? ,     est  évi- 
demment plus  grande  que  d  -f-  /  ou  OB'.  Donc  le  point  A 
correspondant  à  cette  valeur  de  x'  est  extérieur  à  l'un  et 
l'autre  cercles  ;  et  les  deux  tangentes  extérieures  peuvent  être 

tracées. 

dr 
L'expression     a/  sa      t  ^    est  d'abord  plus  grande  que  r 

ou  OB  (à  cause  de  d>r+/). 

* 

D'ailleurs,  elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

l6.. 
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dr* 
et    comme  on    a    d^>r  +  r1 ,    il  en    résulte     — r-J^^î 

donc  a:'  est  moindre  que  d —  r  ,  ou  moindre  que  OC  Ainsi  le 
point  A'  correspondant  à  la  seconde  valeur  de  x',  est  encore 
extérieur  aux  deux  cercles  ;  et  l'on  peut  mener  les  deux  tan- 
gentes intérieures, 

La  première  circonstance  offre  donc  quatre  solutions. 
Fig.117.      Dans  le  cas  particulier  de  r=/  {fig.  117),  l'expression 

x  =  — -T—-7     se  réduit  à     a:'  =  -;     c'est-à-dire  que  le  point 

A'  est  le  milieu  de  la  distance  OO'  des  deux  centres. 

L'expression    x  = 7  devient  —     ou  infinie  -,  ce  qui 

▼eut  dire  que  les  deux1  tangentes  extérieures  sont  parallèles  à 
3a  ligne  des  centres. 

Ces  résultats  s'expliquent  facilement  par  la  figure. 

2°.  Les  cercles  peuvent  se  toucher  extérieurement;  ou  ana- 
Fig.118.  lytiquement,  on  peut  avoir  (Jig.  118) 

d=r+/;     d'où     d>r  —  /'. 

La  valeur  x'  =  - -,  =  d  -) -7 ,    est  plus  grande  que 

d-t-/  ou  OB'.  Ainsi  les  deux  tangentes  extérieures  existent, 
puisque  le  point  A  est  extérieur  aux  deux  cercles. 

Mais  la  valeur  .t'  =  ■  «    ->  se  réduit  ài'  =  r;  ce  qui  prouve 

que  les  tangentes  intérieures  se  confondent  en  une  seule  LL'. 
Le  problème  n'admet  donc  alors  que  trois  solutions. 

3°.  Les  cercles  peuvent  se  couper.    Cette  circonstance    est 
exprimée  (n°  188)  par  les  deux  conditions  d<r-J-r',  d>r—r 

*"ig.ïi9'  (fis  ,!9)- 

dr  tir 

L'expression    x'  =  ■ ,  =  d -\ -, ,    est   plus    grande 

que  d  -f-  r  ou  OB'j  ainsi  les  deux  tangentes  extérieures 
e&istciit. 
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Mais  l'expression  x'  =         -,  est  ne  oindra,  que   r\  donc  le 

point  À'  est  intérieur  au  cercle  dont  le  centre  est  en  O;  par 
conséquent,  on  ne  peut  mener  les  tangentes  intérieures. 

La  question  n'admet  donc,  dans  ce  cas,  que  deux  solutions. 

4°.  Les  cercles  peuvent  se  toucher  intérieurement  ;  ce  qui 
exige  que  Ton  ait  (Jig.  120)  d  =  r — r* ,  d'oa  d<^r+/.         Fig.iad. 

La  première  valeur   x*  =1 j9   se  réduit  à   x'=r   ou 

« 

x'=:OB;  donc  les  deux  tangentes  extérieures  se  confondent 
en  une  seule  LL'. 

La    seconde  x'  =  — ~-,  est  moindre  que  r,   à  cause  de 

r  -f-  r  ^ 

d  <  r  +  /  ;  donc  il  n'existe  pas  de  tangentes  intérieures. 

Ainsi  la  question  n'est  susceptible  que  d'une  seule  solution. 

.   5°.  Enfin,  les  cercles  peuvent  être  toul»à-fait  intérieurs  F  un 

à  l'autre.  Cette  circonstance  est  exprimée  par  d<^r—r  et, 

à  fortiori,  d  <  r  -f-  /. 

dr  dr 

Les  deux  valeurs  x'= -^,  x  =        <    .  (Jig.  121)  sont  Fîg.  101. 

l'une  et  l'autre  moindres  que  r.  Ainsi,  dans  ce  cas,  il  n'j  a 
aucune  solution  possible. 

11  est  remarquable  que  les  circonstances  dans  lesquelles  le 
problème  cesse  d'admettre  quatre  solutions,  ne  correspondent 
à  aucun  résultat  algébrique  qui  soit  absurde  en  lui-même, 
comme  le  sont  les  expressions  imaginaires  dans  les  équations 
du  second  degré.  Cela  tient  à  ce  que  le  problème  proposé  dé- 
pend d'un,  autre  (mener  par  un  point  donné  une  tangente  à 
un  cerclé),  qui,  pour  être  susceptible  de  solution,  exige 
déjà  (n°  196)  que  les  données  satisfassent  à  certaines  conditions. 

La  discussion  du  problème  n°  207  rentre  dans  celle-ci ,  avec 
cette  seule  différence  que  les  rayons  r,  r  doivent  y  être  rem- 
placés par  les  quantités  h9  hf ,  ou  V^f*  ~  TO%  l/V* —  m\ 

Ces  deux  dernières  expressions  prouvent  qu'il  faut  d'abord 
que  l'on  ait  m  moindre  que  le  plus  petit  des  rayons  r  et  r'.  Cesl 
une  condition  à  ajouter  à  celles  de  la  discussion  précédente* 
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aïo.  Nous  proposerons,  pour  exercice  de  calcul,  de  trou-* 
ver  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Trois  circonférences  de  cercle  étant  tracées  sur  un  plan,  si, 
en  les  considérant  deux  à  deux  >  on  leur  mène  des  tangentes 
communes  tant  extérieures  qu'intérieures  j  les  points  de  ren- 
contre de  ces  tangentes  avec  les  lignes  des  centres  seront  trois 
a  trois  en  ligne  droite. 
Fig.  ta*.  Ainsi,  soient  O,  O',  O*  (Jzg.  122)  ,  les  centres  des  trois  cir- 
conférences; A,  A',  A',  a,  a',  a9  les  points  où  les  tangentes 
extérieures  et  intérieures  coupent  les  lignes  des  centres; 
i°.  A,  A',  A"  sont  en  ligne  droite \  a°.  il  en  est  de  même  de 

A,  a",  d  |  A',  a%a  \  A",  a',  a. 

Voici  les  élémens  nécessaires  à  la  résolution  de  cette  question. 
£n  appelant  r  ,  /,  r"  les  rayons  des  cercles  qui  ont  leurs 
centres  en  O ,  O',  Off,  et  d,  <f,  <F  les  distances  OO',  OO',  CO', 
N  on  a  trouvé  (n°  208) 


OA=-^,d'oùO'A=-A7-<*=    d/ 


r—r" * r  —  /      ~^7—7 

r\  dr       ,,  ,   ^,  .  dr  d/ 

Oa  =  — —7,  dott  Qa  ss  d  — 


> 


r  +  r»-~  v r+r — r +r" 

On  trouverait  de  même 

OA  = -5,  O  A  as -s,  Oa  as     ,     „,    O'a  =  — — * 

r  —  r  r—r  r+r  r-\-r 

et 

/  —  r*'  .  /—  r  /  +  r*  /+r* 

Avec  ces  données,  on  peut  fixer  la  position  des  points 
A ,  A',  A9,  a }  d ,  a",  par  rapport  à  deux  axes,  pour  en  déduire 
ensuite  (n°  187)  les  rapports  des  différences  entre  les  coordon- 
nées de  ces  points.  Nous  observerons ,  toutefois ,  que  le  choix 
des  axes  n'est  pas  indifférent  pour  la  simplicité  des  calculs.  Nous 
ayons  indiqué  dans  la  figure  un  des  systèmes  les  plus  conve- 
nables ;  l'axe  des  abscisses  est  la  ligne  des  centres  OO',  et  l'axe 


r 


problèmes  indéterminés.  *47 

des  ordonnées,  une  parallèle  à  O'O",  menée  par  le  point  ex- 
térieur A* 

Il  suffit,  en  effet,  de  démontrer  la  proposition  pour  les  points 
â ,  A',  A*,  et  A,  a',  a* ;  ce  qui  peut  se  faire  en  prouvant  que 

AP,""AQ7       e        hpf~  W 

211.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  la  résolution  de  quel- 
ques problèmes  indéterminés. 

Premier  problème.  Deux  points  À  U  B  étant  donnés  *  on  en 
demande  un  troisième  M  (jSgt.   ia3)  fe/  ^u'tn  /*  Joignant  aux  Fig.  ia3. 
points  A  etHj  la  somme  des  carrés  des  distances  AM.,  MB  *oi* 
^£a&  à  zm  carr<?  donné  m*. 

Il  est  d^abord  évident  que  fat  question*  est  indéterminée;  car 
en  appelant  2,  2'  les  distances  AM,  BM,  on  a  pour  condi- 

Xwn  unique ,  z%  «+-  z'%  =  m*. 

Gela  posé ,  donnons  à  s  une  valeur  quelconque  d,  il  en  résulte 

pour  z'  la  valeur  correspondante  z'  =  \/  m%  —  **  \  et  si  du 
point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  m  ,  on  décrit  une. 
circonférence,  que  du  point  B  comme  centre,  avec  un  rajon 

égal  à  \/m* — •*,  on  décrive  une  autre  circonférence,  les 
points  M ,  M'  oà  ces  deux  circonférences  se  coupent ,  satisfont 
a  renonce. 

Soit  encore  z =m  j  on  déduit  de  Féquation ,  zr  =  j/ro- —  •  *  ; 
et  l'on  obtiendra  deux  nouveaux  points  M",  M";  et  ainsi  de 
suite.  £Pou  Pon  voit  qu'il  existe  une  infinité  de  points  suscep- 
tibles de  vérifier  Fénoncé. 

On  reconnaît  en  même  temps  que  le  lieu  géométrique  de  tous 
ces  points  est  une  courbe  limitée  dans  tous  les  sens  ;  car  l'équa- 
tion ci-dessus  donnant  z  =  ^/m*  —  z,%  et  fc'=  l^m"— z*f 
aucune  des  distances  z  et  z'  ne  peut  être  plus  grande  que  m. 

Actuellement,  il  s'agit  de  trouve*  féquation  de  cette  courbe  * 
c'est-à-dire  (n°  171),  une  relatiert  entre  les  coordonnées  de  cha- 
cun de  ses  points  rapportés  à  deux  axes  fixes.  Mais  afin  de  choi- 
sir le  système  le  plus  simple,  nous  ferons  une  nouvelle  obser- 
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ration;  c'est  que  cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  ÀB 
et  à  la  perpendiculaire  OC  élevée  par  le  milieu  O  de  cette 
droite. 

Gela  est  évident  pour  ÀB,  d'après  la  construction  indiquée 
ci-dessus,  car  les  points  M  et  M'  sont  situés  sur  une  perpendi- 
culaire à  AB,  et  à  égale  distance  de  ÀB. 

Quant  à  OC ,  soient  deux  points  M  et  M"  situés  sur  une 
même  perpendiculaire  MM"  à  OC,  et  tels  qu'on  ait  MQ=QM*. 

Abaissons  les  perpendiculaires  MP,  MffP".  Comme  OP=OP* 
et  AO=OB ,  il  en  résulte  AP=BPir  -,  on  a  d'ailleurs  MP^dVTP*; 
ainsi  les  deux  triangles  rectangles  APM,  BP"M"  sont  égaux  et 
donnent  AM=BM°.  On  prouverait  pareillement  que  BM=AM". 

Donc  si  Ton  a  ÀM  +  BM  =  /nâ,  on  doit  avoir  aussi.  .... 

ASP+MÏ'=m*.-  / 

D'après  cela,  nous  prendrons  pour  système  d'axes,  les  deux 
lignes  AB,  OC. 

Appelons  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
de  la  courbe ,  aa  la  distance  AB  ;  d'où  OÀ  =  OB  =  a. 

Les  deux  triangles  rectangles  APM,  BPM  donnent 

y-r-   (*  +  a)»—  *•,....   (,) 
y»  •(.  (x  _  a)ft  =  z'* (a) 

D'ailleurs,  on  a  déjà  la  relation 

sl+*'*=sm1;...  (3) 

et  si ,  entre  ees  trois  équations  qui  existent  pour  un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  on  élimine  £  .et  z'f  l'équation  résultante, 
en  a:,  j,  existera  elle-même  pour  ce  point  et  sera  par  consé* 
quent  l'équation  de  la  courbe. 

Ajoutant  les  équations  (i)  et  (2) ,  puis  mettant  pour  a*+a'* 
sa  valeur  m%  on  obtient  sur-le-champ, 

y+(*  +  a)»+y+Cr— ay=m\ 
ou  réduisant ,    y%  -f-  x*  = • . . .   (4) 

Cette  équation  est  évidemment  celle  d'une  circonférence  de 
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cercle  dont  le  centre  est  à  l'origine  O ,  et  qui  a  pour  rayon , 


w- 


m* — 2aa 


=  - 1/2(771»—  2a*). 


Pour  le  construire,  soit  décrit  sur  OB  le  carré  OBGH;  il  en 

résulte  OG  =  2aa;  d'où  OG  =  at/a.  Au  point  O  élevez  ON 
perpendiculaire  à  OG.,  et  du  point  G  comme  centre  avec  m  pour 
rayon  j  décrivez  un  arc  de  cercle  qui  coupe  ON  au  point  Y  j  puis 
achevez  le  carré  OFIK;  le  triangle  rectangle  OFG  donne 

OF  =  FG  —  OG  =  m»  —  2aa  ;  d'où  OÏ  =  2OF  =  2(ma — 2û») 
donc  OL  moitié  de  01  est  le  rayon  cherché-,  car 

OL  =  -  OI  =  -  t/V/n»  —  /W2k) .      , 
2  2        v  ' 

Donc,  la  circonférence  décrite  du  point  O  comme  centre  et 
avec  OL  pour  rayon,  est  le  lieu  géométrique  demandé. 

N.  B.  La  ligne  donnée  m  a  évidemment  pour  minimum 

ay  2. ,  ou  bien,  la  diagonale  OG  du  carré  décrit  sur  OB;  mais 
elle  n'a  point  de  maximum,  c'est-à-dire  qu'elle  peut  recevoir 
une  valeur  aussi  grande  que  l'on  veut.  Ainsi,  le  diamètre  DD' 
qui,  dans  la  figure  actuelle,  est  moindre  que  la  distance  ÀB, 
peut  être  plus  grand  dans  d'autres  cas. 

Pour  savoir  dans  quelle  circonstance  ce  diamètre  est  égal  à 

AB  ou  2û  ,  il  n'y  a  qu'à  poser  -  \/  2  (m*  —  2aa)=a;  ce  qui  donne 

a(ma— 2aa)=4a*  ou  2ma  =  8a**,  donc  ma  =  4û*  et  m-=-za. 

Soit  m  =  a^/ 2;  il  en  résulte  r  =  o,etla  courbe  se  réduit 
à  an  point  qui  n'est  autre  chose  que  l'origine. 

212.  Étant  donnés  deux  points  A,  B,  {fig-  !^4)  déterminer  Fig.  ia4« 
un  autre  point  M.,  tel  que  la  différence  des  carrés  des  distances 
AM  j  BM  soit  égale  à  un  carré  m*. 

Par  des  raison nemens  analogues  à  ceux  qui  ont  été  faits  dans 
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le  problème  précédent,  on  prouverait  que  la  question  est  indi~ 
terminée j  et  que  le  lieu  géométrique  est  symétriquement  placé 
par  rapport  aux  deux  droites  AB  et  OC. 

Mais  ce  lieu  géométrique  doit  être  une  ligne  indéfinie;  car 
l'équation  de  condition  étant 


AM*  —  BM*=  m%    d'où    AM  =  y/m*  +  BM" 

on  peut  donner  à  BM  une  valeur  aussi  grande  que  l'on  veut, 
et  il  en  résulte  toujours  pour  AM  une  valeur  réelle  corres- 
pondante. 

Gela  posé,  prenons  AB  et  OC  pour  système  d'axes ,  et  appe- 
lons toujours  aa  la  distance  AB,  z,  z'  les  distances  AM  et  BM , 
x,  y  les  coordonnées  du  point  M  rapportées  à  ces  axes.  On  a 
d'abord ,  comme  dans  le  problème  précédent ,  les  équations 

y9  +  (*  +  a)*  =  aa,  - . .  •   (0 

y  +  (x  —  ay  =  z'* (2) 

Quant  a  l'équation  de  condîlion  ci-dessus,  observons  que,  pour 
tous  les  points  situés  à  la  droite 'de  OY,  on  a   AM  >  BM, 

d'où  AM  —  BM  >  o  ;  mais  que  pour  ceux  qui  sont  situés  à 

gamche,  on  a  au  contraire  AM  <  BM ,  d'où  AM  —  BM  <  è  ; 

donc  la  différence  des  carrés,  AM  —  BM,  doit  être  exprimée 
par    Hm%'9    et  l'on  a    *m—  z'*=z2im*. . .  (3) 

Si,  entre  ces  trois  équations  qui  ont  lieu  pour  un  point 
quelconque  de  la  ligne  cherchée ,  on  élimine  z  et  *',  l'équation 
en  x  }y,  qu'on  obtiendra ,  sera  l'équation  de  ce  lien  géométri- 
que. Or,  en  retranchant  (a)  de  (i),  et  remplaçant  z*  —  zt%  par 
sa  valeur  dtz  m%  on  trouve  .  fax  =  ±  m*  ; 

d'où  Ton  déduit  x  =  ^ —  . 
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Cette  équation  ne  renfermant  pas  la  variable  y,  représente 

(o°  176)  le  système  de  deux  droites  parallèles  à  OY,  et  menées 

à  égale  distance  du  point  O. 

m 
Pour  les  construire,/?/**/^*  sur  OB=a,  une distance  OEs= — > 


et  sur  la  perpendiculaire  OY',  une  distance  OH  =  — .  Tire* 
ensuite  BH^  et  par  le  point  F  menés  FG  parallèle  à  BH  ;  tous 


m1 


aurez  évidemment    OG  =7-. 

II  ne  s'agit  plus  ensuite  que  de  rabattre  OG  de  O  en  I  et 
de  O  en  I',  puis  de  mener  par  les  points  I  et  l' les  droites  IL, 
IX'  parallèles  à  OY. 

La  quantité  m  peut  recevoir  tartes  les  valeurs  possibles  de- 
puis o  jusque  l'infini. 

Soit  ms=o;  il  en  résulte  x  =  o ,  et  les  deux  lignes  IL ,  VU 
se  confondent  eu  une  seule,  qui  n'est  autre  chose  que  l'axe 
desj. 

En  effet ,  pour  uu  point  quelconque  C  de  cette  droite ,  on  a 

ÂC*=  BC  *    d'où    IC*—  BC%=  m*  =  o. 
Soit    m=zna\    on  trouve    x  =      /    ■  =±c,    et  les 
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deux  droites  se  confondent  avec  les  perpendiculaires  élevées 
aux  points  A  et  B. 

Pour  m  >  aa,  ees  droites  seront  placées  à  droite  et  à  gauche 
sur  les  prolongemens  de  la  ligne  AB. 

ai  3.  Troisième  problème.  Étant  donnée  deu*  points  A.  et  B, 
trouver  un  autre  point  M  (fig.  ia5)  tel  qu'en  le  joignant  aux  Fig.iaS. 
points  A  et  B.,  V angle  AMB  formé  par  ces  deux  lignes  de 
jonction;  soit  égal  à  un  angle  donné  vi 

Prenons  pour  axes  la  ligne  AB  et  la  perpendiculaire  élevée 
par  le  point  O,  milieu  de  AB.  Nommons  d'ailleurs  ix  la 
distance  AB. 

La  droite  BM  étant  assujettie  à  passer  par  le  point  B,  dont  les 
coordonnées  sont  y  =s=  o ,  x  =  xf,  a  pour  équation , 

jf  =  a(j;— *xf).  . . .  (1) 

On  a  de  même  pour  l'équation  de  la  droite  AM , 

y=a'(x+x')... .  (2) 
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(puisque  l'abscisse OA  est  exprimée  par  — x);  et  comme,  d'a- 
près Fénoncé,  ces  deux  droites  doivent  former  un  angle  donné  vt 
les  quantités  a  et  a'  sont  liées  entre  elles  par  la  relation 

a — d 

-,  •==  tang  v .  .  •  (3) 


i  +  od 


En  donnant  à  a  une  valeur  tout-à-fait  arbitraire,  ce  qui 
fixerait  l'une  des  positions  de  la  droite  BM,  on  tirerait  de 
l'équation  (3)  une  valeur  correspondante  pour  d,  ce  qui  dé- 
terminerait aussi  une  position  particulière  de 'la  droite  AM  ; 
et  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites  appartiendrait  au 
lieu  géométrique  demandé.  Mais  si ,  entre  les  équations  (i),  (2) 
et  (3)  qui  ont  lieu  en  même  temps  pour  un  point  quelconque  M 
du  lieu  géométrique,  on  élimine  a  et  a,  l'équation  résultante 
en  or  et  y  sera  nécessairement  l'équation  de  ce  lieu  géométrique. 

Or,  pour  effectuer  l'élimination,  il  suffit  de  remplacer  dans 
l'équation  (3)  les  quantités  a  et  d  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (1)  et  (2).  On  obtient  par  cette  substitution  , 


X 

y 

—x' 

.  y. . 

= 

tang  v  , 

I    .l< 

y 

M  x* 

—  x" 

d'où,  chassant  les  dénominateurs  et  réduisant, 

*,+^-2t^>'-a/'==0'---c4) 

équation  d'une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre  a  (n°  177) 
pour  coordonnées ,  p  =  o ,  q  = ,  et  qui  a  pour  rayon , 

/        j  d*        x'     . 

r=  1/  x'ft  H —  = y\  +  tang*  *>. 

V         ^  tang»  v       tang  v  y      ^        e 

3\Iais  comme  l'hypothèse  y  =e=  o  donne  x* — x'%  =  o ,  d'où 
xz=^±x',  ce  qui  prouve  que  le  cercle  passe  par  les  points  A 
et  B,  il  est  clair  que  le  cercle  sera  tout-à-fait  déterminé,  dès. 
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qu'on  aura  construit   sur  OY  l'expression      a  =  . 

r  tangv 

puisque  le  centre  sera  alors  fixé  de  position 

Faites  au  point  B  un  angle  ABL  égal  à  F  angle  donné;  puis 
élevez  en  ce  même  point  BI  perpendiculaire  à  BL  ;  le  point  I 
d'intersection  avec  OT  sera  le  centre  du  cercle. 

En  effet,  le  triangle  rectangle  OBI  donne  (Trigon.j  n°  88), 


Oï=  OB  tang  OBI  =  OB  cot  OBL  = 


x' 


tang  p 

■ 

Cette  construction  est  évidemment  celle  qu'on  donne  dans 
les  élémens  de  Géométrie,  pour  décrire  sur  une  droite  un 
segment  de  cercle  capable  d'un  angle  donné. 


x' 


Discussion.  Tant  que  l'angle  v  sera  aigu,  sera  posi- 
tif, et  le  centre  du  cercle  sera  situé  au-dessus  de  la  ligne  AB. 
Mais  si  l'angle  v  est  obtus,  comme  tang  v  est  alors  négatif,  il 

x 
en  est  de  même  de    *        :  et  le  centre  se  trouve  placé  au -des  - 

tang  v  * 

sous  de  AB. 

x 

Soit     v  =  iooQ,     d'où     tang  ♦>  =  oo     et     =  o  ; 

°  tang  v 

l'équation  (4)  se  réduit  à  x%  +y*  =  x'a  et  représente  une  cir- 
conférence décrite  sur  AB  comme  diamètre* 

Soit  encore     v  =  o,    d'où    tang  v  =  o  ;    les  expressions 

je'  X  /  «— — — — — ^— — 

a  =  ■  et  r  = y  i  -f-  tanea  v  deviennent  infinies, 

'       tang  v  tang  v 

et  le  cercle  est  lui-même  d'une  grandeur  infinie. 

Il  faut  d'ailleurs  observer  que  tous  les  points  de  la  partie 
supérieure  AMB  de  la  circonférence  donnée  par  l'équation  (4) 
satisfont  à  l'énoncé  de  la  question ,  mais  que  pour  la  partie 
inférieure  AM'B,ce  n'est  plus  l'angle  AM'B,  mais  son  supplé- 
ment AM'H  qui  est  égal  à  l'angle  donné. 

On  a  en  effet  pour  cet  angle ,     AM'H  =  M'AB  +  ABM'  ; 

.,   w  «      >  *  «*/«       tang  M'A&  +  tanc  ABM' 

d'où  (n°  70)     tang  AM  H  =  -  -^ _L_-^__  ; 

v      ;  y  *  1  —  tanc  M'AB.  tant;  ABM 
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mais 

tangM'AB=—  tangKAX-=— d  ;  taiig  ABM'=tangH'BX=a  ; 

— d  +  a        a—d 


donc      tang  AM'H  = 


i+ad         i  +ad' 


Ainsi,  c'est  pour  cet  angle  que  l'équation  (3)  est  satis- 
faite. 

,    ai 4*  Scbolib  oimÈÊJLL  sur  les  probftmes  indéterminés. 

En  réfléchissant  sur  la  manière  dont  les  trois  questions  pré- 
cédentes ont  été  résolues,  on  toit  que  ,  pour  obtenir  l'équation 
d'un  lieu  géométrique»,  il  faut  commencer  par  établir  des 
équations  entre  les  coordonnées  x  et  y  de  l'un  quelconque  de 
ses  points,  et  d'antres  quantités  qui  varient  avec  la  position 
du  point.  Le  nombre  de  ces  équations  doit  être  moindre 
d'une  unité  que  le  nombre  total  des  variables ,  y  compris  x  et 
y.  Ces  équations  une  fbis  formées,  on  élimine  les  variables 
autres  que  x ,  y ,  et  l'équation  résultante  est  l'équation  de- 
mandée ,  puisqu'elle  exprime  une  relation  entre  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  des  quantités 
connues. 

On  doit  toutefois  avoir  le  soin  de  choisir  convenablement 
les  axes,  pour  que  les  calculs  soient  simples  et  qu'on  puisse 
construire  facilement  les  résultats* 

Si,  dans  le  problème  précédent,  par  exemple,. on  prenait 
les  deux  axes  dans  une  situation  quelconque,  par  rapport  aux 
deux  points  A  et  B,  les  équations  seraient 

y—, /=*(*— *0,   y— /=a'(x— x»),   ÎZL^-atang,/; 
d'où  *  en  éliminant  a  et  d, 

y-yf  y— y] 

X—  X  X—  X 

TTI^^K^T) =  taDg  v  ' 

(x—  x')[x  —  X*) 
ou ,  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à  y  et  x , 


On  reconnaît  bien  à  l'inspection  de  cette  équation  qu'elle 
appartient  à  une  circonférence  de  cercle  ;  maïs  la  détermina- 
tion du  centre  et  du  rayon  ne  serait  pas  facile ,  et  l'on  aurait 
surtout  beaucoup  de  peine  à  faire  ressortir  des  résultats  la  cons- 
truction indiquée  ci-dessus. 

On  peut  même  affirmer  que  la  principale  difficulté  qui  se  pré- 
sente dans  la  résolution  des  questions  par  les  principes  «te  la 
Géométrie  analytique ,  consiste  dans  le  choix  des  axes. 

Asses  ordinairement,  les  équations  à  établir  se  réduisent, 
premièrement^  à  celles  de  deux  lignes  droites  ou  de  deux  cir- 
conférences de  cercle  dont  les  points  d'intersection  appartien- 
nent au  lieu  géométrique  cherché  (ces  équations  renfermant, 
outre  les  coordonnées  x ,  y ,  deux  autres  quantités  qui  varient 
avec  la  position,  du  point  )  ;  secondement,  à  une  relation  entre 
ces  deux  dernières  variables,  laquelle  est  fournie  imraéd  iatement 
par  l'énoncé.  Les  problèmes  précédens  en  offrent  des  exemples. 

Dans  les  deux  premiers,  le  point  M  (fig.  123  et  ia4)  estFig.  io3 
déterminé  par  l'intersection  de  deux  circonférences  ayant  leurs  ec  Ia^* 
centres  en  À,  B,  et  pour  rayons  s,  «';  ces  variables  sont  d'ail* 
leurs  liées  entre  elles  par  la  relation 

s* -f- zi^  =  m*    ou    z*-/8  =  ±ml. 

Dans  le  troisième,  le  point  M  est  donné  par  l'intersection  de 
deux  droites* passant  par  les  points  A,  B;  et  les  variables  a,  a'> 
qui  entrent  dans  leurs  équations,  sont  liées  entre  elles-  par  la 

relation     ,  =  ta  ne  v. 

Cependant,  il  peut  arriver  que  le  nombre  des  variables  à 
éliminer  soit  plus  considérable ,  comme  on  va  lé  voir  dans  le 
problème  que  nous  allons  nous  proposer  en  dernier  lieu. 

21 5.  Un  cercle  et  un  point  B  (,/%.  126)  étant  donnés  sur  Fîg.iaG- 
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un  pion,  si,  de  ce  point,  on  tire  une  droite  quelconque  KK'  qui 
rencontre  la  circonférence  eh  deux  points  M^  M'.,  et  que  par  ces 
points  on  mène  les  tangentes  MN,,  IVl'N.,  on  demande  le  lieu  de 
tous  les  points,  tels  que  N,  ou  ces  tangentes  se  rencontrent. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  x  la  ligne  OB  menée  par  le 
centre  et  le  point  donné ,  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire 
élevée  au  point  O. 

Soient  x9y  les  coordonnées  du  poiut  N ,  x'  et  y  les  coor- 
données du  point  M ,  x"  et  y  celles  du  point  M'  ;  x\  y\  xn;ym , 
sont  des  quantités  qui  varient  avec  la  position  de  la  droite 
KK',  et  par  conséquent  avec  la  position  du  point  N.  Nommons 
d'ailleurs  et  la  distance  OB,  et  r  le  rayon  du  cercle. 

Gela  posé,  on  a  (n°  200)  pour  les  équatioris  des  deux  tangentes 
dont  l'intersection  donne  un  point  du  lieu  géométrique , 

yy'  +  xjf  =  r% . . .    (1) 
yy"+  xx"  =  r*....   (2) 

Comme  ces  équations  renferment  quatre  variables  à  éliminer, 
il  nous  faut  encore  (n°  21 4)  trois  autres  équations. 

D'abord ,  les  points  x',  y'  et  x",  y"  se  trouvant  sur  le  cercle, 
on  a  les  relations 

y»  +  x'*  =  r*,...  (3) 

y+  x""  =  r\...  (4) 

De  plus ,  nous  avons  à  exprimer  que  la  droite  KK.'  passe  par  le 
point  B.  Or ,  l'équation  de  la  droite  menée  par  les  deax  points 

*>y'>  *u>yu> étant  (n° 1 48) de  la  forme  y— y—  ^t-^-*  (*—*')> 

X  — X 

pour  écrire  que  le  point  B  se  trouve  sur  cette  droite,  il  faut 
faire  ^  =  °  et  j;  =  • ,  ce  qui  donne  la  nouvelle  relation 

Telles  sont  les  cinq  équations  entre  lesquelles  on  doit  éliminer 
x',  y,  a",  /. 


N 
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Retranchons  les  équations  (1)  et  (2)  l'une  de  l'autre  ;  il  rient 

y'— y      —  y' 

D'un  antre  côté ,  l'équation  (5)  donne  \j        •  =  «— y  * 

y' y* 

d'où,  égalant  ces  deux  valeurs  de  —, — ^  entre  elles , 

—  a: — ,,       ou       xx'  +  y/  —  *X  =  O 

mais  on  a  déjà  xx'  +^y  =  r*  "> 

il  en  résulte  donc    r,-*cs=o,    et  par  conséquent. 


r* 

ras-, 

et 


Cette  équation,  en  x  seulement ,  représente  une  parallèle  à 

t% 
Y  axe  des  y  menée  à  une  distance  du  centre,  marquée  par  — . 

Tant  que  le  point  B  sera  intérieur  au  cercle ,  la  quantité    — 

et 

sera  plus  grande  que  r,  et  le  lieu  géométrique  LL'  sera  extérieur 
au  cercle.  Le  contraire  aurait  lieu  si  le  point  B  était  extérieur. 

Cette  proposition  peut  être  regardée  comme  la  réciproque  de 
celle  qui  a  été  démontrée  (n°  ao3). 

TV.  2?.  H  est  à  remarquer  que ,  dans  l'élimination ,  nous 
n'avons  fait  aucun  usage  des  équations  (3)  et  (4).  Cela  tient  à  ce 
que  les  équations  (1)  et  (2)  renferment  implicitement  ces  deux 
relations.  {Fcyem  n°  197.) 
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CHAPITRE  IV. 

DES    COURBES    DU    8BCOND    DEGRÉ. 

* 

§  l*r.   Transformation  des  Coordonnées. 

ai 6.  Introduction.  Nous  nous  proposons ,  dans  ce  chapitre  et 
les  deux  suivans,  de  faire  connaître  la  nature  et  les  propriétés 
des  courbes  exprimées  analy tiquement  par  des  équations  du  se- 
cond degré  *  deux  variables  ;  mais,  auparavant ,  il  est  nécessaire 
de  résoudre  une  question  qu'on  doit  regarder  comme  une  des 
plus  importantes  de  la  Géométrie  analytique-,  c'est  celle  de  la 
tranformation  des  coordonnées.  * 

En  jetant  les  jeux  sur  les  4q«atto&8  de  la  ligne  droite  et  du 
cercle ,  considérés  dans  les  diverses  situations  que  ces  lignes 
peuvent  avoir  par  rapport  a  deux  axes,  on  reconnaît  qu'une 
même  ligne  peut  être  représentée  par  une  équation  plus  ou 
moins  simple ,  suivant  que  sa  position  à  l'égard  des  axes  est 
plus  ou  moins  simple ,  e&  Suivant  que  lea  axes  eux  -  mêmes 
sont  rectangulaires  ou  obliques» 

Ainsi  ,  l'équation  la  plus  générale  de  la  ligne  droite  étant 
y  =  ax  +  b ,  celle  d'une  droite  passant  par  Forigine  est 
yj=sax,  a  ayant,  dans  l'une  et  l'autre  équations,  une  acception 
différente,  selon  que  les  axes  sont  rectangulaires  ou  obliques. 

L'équation  d'une  parallèle  a  l'an  des  axes  est  xss,  ou  y  =6; 

De  même ,  l'équation  la  plus  générale  du  cercle  étant.  ...  « 
(x  —  p)%  +  (y  —  q)%  +  2  (a;  —  p)(y — q)  cos  £  =  r%  celle  du 
cercle  rapporté  a  deux  axes  rectangulaires  menés  par  son 
centre ,  est  x*  +  y*=  r*. 

On  conçoit  donc  que,  lorsqu'une  courbe  est  déjà  fixée  de 
position  sur  un  plan  par  le  moyen  d'une  équation ,  si  l'on 
s'aperçoit  que  cette  courbe  est  dans  une  situation  plus  simple 


^ 


' 
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|tar  rapport  a  deux  nouvelles  droites  que  par  rapport  aux  axes 
primitifs ,  il  est  bon,  pour  faciliter  la  recherche  de  ses  pro- 
priétés ,  de  chercher  à  déduire  l'équation  de  la  courbe  rappor- 
tée aux  nouveaux  axes,  de  l'équation  de  la  même  courbe  rap- 
portée aux  premiers.  Tel  est  l'objet  qu'on  se  propose  dans  le 
problème  de  la  transformation  des  coordonnées,  lequel  peut  "j 

s*énoncer  ainsi  :  Étant  donnée  l'équation,  d'une  court*  rap- 
portée à  deux  axes  quelconques*  trouver  V équation  de  la  même  j 
courbe  rapportée  à  deux  nouveaux  axe$. 

217.  Soient  AX,  AT  {fig.  127)  deux  droites  par  rapport  Fig.  1*7. 
auxquelles  une  courbe  MM'M\ ....  est  fixée  de  position ,  an 
moyen  de  l'équation  F(x ,  y)  s=  o ,  et  A'X',  À' Y'  deux  nou- 
veaux axes  dont  la  situation  est  reconnue  plus  simple  k  l'égard 
de  la  courbe.  Nommons  xfy  les  coordonnées ÀP,  MP  d'un  point 
quelconque  M  de  la  courbe  rapportée  aux  premiers  axes.,  et  x\ 
y  les  nouvelles  coordonnées  A'P*,  MP'. 

Si  l'on  parvient  à  exprimer  x,  y  en  fonction  de  x',  y'  et  de 
quantités  connues,  il  ne  s'agira  que  de  substituer  ces  valeurs 
dans  l'équation  ci-dessus, et  Von  obtiendra  l'équation  demandée. 

Four  trouver  ces  valeurs,  soient  menés  A'X"  et  P'H  paral- 
lèles ii  AX,  puis  AT*  et  P'K  parallèles  k  AT,  en  prolongeant 
toutefois  AT"  jusqu'à  sa  rencontre  en  B  avec  AX. 

Faisons  d'ailleurs  AB  =  a,  A'B  =  i,  X'A'X"  =  «  , 
Y'A'X'b*',  et  Y* A'X' as  g;  a,  b  sont  des  quantités  con- 
nues j  puisqu'elles  se  sont  autre  chose  que  les  coordonnées  de 
la  nouvelle  origine,  qu'on  suppose  donnée  de  position  par  rapt- 
port  aux  anciens  axes;  il  en  est  de  même  des  angles  a,  a'  que 
chacun  des  nouveaux  axes  forme  avec  l'ancien  axe  des  x ,  et  de 
l'angle  C,  qui.  est  égal  à  l'angle  YAX  des  anciens  axes. 

Cela  posé,  la  figure  donne  évidemment 

AP    ou    x  =  AB  +  BP  :*=  a  +  A'K  +  PU, 

MP    ou    y  =z  A'B  +  ML=  b  +  P'K   +  MH; 

ainsi ,  tout  se  réduit  à  déterminer  AIL ,  P'K ,  P*H  et  MH. 

Or,  on  a  dans  les  triangles  A' P'K ,  MP/H,  en  vertu  du  prin* 
cipe  de  Trigonométrie ,  n°  91 , 
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i°.  A'K  :  A'P'  ::  sin  A'P'K  :  «in  A'KP' ; 

ou ,  à  cause  de    A'P'K  =  FA'Yf=  C  —  «  ,    et  de ♦ . . 

A'KP'tta  A'LM  =  aoo*  —  MLX*  =  2000  —  C , 


A'K  :^::  sin  (É  — «):sinff;    d'où    A*  =*"*??£ -, 
*•.  FK:A'F::sinFA'K:sinA'KP'  -,  d'oi  FK=^^; 

8111b 

3».  P'H  :MF::8inP,MH:sinFHM; 

ou,  à  cause  de    P'MH  =* Y'A'Y*  =  f  —  *' ,    et  de 

FHM  =  A'LM  =s=:  20o°—  C , 

p'fl  :  y  ::  sin(C-o  :  tin  c;  d'où  ^^"|fe^  » 

4°.MH:  MF::  sinMP'H:sinP'HM:  d'ouMH=-^?^'. 

Donc,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  x,y9on 
obtient 

x*  sin  (C — *)-k/  sin  (£ — et') 


Xi — ,--, 

sin  b 

od  sin  «  +  V  «û  *'   1  t 
^  sin  b 


>••  0) 


Telles  sont  les  formules  les  plus  générales  de  la  transforma- 
tion des  coordonnées ,  dont  il  est  facile  de  déduire  les  formules 
•particulières  correspondantes  à  toutes  les  positions  de  la  nou- 
velle origine  et  aux  différentes  directions  des  nouveaux  axes 
par  rapport  aux  anciens,  en  donnant  a  a,  b  des  valeurs  con- 
venables positives  ou  négatives,  et  aux  angles  *,  «'  toutes  les 
valeurs  depuis  o°  jusq#à  200°. 

Quant  à  l'angle  £,  il  est  toujours  donné  à  priori,  puisque 
c'^st  l'angle  des  anciens  axes. 

Nous  nous  contenterons  d'indiquer  ici  les  cas  principaux. 

ai 8.  Premisr  cas.  Le  plus  simple  de  tous  est  celui  oit  les 
deux  nouveaux  axes  sont  parallèles  aux  anciens;  c'est-à-dire 
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nue  les  axes  conservent  la  même  direction  :  l'origine  seule  est 

différente. 

Dans  ce  cas,  on  a  «t  =  o,  et  *'=£;  ce  qui  donne 
sin (C— tf)=sinC,  sin(£— *')  =  o,  sin«  =  o,  sin«'=sinC; 

ainsi,  les  formules  se  réduisent  kl      ,  ,    i  *    ï (a) 

On  peut  les  yérifier  directement  d'après  la  figure.  En  effet, 
on  reconnaît    que     [fig.   128)     ÀP  =  ÀB  +  A'P#=a  +  x';  Fig.ia*. 
MP  =  À'B  +  MP's  a  +y'. 

219.  Second  cas.  On  propose  de  passer  d'un  système  rectan- 
gulaire à  un  système  oblique. 

Dans  cette  hypothèse,  il  suffit  de  faire  {fig.  129)  C  =  ioo°;  Fig.  139. 

d'où  sinC  =  i,  sin(C-—  «)sscos«,  et  sm(ff — •/)=?CQs«t'j 

et  les  formules  deviennent  f  ,  .      ,  ^ ,  .     ...  *    J—  43) 

l  y=xsin*-t~y  sinm+o.    ) 

230.  Troisième  cas.  Passer  d'un  système  rectangulaire  à  un 
système  aussi  fectangulaire  :  c'est  un  des  cas  les  plus  usités. 

On  a>  dans  ce  cas  (fig.  i3o) ,        €  =  ioo°,  Fig.  i3o. 

*'  ou  Y'À'Xl'=yÀ'X'+X,À,X'ç=:io©«+«; 
d'où  sinfsi,  sin(ff —  «)=?cosa, 

sin  (C—  a')  =  sin  (ioo°  —  ioo°  —  a)  =  —  sin  *, 
sinct's;  sin  (ioo°  +  «)=s  cos  et; 

et  l'on  obtient  pour  formules  correspondantes» 

x  =  x,cosct — ysin#  +  a,    1 

^  =  a/since+ycos-i  +  &.   J"  W) 

N.  É.  Ce  dernier  cas  peut  être  déduit  du  second,  en  y  faisant 
simplement  *'  =  ioo°  -f-  *,  ce  qui  donne  cos  *'  =  —  sin  J,  et 
sin  «=  cos  ce. 

221.  Quatrième  cas.  Passer  d'un  système  oblique  à  un  sys- 
tème rectangulaire. 
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'     Fig.  i3i.  Il  suffit  de  faire  dans  les  formules  générales  (fig.  i3i), 

*'  ou  Y'A'X"=ioo°-|-*;     d'où    sin*'=cos#i, 
sin  (ff  —  «)  =  sin  (ff —  ioo°  —  «) 

=  —  sin[ioo°—  (C—  *)]:=  —  cos(C  —  *)^ 

Ces  formules  deyiennent  «lors 

_  X'  S1  n  (g  ~  «)  —  y  OQ8  (C  —  tt  ) 
X —  — — — — _ — _ . 

tint 

a^sia«-Hy  co8* 
J  = ^-? H** 

SlQb 

Chacun  des  trois  systèmes  précédons  peut  être  obtenu  direc- 
tement au  moyen  de  la  figure;  mais  nous  nous  contenterons  de 
rechercher  celui  qui  correspond  au  dernier  cas. 

Soient  toujours  menées  par  les  points  A'  et  F ,  A'X#  et  FH 
parallèles  à  AX,  puis  AT  et  FK  parallèles  à  AT.  ' 

Il  résulte  de  cette  construction , 

AP  ou  x  =  AB  +  A'K  —  FH> 
MPou  y  =  A'B  +  FK  +  MH. 

On  trouve  d'abord,  comme  dans  le  problème  général , 

"        sin  C  sinC, 

D'un  autre  coté,  le  triangle  MP'H  donne 

i°.  FH  :  MP'  ::  sin  HMF  :  «in  MHF;      . 
ou ,  comme  HMF=Y'  AT*=Y'A'X'— Y"  A'X'=  i  oo°— (C-«)  * 

FH  :  /  ::  cosX*  —  *)  :  "n  6;  d'où  P'H  aa^00,.^r**)  } 

sinC 

a°.  MH  *.  MF  :t  sinMFH  t  sin  MHF; 
mais  MFH= MFA'— HFA'=  ioo»—  X'A'X*  =  ioo"  —  «; 


J 


ainsi    MH  :  v'  ::  cos«  :  sin  C;  d'où  MH  =  y  .C0VC. 

sin  s 
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a/sin(C-.^— yco«(C  — •). 

Donc  enfin ,  ^  .  .  , 

ar  sin  a  +  y  cos  *       , 

sin  C 

Dans  Je  second  et  le  troisième  cas ,  le*  triangles  À'P'R,  MHP\ 
sont  rectangles ,  et  la  détermination  des  lignes  ÀTL,  FR,  FH 
et  MH  n'en  est  que  pins  facile. 

222.  Enfin  ,  si ,  dans  les  formules  générales  et  celles  <[ui  en 
ont  été  déduites,  on  suppose  asso  et  ft  =  o,  on  obtiendra 
de  nouvelles  formules  qui  correspondront  au  cas  où  l'on  veut 
changer  seulement  la  direction  des  axes,  sans  déplacer  f origine. 

..    .      x  =  x'cQS*+y'co$m  ,  j:=?5a/cos«— ^ysin*, 

Ainsi*  f  .       .     /  •     /      et  _•.       ./ 

y=?sx  sract-f-ysina,  y=x  smA+y  cos«> 

sont  les  formules  propres  à  faire  passer  d'un  système  rectan- 
gulaire à  un  autre  système  oblique  ou  rectangulaire  de  même 
origine* 

En  général  .on  distingue  deux  espèces  principales  de  trans- 
formations de  coordonnées  |  le  déplacement  de  F  origine  et  le 
changement  de  direction  d'axes.  Lorsque  la  question  exige  cette 
double  transformation,  il  y  a  souvent  de  l'avantage  à  ne  les 
exécuter  que  successivement;  nous  en  verrons  bientôt  des 
«xemplo. 

223.  Nous  terminerons  cette  théorie  générale  par  l'examen 
de  deux  cas  particuliers  :  i°.  on  peut  demander  de  passer  d'un 
système  oblique  à  un  système  rectangulaire,  l'origine  restant 

la  même,  et  taxe,  des  x  {fig.  i3a)  restant  aussi  le  même.  Fig. i3a. 

Dans  ce  cas.  on  a  a=o>,  fr=o,  *=o,  «'=ioo#;  d'où  Pon 
tire  sin«=o,  sin *=i>  sin (£—«)=  sinC,  sin  (C— *')=— cosC; 

a/  — y'ootC   , 

J  >i 

cosècÇ. 


y      /    i 

y  =  -f^-s  =  y  cose< 
J      sin  C      J 


On  fait  usage  de  celles-ci;  lorsqu'une  courbe  étant  rapportée 
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à  un  système  d'axes  obliques,  on  veut  rendre  le  système  rec- 
tangulaire. 

a°.  On  peut ,  en  conservant  le  même  système  d'axes  *  exiger 
que  Vaxe  des  y'  se  confonde  avec  celui  des  x ,  et  réciproquement. 
Fîg.  i33.  Dans  ce  cas ,  on  doit  avoir  «'  =  o  et  «  s=  ff  (fig.  i33  )  \.  d'où 
sin  a  =  sin  £ ,  sin  *'  =  o,  sin(C—  *)x=o,  sin(C— »  *')=sin£ 
On  a,  en  outre,  a  ss  o,  b  =  o  ;  ainsi ,  les  formules  (i)  se  ré- 
duisent à  x  =  y'  ety  —  x'-y  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  j  car 
on  ne  fait  ici  que  changer  les  dénominations  des  axes. 

On  tire  deèlà  cette  conséquence  :  Lorsque  les  équations  de 
deux  courbes  sont  telles  que  la  seconde  est  composée  en  y  et  x  > 
comme  la  première  Test  en  x  et  y,  on  peut  affirmer  que  les  deux 
'  courbes  sont  identiques  *  puisqu'on  passe  de  l'une  à  l'autre  équa- 
tion ,  en  changeant  x.  en  yi  et ,  réciproquement ,  y  en  x.  Il  n'y  a 
réellement ,  dans  ce  cas  »  que  ta  position  de  la  courbe  par  rap- 
port aux  axes  qui  soit  renversée.. 

2^4*  Première  remarque.  Gomme,  pour  une  même  ques- 
tion, on  a  .souvent  besoin  d'effectuer  plusieurs  transfor- 
mations de  coordonnées,  nous  conviendrons  de  supprimer 
lés  accen9  dans  les  seconds  membres,  des  formules  relatives  à 
ces  diverses  transformations,  c'est-à-dire  que  nous  désignerons 
toujours  par  x  et  y  les  anciennes  et  les  nouvelles  coordonnées, 
quoique  leurs  valeurs  et  leurs  positions  soient  différentes;  mais 
l'emploi  successif  des  formules  suffira  pour  indiquer  que  la 
courbe,  étant  rapportée  à  un  premier  système,  se  trouve  ensuite 
rapportée  à  un  second ,  à  un  troisième , . . . .  système. 

Ainsi ,  pour  passer  d'un  système  oblique  ou  rectangulaire  à 
un  système  de  coordonnées  parallèles ,  nous  ferons  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe,  x^=  *  +  a,  et  y  ==y  +  h  y  tes  x  et  y  du 
second  membre  désignant  les  coordonnées  rapportées  aux  nou- 
veaux axes ,  dont  l'origine  a  d'ailleurs  a  et  b  pour  ses  coordon-» 
nées  rapportées  aux  anciens  axes. 

De  même ,  pour  passer  d'un  système  rectangulaire  à  un  sys.- 
tènic  oblique  de  même  origine,  nous  ferons  usage  des  formules 

x  m  x  cos  *  *\-x  cos  #'  >  et  y  =r  x  sin  *  -4: y  sln  *'. 
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Cette  convention  a  pour  bat  de  simplifie*  les  calculs  en  évi- 
tant la  multiplicité  des  aocens. 

'  2a5.  Seconde  remarque.  Les  quantités  a,  b,  «,  *r  qui  entrent 
dans  les  formules ,  sont  des  constantes  dont  les  valeurs  fixent 
la  position  de  la  nouvelle  origine  et  les  directions  des  nouveaux 
axes  par  rapport  aux  anciens  dont  l'angle  est  exprimé  par  C. 
Ces  quatre  quantités  doivent  être  regardées  comme  connues 
et  données*  à  priori  j  toutes  les  fois  qu'on  veut  rapporter  la 
courbe  à  de  nouvelles  lignes,  dont  on  a  reconnu  que  la  position 
par  rapport  k  cette  courbe  est  plus  simple  que  celle  des  an- 
ciens axes. 

Mais  il  arrive  souvent  qu'on  exécute  une  transformation 
de  coordonnées,  avec  le  dessein  d'introduire  un  changement 
déterminé  dans  l'équation  de  la  courbe;  par  exemple,  pour 
faire  disparaître  certains  termes.  Dans  ce  cas,  a,  b,  «,  m  sont 
des  constantes*  indéterminées  pour  le  moment,  que  l'on  tâche 
ensuite  de  calculer  de  manière  qu'il  en  résulte  les  simplifica- 
tions exigées.  Quant  à  l'angle  C,  on  ne  peut  en  disposer,  puisque 
c'est  l'angle  des  deux  axes  primitifs,  lequel  est  toujours  donné 
à  priori» 

Le  nombre  des  termer  a  faire  disparaître  de  l'équation ,  in- 
dique le  nombre  des  indéterminées  à  introduire  dans  le  calcul, 
et,  par  conséquent,  le  système  de  formules  dont  il  faut  faire 
usage. 

Tout  ceci  s'éclaircira  par  les  applications  nombreuses  que 
nous  aurons  occasion  d'effectuer  par  la  suite. 

§   II.    Notions  préliminaires  sur   les    Courbes   du 

second  degré. 

Afin  de  présenter  la  théorie  des  courbes  du  second  degré 
d'une  manière  simple  et  tout -à- fait  élémentaire,  nous  com- 
mencerons par  rechercher  les  équations  de  trois  courbes 
dont  chacune  jouit  d'une  propriété  qui  lui  est  particulière. 
Nous  ferons  voir  ensuite  que  ces  courbes  sont  les  seules  que 
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-  paisse  représente?  une  équation  quelconque  du  second  degré  à 
deux  variables.  Enfin ,  nous  démontrerons  que  ces  mêmes* 
courbes  sont  celles  qu'on  obtient  en  coupant  par  un  plan  le 
cône  droit  ou  oblique,  tel  qu'on  le  considère  en  Géométrie;  oe 
qui  leur  a  fait  donner  aussi  le  nom  de  actions  coniques. 

De  tEUipseK 

226.  On  demanda  l'équation  d'une  courbe  telle,  que  si  Von* 
Fig.i34.yomf  chacun  de  ses  points  M  (fig.  i34)  à  deux  points  fixes 
F  et  V j  la  somme  des  distances  FM  +  FM  soit  égale  à  une. 
ligne  donnée  si  A. 

Cette  courbe  est  ce  qu'on  nomme  une  ellipse*  Les  points  FK 
F  en  sont  dits  lesjbyers,  et  l'on  appelle  rayons  vecteurs  les  dis- 
tances FM,  F/M.  Nous  verrons  plus  loin  la  raison  de  ces  démn 
mination8. 

Pour  construire  cette  courbe  d'après  sa  définition ,  prenons, 
le  milieu  Ode  la  distance  FF.,  et,  à  partir  de  ce  point,  portons, 
la  moitié  de  aA^  de  O  en  B,  et  de  O  en  A  j  les  points  A  et 
B  appartiendront  d'abord  à  la  courbe.  En  effet,  il  résulte  de. 

■ 

cette  construction , 

OB  —  OF,  ou  FB  =  OA—  OF,  *«  FA, 
c'est-à-dire    FB = F  A  ;    donc , 

i°.    FB  +  FB  =  FA  +  FB  =  aA, 
a0.    FA  +  FA  s  FB    +  FA  =  aA. 

De  même,  si  des  points  F,  F,  commme  centres,  avec  un 
rayon  égal  à  A,  l'on  décrit  deux  circonférences  qui  se  coi*-- 
pent  aux  points  C,  D ,  ces  points  appartiendront  encore  à  la 
courbe  ;  car  on  aura  évidemment 

FC  +  F/C  =  aA    et    FD  +  FD  =  *À. 

I  ' 

Ces  points  se  trouvent  d'ailleurs  sur  1?  perpendiculaire  élevée 
"du  point  O. 

Pour  obtenir  des  points  intermédiaires,  marquez  sur  AB  et 
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entré  les  pointe  F*  F**  un  point  quelconque  L;  puis  de*  pointe 
F'  et  F  comme  centres,  et  avec  de*  rayons  respectivement  égaux  ' 
à  ALj  LB,  décrives}  deux  circonférences  qui  se  eoupent  en 
M ,  m  ;  vous  aurez  deux  nouveaux  points  de  la  courbe..  En 
effet  >  la  construction  donne 

i°.  FTM+FM=AL+LB=aA,     a0.  F'm-f  Fm=aA. 

Ces  points  sont  symétriquement  placés  par  rapport  a  AB. 

Réciproquement  y  si  des  points  F,  F*  comme  centres,  et  avec 
les  mêmes  rayons  AL,  LBA  voua  décrire*  deux  circonférences* 
vous  obtiendrez  deux  nouveaux  points  M',  m',  qui  seront,  avec 
les  points  M,  m ,  dans  une  position  symétrique  par  rapport  à 
la  ligne  CD,  Gela  est  évident. 

Après  avoir  ainsi  déterminé  une  série  de  points  suffisam- 
ment rapprochés  les  uns  des  autres,  on  pourra  les  joindre 
par  une  ligne  continue  ACBDA,  qui  sera  la  courbe  de- 
mandée. 

N,  B.  Pour  que  la  construction  précédente  puisse  s'effec- 
tuer, il  faut  que  la  distance  des  centres  FF'  soit  moindre  que 
la  somme  des  rayons  ou  a  A ,  et  en  même  temps  plus  grande 
que  leur  différence.  Or,  je  dis  que  cette  dernière  condition 
exige  que  le  point  L  soit  entre  O  et  F.  En  effet ,  prenons ,  par. 
exemple,  un  point  L'  qui  soit  placé  entre  F  et  B  ;  on  aurait 

AL'>AF    et    L'B<FB; 

d'où  l'on  déduirait 

AL'—  L'B>AF— FB>  AF  —  FA,  ou  >FF'; 

donc  la  distance  FF*  serait  moindre  que  la  différence  des  rayons 
AL',  L'B;  et  les  deux  circonférences  décrites  seraient  inté- 
rieures l'une  à  l'autre,  sans  se  couper. 

3^7.  On  peut  encore  construire  l'ellipse  d'un  mouvement 
continu,  ainsi  qu'il  suit  : 

Fixe*  aux  points  F  et  Ff,  par  le  moyen  de  deux  épingles* 
un  fil  dont  la  longueur  soit  égale  à  a  A.  Faites  ensuite  glisser  un 
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style  ou  un  crayon  qui  tienne  ce  fil  toujours  tendu;  et  la 
courbe  ne  troupe  tracée  quand  l'instrument  mobile  a  fait  deux 
demi- révolutions j  Vune  au-dessus  de  FF".,  et  Vautre  au- 
dessous.  \ 

Enfin,  si  l'ellipse  doit  être  tracée  sur  le  terrain,  on  se  sert 
d'un  cordeau  d'une  longueur  égale  k  2À  et*  de  trois  piqueta , 
dont  deux  fixent  les  extrémités  du  cordeau  aux  points  F, 
F 9  et  lé  troisième  sert  k  tracer  la  courbe ,  en  tenant  le  cor* 
deau  toujours  tendu. 

228.  L'ellipse  étant  ainsi  déterminée  de  forme  et  de  posi- 
tion,  recherchons  son  équation, c'est-à-dire  (n°  171)  une  rela- 
tion entre  les  coordonnées  de  chacun  de  ses  points  rapportés  à 
deux  axes  fixes. 

Comme,  d'après  la  construction  précédente,  la  courbe  se 
compose  de  points  symétriquement  placés  par  rapport  aux 
lignes  AB,  CD,  il  convient  de  prendre  celles-ci  pour  axes. 

Soient  OP  =  x,  MPs^y,  FM  =  «,  FM=^a',  FF'=2c, 
d'où  OF  =  OF=c. 

On  a  d'abord ,  pour  les  équations  des  deux  circonférences 
qui  ont  leurs  centres  en  P,  F,  et  dont  la  rencontre  déter- 
mine le  point  M , 

f  +  (x  -  cy  =  z% (1) 

y  +  (*  +  cy  =s  z* (2) 

En  outre,  la  définition  même  de  la  courbe  donne  l'équation 
de  condition 

z  +  z   =5  2À; (3) 

et  si,  entre  ces  trois  équations,  on  élimine  z  et  z',  l'équation 
résultante  en  x,y  sera  (n°  214)  l'équation  cherchée. 

Pour  j  parvenir  facilement,  ajoutons  entre  elles  et  retran- 
chons l'une  de  l'autre  les  équations  (1)  et  (2)*  il  vient 

2y*  +  2Xi4-2ct=a'a  +  a%....  (4) 

4cr  =  a'*—-  **  ;. . , .  (5)       .-  -.j 
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mais  celle-ci  retient  k 

(*'•+•  z)  (tf  —  z)  sas  4CJ?  >     OU     2  A  (*f —  *)  =  fax  ; 

d'où  Pon  tire  *'—  s  =  -y-  » 

Or,  on  a  déjà  *'-f"  a  =  aÀ  j 

.donc  *'seA-f-  —     et    *  =  A  — -r-- 

A  A 

Substituant  ces  valeurs  dan»  l'équation  (4)  >  on  trouve 

eu ,  chassant  le  dénominateur  et  ordonnant, 

A  y  +  (A*  —  c*)  x»  =  A*  (A§  —  c*). 

Suivant  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  doit  avoir  FF'  ou 
•ac  <  2A  ;  donc  A*  —  c*  est  essentiellement  positif,  et 
34  l'on  pose 

A*— c*  =  B*, 

l'équation  prend  enfin  la  forme 

A^-f-BV-sAW....  (6) 

Telle  est  l'équation  la  plus  simple  de  l'ellipse* 

229.  En  la  résolvant  par  rapport  à  y ,  puis  par  rapport 
4  a?  •  ce  qui  donne 

ton  reconnaît,  en  premier  lieu,,  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  aux  axes  OX,  OY,  puisque  chacun  d'eux  divise  en 
deux  parties  égales  toutes  les  cordes  telles  que  Mm ,  MM'  me- 
nées parallèlement  i  l'autre* 

Secondement*  comme  pour  y  =  o  on  trouve  x  =s  ±  A, 
et...  ..*•.*.. pour  x  =  o y  =sl  ±l  B, 
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il  s'ensuit  que  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  aux  points  A. 
et  B,  l'axe  des  y  aux  points  C,  D,  pour  lesquels  on  a  OC 

ou  OD=:B=  l/ A*—  C 

En  effet,  le  triangle  isoscèle  FCF'  donne  à  cause  de 

FC  =  FC  =  A, 


r 


OC  =  y/cF  —  OF* = V/CF'  —  OF'*=  V  Am  —  c». 

Troisièmement j  l'hypothèse  x  =  A  ou  x  =  —  A, réduisant 
la  double  valeur  de  y  à  une  seule,  ^ssdbo,  on  peut 
conclure  (n°  194)  que  la  courbe  est  tangente  en  A  et  B  aux 
deux  droites  RS,  VS  menées  parallèlement  à  l'axe  des  y* 

De  même,  y  =  B  ou  y=— B  donnant  x=±o, 
la  courbe  est  tangente  en  G  et  D  aux  deux  parallèles  RR', 
SS'  à  l'axe  des  x. 

Ilest  visible  d'ailleurs  que ,  dès  qu'on  suppose  x  >A  ou  jC>B, 
la  valeur  de  y  ou  de  x  ,  correspondante,  est  imaginaire.  Donc 
la  courbe  est  tangente  aux  quatre  côtés  du  rectangle  RSSU'  et 
est  entièrement  comprise  dans  ce  rectangle. 

Soit  encore  proposé  d'évaluer  la  distance  du  point  O  à  un 
point  quelconque  (x ,  y)  de  la  courbé. 

On  a  pour  expression  de  œtte  distance,    D  =  |/jd'  +y*  ; 

B^ 
ou ,  mettant  pour  y%  sa  valeur    -^  (A* —  x9) , 

ML 


d  =  v/b 


A*  —  B* 


En  faisant  x  =  of  on  trouve  d'abord  DsB  ou  OG. 

A  mesure  que  x  augmente,  la  quantité  D  augmente,  et  elle 
acquiert  son  maximum ,  lorsqu'on  donne  à  j;  la  plus  grande 
valeur  possible,  qui  est  4;  =3 A;  d'où  l'on  tire 


D=V/ 


A* R* 

B'+  "   .  A»=A,  ouOB. 


Ainsi  lapins  petite  distance  du  point  O  à  la  courbe,,  est  OC, 
et  la  plus  grande*  OB;  en  d'autres  termes,  CD  est  la  plus 
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petite  corde  qtfon  poisse  mener  par  le  point  O ,  et  AB  la 
plus  grande* 

Ces  diverses  circonstances  suffisent  pour  donner  aux  comment 
çans  une  idée  assez  exacte  de  la  forme  de  l'ellipse. 

a3o.  Les  deux  lignes  aA,  aB  ou  AB,  CD  ont  reçu  le  nom 
d'axes  principaux,'  et  l'équation  (6)  est  dite  V  équation,  de  l'el- 
lipse rapportée  à  sets  axée. 

On  les  appelle  encore  premier  et  second  axes»  ou  bien,  grand 
axe  et  petit  axe'.  La  dénomination  de  grand  axe  vient  probable- 
ment de  ce  qu'en  effet,  AB  est  la  plus  grande  corde  qui  puisse 
être  menée  dans  l'intérieur  de  l'ellipse. 

Car ,  soit  IS.  une  corde  quelconque;  si  l'on  joint  le  point  O  aux 
points  I  et  K. ,  le  triangle  OIK  donne  IK  <  OI  +  OK;  mai*  on 
a  tu  plus  haut  que  OK  est  <OB  et  CH<OA  ;  donc,  à  plus 
forte  raison,  l'on  a  IK  <  OB  +  OA  <  AB. 

Les  points  A ,  B  sont  dits  les  sommets  du  premier  axe,  et 
les  points  C,  D,  les  sommets  du  second  axe. 

Enfin,  le  point  O  pris  actuellement  pour  origine  des  coor- 
données, est  appelé  le  centre  de  la  courbe,  parce  qu'il  jouit  de 
oette  propriété  que  toutes  les  cordes,  telles  que  Mm.',  qui  passent 
par  ce  point,  y  sont  divisées  en  deux  parties  égales. 

Pour  le  démontrer,  combinons  l'équation  Ay+  B*x* = A*B% 

avec  celle-ci  : .....; yz=x.a& 

qui  représente  une  droite  quelconque  passant  par  l'origine. 

En  mettant  pour  y  te  valeur  ax  dans  la  première,  on  trouve 

-fc  AB 
(AV+B*)**  =  A»B*;    d'où    a?  = 


t/ÀV+B* 

±:ABa 
et  par  conséquent,  y&z       ■         ,,.,=  . 

•  -  r 

Ces  valeurs  de  x  et  de  y  qui  expriment  les  coordonnées 
M,  m  des  points  d'intersection  de  la  droite  avec  la  courbe, 
sont  égales  et  de  signes  contraires  ;  donc,  les  distances  OP,  OP' 
et  MP,  m'V  sont  égales;  et  les  deux  triangles  OPM,  OP/m/ 
étant  égaux,  donnent  OM  sOm', 

4    * 
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a3 1.  Supposons  que  dans  la  recherche  d'un  lieu  géométrique 
rapporté  à  des  axes  rectangulaires ,  on  soit  parvenu  à  l'équa- 
tion 

My*+Nx»  =  P, 

M,  N,  P  étant  des  quantités  essentiellement  positives. 

dans  cette  équation ,  y  =  oetx=o; 


et  pour 


Cela  posé,  soient  \/\  =  A,  \/\-^\  à'oii  Na=  J, 

P 

M  =  sj  ;  l'équation  ci-dessus  devient ,  par  la  substitution , 

D'où  l'on  voit  que  l'équation  proposée  est  celle  d'une  ellipse 

dont  les  axes  principaux  sont  aw  «•    et    3l/îr  >*  ou,    en 

d'autres  termes,  sont  le  double  de  la  valeur  x  correspondante  k 
y  sas  o,  et  le  double  de  la  valeur  de  y  correspondante  k  x  =  o. 

Connaissant  les  deu*  axes  aA,  2B    ou    al/ -,    *  v  m  ' 

pour  obtenir  les  foyers ,  on  a  recours  k  la  relation  Ba  =  À*—  c*, 
qui  donne  c  =  rfc  l/A*"— B*. 
Fie*  i35.  Soient  pris  sur  deux  lignes  indé6nies  k  angle  droit  (Jig.  i35) , 
OB=OA  =  A,  et,  OC  =  OD  =  B.  Puis  du  point  C 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  k  A ,  décrivons  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  AB  en  deux  points  F,  F;  ce  seront  lesdenx 
foyers,  car 

of = Vcf*—  OC  =  Va» — B». 

Comme  !  par  rapporta  l'équation   tày %  -f-  Nx*  =:  P ,    on   a 


t . 
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P  F 

A*  =  ^r    et    Ba  =  .rj,     il  s'ensuit  que 

N  M  ^ 


_t/p    p_t/p(M-m 

""VU       M  ~  V        MN 


Puisque,  dans  toute  ellipse,  on  doit  avoir      2A  >  aB , 

P       P 

il  faut  supposer  ■==  >  rr ,  d'où  M  >  N. 

S'il  en  était  autrement,  c'est-à-dire  si  Pon  avait  M<N, 
on  changerait  (n°  223)  y  en  x  et  xen  y*  Par  là ,  l'équatiou  de- 
viendrait Ny*  -f-Mx*=P,  et  représenterait  encore  une  el- 

/P 
lipse  ayant  pour  premier  axe,      a  v  M  '  et  P00*  secon<*  âxe> 


vl- 


JV.  -5.  Avant  la  transformation  des  coordonnées  ,  la  courbe 
est  dans  la  position  indiquée  par  \*  figure  i36;  mais  après, 
elle    prend   la  position  qu'on    lui    suppose    ordinairement 

232.  Soit,  comme  cas  particulier,  M  =  N;  l'équation  se 

P 

réduit  alors  à  y*  +  «•  =  jrr , 

/p 
c'est-à-dire  à  l'équation  d'un  cercle  ayant  1/  r;  pour  rayon; 

la  quantité  f ,  ou  l/ rv-= — - ,  devient  nulle  ;  ainsi  les  deux 

foyers  se  réunissent  au  centre. 

Le  cercle  peut  donc  être  regardé  comme  une  'ellipse  dont  les 
deux  axes  2A,  2B  sont  égaux,  ou  bien,  dont  les  deux  foyers 
viennent  à  se  confondre» 

233.  Comme  nous  aurons  souvent  besoin  de  ramener  une 

« 

équation  telle  que  M^+Nx'ssP,  à  la  forme  Aayft +B*x»=A  Ba, 
nous  indiquerons  un  procédé  simple  et  facile  pour  y  parvenir. 

18 
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Soient  multipliés  les  deux  membres  de  la  première  équation 

par  un  facteur  indéterminé  A  ;  il  vient  MAy*  -|-  NAx*  =  PA. 

Mais ,  par  hypothèse ,  on  doit  avoir  PA  ==  MA  X  NA = MN .  A"; 

P  ' 

d'où  l'on  déduit  A  =rr=i.  Donc  il  suffit  de  multiplier  les  deux 

MN  r 

membres  de  la  proposée  par  le  quotient  du  second  membre  divisé 
par  le  produit  des  coefficiens  de  y*  et  de  x\ 
H  vient,  en  effet,  par  cette  multiplication , 

P  P        _    P* 

ÏÏ^  +  K^~  MN; 

ce  qui  donne  A- =  |,     *  =  £>     C=A*-B'=  SJj®. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  5j^  -f-  3x*  =  6. 

6  a 

On  trouve ,  en  multipliant  par  ~      -     ou    y , 

.  ,  6    .      ii 
^  +  5^  =  7* 

donc    A  =  l/*>     B  =  gV'30*     c  =  F V& 

Soit  encore  l'équation  3y*  -f-  4a?*  =  5. 

5  5 

Multipliant  par  3       ;    ou    — ,  on  obtient 

4^+3^  =  72Î 
ou,  changeant  y  en  a?f  et  réciproquement, 

5  5  a5 

donc  A=s^|/i5,    B  =  -t/5,     c=sij/i5. 
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De  l'Hyperbole. 

a34*  ®n  démandé  F  équation  d'une  courbé  telle,  que  $i  fou 
joint  chacun  dé  tes  pointe  M  {fig*  i3y)  à  deux  pointe  fixée  Fîg.i37« 
F,  F,  la  différence  dee  distances,  FM  —  FM.  soit  égale  à 
une  ligne  donnée  2  A. 

Gette  courbe  est  ce  qu'on  appelle  une  hyperbole;  les  points 
F,  F'  en  sont  les  foyers*  et  l'on  nomme  rayons  vecteurs,  les 
lignes  FM,  F"M. 

Commençons  par  indiquer  un  moyen  de  construire  oette 
oourbe. 

Prenez  à  partir  du  point  O,  milieu  de  FF'.,  deux  distances 
OX  ,  OB  égales  à  A  ;  les  deux  points  A  et  B  appartiennent  à  la 
courbe.  En  effet,  il  résulte  de  cette  construction , 

BF  =  AF,    d'où    AF—  AF=AF  —  BF=aA, 
et  BF  — BF  =  BF  — AF  =  aA. 

jV.  B*  Les  points  A,  B  sont  nécessairement  situés  entre  F 
et  F'j  car  autrement ,  ce  serait  la  sommedes  distances  de  chacun 
de  ces  points  aux  points  F  et  F',  et  non  leur  différence,  qui 
serait  égale  à  2A.  Ceci  prouve  que  2A  doit  être  donné  moindre 
que  FF 

Pour  obtenir  d'autres  points  de  la  courbe,  marquez  sur  la 
ligne  OF  et  à  droite  du  point  F,  un  peint  quelconque  L; 
puis,  des  points  F'.,  F  comme  centrée  *  avec  les  rayons  AL,  BL, 
décrivez  successivement  deux  circonférences  qui  se  coupent 
en  M,  m;  tous  obtiendrez  ainsi  deux  points  de  la  courbe; 
car  en  joignant  le  point  M,  par  exemple,  aux  points  F,  F, 
tous  ayez 

F VL  -~  MF  s=  AL  —  BL  =  2A. 

Réciproquement,  des  points  F,  F  comme  centres  et  avec  les 
mêmes  rayons,  décrive*  deux  circonférences;  tous  aurez  deux 
nouyeaux  points  M',  m'  qui  seront,  avec  les  points  M,  m) 
symétriquement  placés  par  rapport  à  la  perpendiculaire  OC. 

18,. 
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Cette  construction  exige  que  le  point  L  soit  situé  à  la  droite 
du  point  F;  car  s'il  était  en  L' ,  comme  on  aurait  BL'  <  BF, 
il  s'ensuivrait  AL'  +  BL'  ou  AB  +  2BL'  <  AB  +  2BF,  ou 
<^  FF'.  Ainsi ,  les  deux  circonférences  seraient  telles,  que  la  dis- 
tance des  centres  FF  serait  plus  grande  que  la  somme  des 
rayons  ;  donc  elles  seraient  tout-à-fait  extérieures  l'une  à  l'autre 
et  ne  se  couperaient  pas. 

Mais  le  point  L.  peut  être  pris  vers  la  droite  du  point  F,  à 
une  distance  aussi  grande  qu'on  teut.  D'où  Fon  voit  que  la 
courbe  se  compose  de  deux  branches  égales  et  opposées  j  mBM, 
tri  KM!  j  qui  s'étendent  indéfiniment  à  droite  du  point  h  et  à 
gauche  du  point  A.,  tant  au-dessus  qu'au-dessous  de  la  ligne  AB. 

Il  existe  bien  un  procédé  pour  tracer  F  hyperbole  d'un  mou- 
vement continu;  mais  nous  le  passerons  sous  silence,  parce 
que  la  pratique  en  est  peu  commode,  et  que  d'ailleurs  on  ne 
peut  tracer  la.  courbe  que  par  parties. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  recherche  de  son 
équation.  * 

235.  L'hyperbole  étant,  ainsi  que  l'ellipse ,  symétrique  par 
rapport  à  AB  et  OC,  nous  prendra»  ces,  deux  lignes  pour  les 
axes  des  coordonnées* 

Soient  donc 

OP  =  a?,    MPî=v,    OF=:OF'  =  c,    FM  =  *,    FM=*\ 
On  a  d'abord ,  comme  "pour  ^ellipse,  les  <deux  équations 
y  +'  (*  _,«)»  =  «■,....     (0 

y+  (*+o»=*'% ...  (2) 

auxquelles  on  doit  ajouter,    d'après  l'énoncé,  l'équation  de 

condition  *'—»»«  =  2A....     (3) 

Four  éliminer  s  et  s',  ajoutons  et  retranchons  (1)  61.(2);  il 
vient 

2J*  +  2*»  +  2C*  =  J%  +  **,.. .     (4) 

fax  =  *'•—  **;.-•     (5) 
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maïs  celle-ci  donne  (z'  —  s)  (*'  +  *)  ou  a  A  (*'  +  *)  =»  4*** 


d'où  l'on  déduit             /  +  *=x5 

or,  on  a  déjà                 »'  —  «  =  aA j 

* 

donc               *'=--+ A    et    a  =  — —  A. 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4)  *  on  obtient 

ou,  chassant  le  dénominateur  et  transposant, 

Ay  -f-  (A»  —  c»)x»  =  Aâ(A«  —  c'). 

Mais,  comme  il  a  été  reconnu  précédemment  que  la  dis- 
tance FF',  ou  2c,  doit  toujours  être  plus  grande  que  aA,  i! 
s'ensuit  que  A*  —  c9  est  essentiellement  négatif*  Donc  en  posaut 

c*  —  A»  =  B», 

on  trouve  enfin  pour  Féquation  de  l'hyperbole, 
Xy  —  BV  =  —  AÉB\ .  •     (6) 

Cette  équation  ne  diffère  de  celle  de  l'ellipse  qu'en  ce  que 
B*  est  remplacé  par  —  B*.  Aussi  lès  deux  courbes, quoique  étant 
de  forme  très  différente,  puisque  l'une  est  limitée  en  tout  sens 
et  l'autre  est  illimitée,  jouissent-elles  de  propriétés  analogues. 

Soit  faitjr  =  o  dans  l'équation;  il  en  résulte a?  =  ±  A;  ce 
qui  prouve  que  la  courbe  passe  par  les  points  A  et  B,  circons* 
tance  que  nous  avons  déjà  reconnue- 

Soit  encore     x  =  o,      on   trouve     y*  r=  —  Bft,      d'où 

^=±B    V^  —  i  ;  ce  qui  fait  voir  que  la  courbe  ne  ren- 
contra pas  l'axe  des  y. 

Cependant  on  peut  convenir  de  marquer  sur  cet  axe  deux 
points  C  et  D  dont  la  distance  au  point  O  soit  exprimée  par 

ou   f/   c»  —   A». 
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Pour  fixer  la  position  de  ces  points.,  il  suffit  de  décrire  du 
point  B  comme  centre  et  d'un  rayon  égal  à  c  ou  OF,  un  arc 
de  cercle  qui  coupe  OY  aux  deux  points  demandés;  car  on  a 


OC  =  X/OF*—  OB  =  l/c*—  A*. 
Gomme  en  faisant  a?  =  +  A,  ou  *  =  — ?  À ,  dans  l'équation 

B  y 

résolue    par   rapport  à y9 . . .   y  =  dç  -r     y  **  —  A*,    on 

trouve  y  =  ±:  o ,  et  qu'en  donnant  à  «  des  valeurs  posi- 
tives ou  négatives ,  numériquement  plus  pâtîtes  que  A,  on 
obtient  des  valeurs  imaginaires  pour  y,  on  peut  conclure* 
i°.  que  la  courbe  est  tangente  en  A  et  B  aux  deux  paral- 
lèles li'Sf  >  RS  à  l'axe  iesy\  2°.  qu'elle  s'étend  indéfiniment  a 
la  gauche  du  point  A  et  à  la  droite  du  point  B. 

On  voit  enfin  que  la  courbe  est  composée  de  deux  branches 
égales  et  opposée*,  dont  chacune  est  divisée  en  deux  parties 
égaler  par  la  ligne  AB;  en  sorte  que  si  l'on  pliait  la  figure ,  soit 
suivant  la  ligne  CD,  soit  suivant  la  ligne  AB ,  les  quatre  parties, 
de  la  courbe  se  couvriraient  parfaitement  deux  à  deux. 

Presque  toutes  ces  circonstances  avaient  été  reconnues  par 
la  Géométrie. 

236.  Les  quantités  2A ,  2B  sont,  comme  dans  l'ellipse,  appe- 
lées les  axes  principaux  de  l'hyperbole,  ou  l'un,  le  premier  axe  * 
et  l'autre  le  second  axe.  Mais  comme  il  peut  y  avoir  une  relation 
de  grandeur  quelconque  entre  A  et  B ,  les  dénominations  de 
>  grand  axe  et  de  petit  axe  seraient  impropres. 

On  désigne  encore  le  premier  axe  sous  le  nom  A* axe  trans- 
verse et  le  second  sous  celui  d'axe  non  transverse  ^  parce  que 
l'un  rencontre  et  l'autre  ne  rencontre  pas  la  courbe. 

On  peut  avoir  A  =  B ,  auquel  cas  l'équation  se  réduit  à 

y  —  *'  =  —  a*. 

Dans  ce  cas,  on  dit  que  l'hyperbole  est  équilatèrej  comme 
ayant  ses  deux  axes  égaux.  L'hyperbole  êquilatère  est  à  l'hy- 
perbole quelconque  ce  que  le  cercle  est  à  l'ellipse. 
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Enfin,  les  pointe  A  et  B  «ont  dits  les  deux  somme*  de  b 
courbe. 

237.  Démontrons  comme  dans  l'ellipse,  que  le  point  O  est 
le  centre  de  la  courbe,  c'est-à-dire  que  toutes  Us  droites  pas- 
sant par  le  point  O  et  terminées  à  la  courbe  ,  sont  divisées  en 
deux  parties  égales  par  ce  point. 

Soit  m'M  une  ligne  quelconque  menée  par  le  point  O  ;  si  l'on 
combine  entre  elles  les  deux  équations 

Ay  —  B*x*=  —  À*B\ 

on  trouve,  en  mettant  pour  y  sa  valeur  ax  dans  la  première, 

dhAB 
(AV-.Bys-A'B1;  d'où  l'on  déduit  *  =  -~^===i 

±ABg 
et  par  conséquent,  y  —  TTfy^  A%a* 

11  résulte  de  là  que  OP  =  OF  et  MP  =  m'Y  \  ainsi ,  les  deux 
triangles  OPM,  OVm'  sont  égaux,  et  l'on  a  OM=Om'. 

a38.  Ea  jetant  les  yeux  sur  ces  valeurs  de  x  et  dej*,  on  voit 
qu'elles  ne  sont  réelles,  c'est-à-dire  qu'une  droite  menée  par 
le  centre  ne  rencontre  la  courbe ,  qu'autant  que  l'on  a 

B* 
B»—  A'o^o,     ou    «*<£;• 

_^B  , 
$oît  B*  —  AV  =  o,  4?o&  l'on-,  tire  a  =  ±:  -r\  les  va- 
leurs de  x  et  de  y  deviennent  infinies;  ce  qui  prouve  que  les 
deux  droites  correspondantes,  qui  sont  placées  Tune  au-dessus, 
l'autre  au-dessous  de  l'axe  des  x,  ne  rencontrent  l'hyperbole 
qu'à  une  distance  infinie. 

B  B 

Construisons  ces  deux  droites,  Jr  =  +^^».y=3— -j^t 

qui  méritent  une  attention  particulière. 

Pour  cela,  soit  achevé  sur  les  deux   lignes   AB  =?;  aÀ, 


286  VOTIONS   SUR  l'hTPERBOM. 

CD=aB,  le  rectangle  R'itSS';  on  a  évidemment  BR=BS=B; 
d'où  tangBOR  =  |J=5.,  tang  BOS  =  —  ?. 

Donc  les  droites  OR ,  OS  menées  par  le  point  O  et  par  les 
points  R,  S,  sont  les  deux  droites  demandées. 

Nous  Terrons  parla  suite  quel  rôle  elles  jouent  dans  la  théo- 
rie de  l'hyperbole.  Pour  le  moment,  nous  les  regardons  simple- 
ment comme  les  limites  de  séparation  des  droites  qui,  passant 
par  le  centre,,  rencontrent  la  courbe ^  oVavec  celles  qui  ne  la  ren- 
contrent pas. 

En  effet ,  soit  un  diamètre  m'M ,  pour  lequel  on  a 

B 
angle  MOX  <  angle  ROX,  d'où  a  <  —  -,  les  yaleurs  de  x  et  de 

y  obtenues  précédemment  sont  réelles;  mais  pour  un  diamètre 
tel  que  &'K,  comme  l'angle  K.OX  est  plus  grand  que  l'angle 

ROX,  il  en  résulte  a  >-r- ,  et  les  valeurs  de  x,  y  sont  ima- 

ginaires. 

Lorsqu'on  suppose  l'hyperbole  équilatère  (n°  236) ,  c'est-&- 

dire,  B  =  À,  zh~  devient  égal  à  dz  i  ;  donc  les  angles  ROX, 

SOX   sont  chacun  de  5o°,  et  les  deux  droites  OR,  OS  sont 
perpendiculaires  entre  elles. 

239.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  obtenu  pour  l'équa- 
tion d'un  lieu  géométrique, 

My*—  Nx*=  —  P; 

et  multiplions  (n°  233)  les  deux  membres  de  cette  équation 

par  jL;  il  Tient  ^«-|x*  =  - |1, 

Cette  nouvelle  équation  comparée  à  celle  de  l'hyperbole, 

A.y— B»x»=  — AfcB*, 
donne 
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A*=|,  et  BP-g;  d'où  À-*  y/^  ,  B=±  ^ 

donc  la  proposée  représente  une  hyperbole  dont  le  premier  axe 
est  2  t/-^,  et  &  second,  2  t/jjj' 

La  relation    B'  =  c»  —  V ,    donne    c  =  ±  l/A'+B*  ; 

.   «  /PÇM-HN) 
d'où,  mettant  pour  A  et  B  leursTaleurs,  c  =  ±:  y  — jjjjj      • 

Pour  fixer  la  position  des  foyers,  connaissant  les  sxe89prenex 

/P 

deux    droites   rectangulaires  *   OB=OA  =  A — y   jg» 


OC  =  OD  =  B=  \/~  (fig.  ï38);  paw  *&***  au  point  B  ^S-  «38. 

z//w?  perpendiculaire  BD  é!gn&  à  B^  <r*  to  OD.  La  circonférence 
décrite  du  point  O  comme  centre  avec  le  rayon  OD ,  coupera  ÀB 
en  deux  points  F,  F' ,  qui  seront  les  points  demandés j  car  on  a 

t)F = of/  =  V'ôïm-  55=  V  A*  +  B» . 

Il  est  remarquable  que  cette  construction  donne  en  même 
temps  la  direction  OD  de  Tune  des  limites  delà  courbe  (n*  238); 
quant  à  la  seconde,  elle  s'obtient  en  prolongeant  DB  d'une 
quantité  BD—BD ,  et  tirant  OD1. 

240.  Si  l'équation  était  de  la  forme  My*— -Nx*  =  P,  on 
changerait  y  en  x}  et  x  eny  ;  ce  qui  donnerait  Ny'— Mx*= — P; 
et  l'équation  n'en  serait  pas  moins  celle  d'une  hyperbole  ayant 

/p  .  /p 

pour  premier  axe,  21/  «z 9  et  pour  second  axe,  2W  ^. 

Ayant  la  transformation,  la  courbe  a  la  position  indiquée 
par  la  figure  139;  mais  après,  elle  reprend  la  position  de  la 
figure  137. 
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Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  proposée,  par 


P     .1  . 

P 

P            P* 

^î  il  Tient 

H^" 

M**-»!!*' 

ou  B'Z-AVrsAW,  en  posant  ^  =  BV^  =  A*. 

Telle  est  la  forme  de  l'équation  de  l'hyperbole  rapporté*  à 

son  second  axe  >  ou  à  son  axe  non  transverse*  comme  axe  des  x* 

A      — — — 
On  en  déduit  y  =  ±i-=  |/x*-f-Ba;   ce   «Jui    prouve  que, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  y  est  toujours  réel. 

Pour  x=o,  l'on  a  ^=d:À;  et  cette  valeur  est  le  minimum 
de  toutes  celles  que  peut  recevoir  y. 

De  la  Parabole. 

2^1.  Trouver  l'équation  d'une  courbe  telle  j  que  la  distance 
Fig.  140.  de  chacun  de  ses  points  M  (Jig.  140)  à  un  point  fixe  F  (appelé 
foyer)  j  soit  égale  à  la  distance  de  ce  même  point  M  à  une  droite 
fixe  LL' ,  appelée  directrice. 

Voici  d'abord  le  moyen  de  construire  par  points  cette  courbe, 
connue  sous  le  nom  de  parabole. 

Après  avoir  abaissé  du  point  F  une  perpendiculaire  sur 
1AJ a  prenez  le  milieu  A  de  la  distance  FG/  et  le  point  A 
appartient  à  la  courbe ,  puisque  les  deux  distances  AF  et  AG 
sont  égales* 

Ce  point  est  dît  le  sommet  de  la  parabole. 

Pour  obtenir  d'autres  points,  élevez  en  un  point  quelconque  P 
pris  vers  la  droite  de  Aj  une  perpendiculaire  à  GF  ;  puis  du 
point  F  comme  centre \,  avec  le  rayon  GP.,  décrivez  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  la  perpendiculaire  en  deux  points  M ,  m  j  vous 
aurez  ainsi  deux  points  de  la  courbe;  car  il  résulte  de  cette 

construction , .       FM  ou  Fro  =  GP  =  MQ. 

D'où  l'on  voit  que  la  parabole  se  compose  de  deux  parties 
AMM' ,  Ammf  symétriques  par  rapport  à  GF. 
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Elle  peut  être  aussi  décrite  d'un  mouvement  continu. 

Prenez  une  èquerre  dont' F  un  des  côtés  de  V angle  droit  QR 
(fig.  i4»)  soit  assujetti  à  glisser  suivant  la  direction  LL.Fig.ifc* 
Fixez  aux  points  F  et  V  les  deux  extrémités  d'un  filj  dont  la 
longueur  soit  égale  au  second  côté  QV  de  Véquerre.  Faites  en- 
suite mouvoir  cette  équerre  le  long  de  UJ  ,  en  ayant  soin  de 
tenir  le  fil  tendu  au  moyen  d'un  style  ou  crayon  qui  s'appuie 
constamment  sur  QV .  La  trace  de  ce  style  sera  nécessairement 
une  parabole. 

41 

En  effet,  pour  une  position  quelconque  QRV  de  Péquerre, 
oo  a       FM  +  MV=MQ  +  MV;  d'où  FM  =  MQ. 

Lorsque  Péquerre  est  arrivée  dans  une  position  Q'R'V'  telle 
que  Q'V  passe  par  le  point  F,  le  fil  se  replie  sur  lui-même  de        ] 
F  en  A,  et  le  point  A  est  le  sommet  de  la  courbe;  car  l'on  a 

FA  + AV/  =  AQf  +  AV,;  d'où  FA  =  AQ'. 

Pour  tracer  la  partie  inférieure  de  la  courbe ,  il  suffit  de 
renverser  la  position  de  Péquerre. 

N.  B.  Cette 'méthode  ne  donne  qu'une  portion  de  la  courbe; 
portion  d'autant  plus  grande,  que  le  côté  QV  de  Péquerre  a 
plus  de  longueur ,  et  qui  se  termine  au  point  V* ,  pour  lequel  on  a 

FV#=V*Q'=VQ. 

Cest  probablement  ce  moyen  de  description  qui  a  fait  donner 
à  LL'  le  nom  de  directrice. 

afo.  Recherchons  actuellement  l'équation  de  la  parabole. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  x  la  ligne  GF  (fig.  \/\6)  comme  Fig.  140. 
divisant  la  courbe  en  deux  parties  égales ,  et  pour  origine  le 
point  A  qui  appartient  à  la  courbe. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  AP,  MP  du  point  M,  s  la  dis- 
tance FM,  etp  la  distance  FG;  d'où  ' 

AF  =  AG  =  £    et    GP  =  £  +  x. 

a  2 
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La  circonférence,  décrite  du  point  F  comme  centre  avec  le 
rayon  FM,  a  pour  équation 

*•+(*  — J)*  =**; 0) 

mais  on  a  l'équation  de  condition  FM  =  PG,  on 

z=5x+- (a) 

'a  w 

Éliminant  z  entre  ces  deux  équations ,  on  trouve  pour  l'é- 
quation de  la  courbe, 


*■+(— sM-+sy- 


ou  réduisant,  y*  :=  ipx (3) 

Telle  est  l'équation  de  la  parabole  rapportée  à  ses  axes 
principaux.  AX  est  dit  le  premier  axe  principal,  et  AT  le 
second. 

On  déduit  de  cette  équation ,  y  =  ±  ynpx  ;  et  comme 
pour  o?=o,  on  a  ^  =  ±o,  il  s'ensuit,  i*.  que  la 
courbe  est  tangente  en  A  à  l'axe  des  y\  a0,  qu'elle  s'étend  in- 
définiment à  la  droite  de  cet  axe,  tant  au-dessus  qu'au- dessous 
de  cet  axeC 

a43.  On  nomme  paramètre  le  coefficient  de  a:,  2/?,  c'est-à- 
dire  le  double  de  la  distance  du  foyer  à  la  directrice» 

Ce  paramètre  est  encore  égal  à  la  double  ordonnée  qui  passe 
par  le  foyer;  car,  d'après  la  définition  de  la  courbe,  la  perpen- 
diculaire^FN  doit  être  égale  à  NH  ou  FG. 

D'ailleurs  si ,  dans  l'équation  y*s=zzpx,  on  fait  x=s  -  =  AF, 

on  trouve  y*  =  />•,    d'où    y  s=  ±:  p. 

a44*  Quoique  la  définition  de  la  parabole  n'offre  aucune 
analogie  avec  celles  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole,  on  peut 
néanmoins  établir  un  rapprochement  entre  ces  courbes,  au 
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moyen  d'une  transformation  de  coordonnées  exécutée  par  rap- 
port aux  deux  dernières. 

Reprenons  l'équation     Aêy*  -f*  B*x*  =  A'B*,  ....  (i) 

et  proposons-nous  de  rapporter  l'ellipse  au  sommet  A  (Jig.  i34)  Fig.  i3j{; 
comme  origine,  en  conservant  la  même  direction  pour  les  axes. 
Pour  cela,  il  faut  (n°  218)  faire  usage  des  formules  x=zx+ay 
y=y  -\-b'y  et  comme  a,  b  expriment  ici  les  coordonnées  du 
point  À ,  ce  qui  donne 

6  =  0,     a  =  — A, 

il  s'ensuit  que  les  formules  se  réduisent  à 

c'est-à-dire  qu'il  suffit  de  remplacer,  dans  l'équation  ci-dessus, 
x  par  x  —  À ,  en  laissant  y  tel  qu'il  est. 

Il  Tient,  par  cette  substitution,  Ay -f-B*x*  —  aAB*x=o; 

B* 
d'où  l'on  déduit    y*  =  —  (a  Ax  —  x*)  . . . .  (2) 

C'est  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  sommet  de  gauche} 
prie  pour  origine. 

Cela  posé,  cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

B»         B»    ,  , .  _  p     _  ,_ 

y=2  — x — tî*?    oubien,     jr*=2px  —  tj+x*  .. . .  (3) 

B 


fen  faisant    —  =  p\ 


Or,  si  l'on  suppose  que  les  deux  quantités  A  et  B  crois- 
sent   indéfiniment ,  de   manière  cependant  que   la  quantité 

B* 
p  ou—  reste   constante  (  cela  est  permis   d'après  l'équation 

B* 

—  =  p ,  'dans  laquelle ,   après  avoir  pris  pour  p  une  valeur 

fixe  et  déterminée,  on  peut  donner  à  A  différentes  valeurs, 
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et  calculer  ensuite  une  valeur  correspondante  pour  B),  il  est 
clair  que,  dans  cette  hypothèse,  plus  A   augmente,  plus  le 

terme  £-  diminue  ;  et  lorsqu'on  suppose    A  =?  oo ,  il  en  ré* 

suite     y  r=o.    Donc  l'équation  (3)  se  réduit  à    y*s&2pxt 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  d'une  parabole. 

.  D'où  l'on  peut  conclure  que  la  parabole  est  une  ellipse 
dont  le  grand  axe  est  infini,  ou  dont  le  oentre  est  situé  à 
l'infini. 

245.  Le  même  rapprochement  peut  être  fait  entre  la  para- 
bole et  l'hyperbole  ;  mais  il  faut  alors  rapporter  cette  dernière 
Fig.137.  courbe  à  son  sommet  B  (Jzg.  ity),  ce  qui  revient  à  porter, 
dans  l'équation     Ay  —  Bftx*  = —  A'B%    à  la  place  de  x, 
x  +  A. 

Elle  devient  A\y*  —  B **■  —  2 AB\r  =  o  ; 

d'où  y*—  —  (aAx -f-  x*),   ou  y  =sapx  +  £  x*. .  > .   (4) 
( en  posant ,  comme  pour  l'ellipse ,     -j-'=p\ 

Actuellement ,  faisons  augmenter  A  et  B  de  manière  que 
p  reste  constant  ;  il  vient  pour  A  =  00,  ^=0,  et  l'é- 
quation (4)  se  réduit  à       y%  =  *px. 

Dans  ce  cas,  la  seconde  branche  ,.  le  oentre,  le  second 
sommet  disparaissent,  ou  sont  situés  à  Pinfini. 

a46.  Il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  les  trois 
courbes  peuvent  être,  en  général,  représentées  par  l'équation 

y*  =  %px  +  qx*. 

Lorsque  la  courbe  est  une  parabole,  on  a  q  =  o,  et  l'équa- 
tion se  réduit  à    y*  =  apx. 


/ 
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.m  «a 

Si  c'est  une  ellipse ,  on  a     np  sa  -j-,      9  sa  —  ■—  • 

Enfin  y  dans  le  cas  de  l'hyperbole ,  on  a 

2B*  .  B' 

2*=  a"'  T+îp- 

Par  analogie  avec  la  parabole ,  on  nomme  paramètre  de 

l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  la  quantité  ap  ou  — j-,  qui  forme  le 

coefficient  de  x  dans  l'équation  de  la  courbe  rapportée  à  l'un 
de  ses  sommets. 

4B* 
Cette  quantité ,  qui  peut  être  mise  sous  la  forme    -*— ,  ou 

2B.2B 

— *-r—  ,     n'est  autre  chose  qu'une  3*  proportionnelle  aupre- 

mier  et  au  second  axe. 

C'est  aussi,  comme  dans  la  parabole,  le  double  de  l'ordonnée 
qui  passe  par  le  foyer  F  ou  F';  car  si  l'on  fait 

o;=±:c=rfc  /A»— B\  dans  l'équation  Ày+B'x*c=À*B*, 
par  exemple,  on  trouve 

Ay+AV-B^sA'B';      d'où      y  =  ±^. 

Même  résultat  pour  l'hyperbole. 

Ce  dernier  caractère  du  foyer,  dans  les  trois  courbes,  sert 
souvent  à  fixer  la  position  de  ce  point,  et  à  en  faire  recon- 
naître l'existence  en  tel  ou  tel  lieu  du  plan  de  la  courbe. 

a47  •  Au  reste,  la  liaison  qui  existe  entre  ces  courbes  peut 
encore  être  établie  au  moyen  de  la  question  suivante ,  dont 
celle  qui  a  servi  à  la  définition  de  la  parabole  n'est  qu'un  cas 
particulier. 

On  demande  l'équation  d'une  courbe  telle,  que  la  distance 
de  chacun  de  ses  points  M  (Jig.  ifo)  à  un  point  fixe  F  ,  soit  àF\g.\l\i 
la  distance  de  ce  même  point  à  une  droite  LL'  donnée  de  po- 
sition dans  un  rapport  donné  ml  1  $  en  sorte  que  l'on  ait 
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MF  :mq  ::  m:  i. . 

Du  point  F  abaissons  FG  perpendiculaire  sur  Ll/,  et  divi- 
sons cette  distance  FG  dans  le  rapport  m  l  x  ;  le  point  À  est 
un  des  points  de  la  courbe. 

Pour  construire  d'antres  points*,  marquons  un  point  quel- 
conque P  sur  GF,  et  élevons  en  ce  point  une  perpendiculaire; 
puis  du  point  F  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  la  4* 
proportionnelle  i  l  m  II  GP  2  x,  décrivons  un  arc  de  cercle 
qui  coupe  la  perpendiculaire  aux  points  M  et  M';  ces  points  ap- 
partiendront à  la  courbe;  car  on  a,  d'après  cette  construction, 

FM  ou  x  :  GP  ou  MQ  ::  m  :  i  ; 

et  ainsi  de  suite. 

Afin  de  déterminer  Péquation  du  lieu  géométrique,  nous 
prendrons  pour  axe  des  x  la  ligne  GF,  par  rapport  à  laquelle 
la  courbe  est  symétrique  j  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire 
élevée  au  point  A  qui  appartient  à  la  courbe,  et  peut  en  être 
regardée  comme' 2*  sommet. 

Soient  donc 


AP.=a:,     MP=.y,     FM  =  zf    AF  =  *;     d'où    AG=r" 

(puisque  l'on  a    FA  l  AG  II  m  l  î). 

L'équation  de  la  circonférence,  qui  a  son  centre  en  F  et 

pour  rayon  FM,  est y*  -f-  (x— «)*  =  *•...  (i) 

'De  plus,  on  doit  avoir    FM  :  GP  ::  z  :  i  ; 

d'où        «  t  x  H ::  m  :  i,    ou  bien.    *=  m;r  +  «. . .  (2) 

m  7  1  \  / 

Ainsi,  en  éliminant  a  entre  ces  équations,  on  obtiendra 
(n°  21 4)  l'équation  demandée.  Il  vient,  toute  réduction  faite* 

y*  +  0  —  "**)**— a«  (1  +m)x  =  o (3). 

Cette  équation  est  privée  du  terme  indépendant  de  x  et  de  y; 
et  eela  doit  être,  puisque,  la  courbe  passant  par  l'origine,  il 
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fout  que  son  équation  soit    satisfaite,  lorsqu'on  y  fait^=o 

et  x  =  o. 

Examinons  successivement  les  circonstances  qui  correspon- 
dent aux  trois  hypothèses  m  <  i ,  m  ==  i ,  m  >  i. 

Soit  d'abord,  comme  le  cas  le  plus  simple ,     m  =  i. 

L'équation  (3)  se  réduit  à  y  =  Ipx ,  et  est  immédiate- 
ment comparable  à  oelle-ci,     y*  =  2px,    en  posant 

4«  =  2/>,       d'où      p  =  2*. 

Ainsi  la  courbe  est  une  parabole  dont  le  foyer)  est  en  F, 
et  qui  a  pour  directrice  LL'.  Le  point  A  est  d'ailleurs  le 
milieu  de  la  distance  FG ,  puisque  l'on  a 

fg  :  ag  ::  i  :  i. 

■Soit  actttelï«embnt  m  <  i ,  auquel  cas  le  coefficient  de  x* 
est  essentiellement  positif. 

L'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  en  la  comparant  à  celle-ci ,    y*=  jj  (aAx  —  x*)$ 

«  B» 

on  eu  déduit     A=- — —,       Tî  ==  f — lf|,î 

d'«u  Â=    \-m      —('  +  »)» 

Qi  —  m)  i  — ■  Tîi 

Ainsi,  la  courbe  est  une  ellipse  dont  les  axes  principaux 


2«  2«e 


sont      ,     l/i — m*.         et     le    paramètre, 

i  —  m       i  —  m 

p* (i  -f*  m)* 

Le  point  F  est  d'ailleurs  l'un  des  foyers  dont  la  définition 
se  trouve  comprise  dans  celle  de  l'ellipse  (voyez  n°  226). 

l9 
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i 

En  effet ,  soit  posé  x  =  «  dans  l'équation 

il  en  résulte    y*  =  (i  —  n*)  *'('  +  ™)  ^  ^  1  +  ^^ 

B* 

d'où  jr  s  d:  *(i  +  m)  =3  :fc  —  ; 

or ,  on  a  vu  (n°  246)  que  <  cette  Valeur  est  celle  de  l'ordonnée 
qui  passe  par  chacun  dé»  foyer*. 

La  construction  du  premier  axe  AB  se  réduit  à  trouver  tsur 
G  F  deux  points  A  et  B  tels ,  qu'on  ait 

i°.  m  :  x  ::  fa  :  ag,  doù  i  -^m  :  m  ::  fg  :  fa* 
ap.  m  :  1  ::  fb  :  bg,  d'où  *  —  m  :  w*  ::  FG  ;  FB; 

ce  sont  deux  quatrièmes  proportionnelles  faciles  a  obtenir. 

Quant  au  second  axe,  comme  on  connaît  déjà  le  foyer  F,  il 
suffit  de  décrire  de  ce  point  comme  centre  et  avec  un  rayon  OAt 
moitié  de  AB ,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  en  deux  points  C,  D, 
la  perpendiculaire  élevée  par  le  point  O. 

Le  second  foyer  F'  s'obtient  en  prenant  OF"  =  OF. 

Soit  entin  m  >  1 ,  auquel  cas  le  coefficient  de  x%  est  niga- 
t  if  dans  l'équation  (3). 

Elle  peut  être  mise  sous  la  forme. 

B» 

et  comparée  à  y*  =  —  (2ÀX  +  xÉ) , 


elle  donne      A  = 


B» 


m 


— »    Â•=ro,^,' 


-«ta  t  _     

d'où        —  =  *(m  +  1)    et    B  =  rfc  — - \/m*  —  1; 

A  m  —  1 

donc  la,  cqurbe  est  un%  hypprbolê  dont  le  premier  axe,  pu 
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l'aie  transverse>  est ,     le  second,   ym1 — i , 

m  —  1  '    m— i 

et  ^paramètre,  a#(nt  +0* 

Soil  dans  l'équation ,  x  =  ce;  il  en  résulte  v 

%     •  •  • 

d'où  y  sas  ±:  #(ro  -f-  i)  =  ±  —  ; 

ce  qui  prouve  que  le  point  F  est  un  des  foyers  de  la  courbe. 

La  Construction  des  axes  s'effectuerait  connue  pour  l'ellipse  ; 
+  'mais  il  faut  observer  qu'elle  doit  s'effectuer  de  droite  à  gauche 
du.  poiat  F}  car  si  l'on  fait  dans  Péquatîon ,  y  =  o ,  il  Tient 

-    ■    X  +  JC*  =  o,     ou    xf —  +  x  J  =  o: 

■ 

ce  qui  adonne         x  =  o    et    ae  =s=  — 


m 


.  Ainsi  les  sommets  A ,  B'  sont  situés  d'un  même  côté,  par 
rapport  au  point  F.  Le  contraire  avait  lieu  datis  l'ellipse. 

JV.<  S.  On  peut  trouver  dans  les  caractères  m  <  i ,  m  =  i , 
m  5>  i ,  la  raison  des  dénominations  attribuées  aux  trois 
courbes. 

L'hypothèse  m.<[  i  donne  l'ellipse  ou  la  courbé  par  défaut, 

» 

m  =»  i . . . .  la  parabole  ou  fa  courbe  par  égalité  j 
m  >  i . .  • .  l'hyperbole  ou  la  courbe  par  excès* 

On  trouve  encore  œ.  motif  dans  les  relations  y%<zpx9. 
y*  ==  %px  y  y*  >  apx  >  déduites  de  l'équation  y%  =  apx  +  jx* , 
suivant  que  4  est  <,  o,  =  o,  ou  >  o. 

a4B.  Dans  l'ellipse  et  l'hyperbole,  comme  dans  la  parabole, 
Ja  droite  LL'  (Jig.  142)  porte  le  nom  de  directrice.  Fig.142. 

Dans  la  parabole  dont  l'équation  est  y%^=2px9  il  suffit, 
pour»  obtenir  la  directrice,  de  prendre  a  la  gauche  dé  l'origine 

19.. 
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une  dislance  AG  =  AF  =  -,   c'est-à-dire  une  distance  égale 

au  quart  du  paramètre  j  puis  d'élever  au  point  G  une  perperi- 
tliculaire. 

Dans  l'ellipse  qui  a  pour  équation  k*y*  +  B*x*  =  A*Ba, 

BB 
comme  on  a  trouvé  précédemment,    yî  =  i  —  m1,  os  en  dé- 


fi»        A*  —  B 


c 


% 


«luit      m*  as  i  —  £-,  =       A>   -  =  £ï,     d'oi    m  =  £• 

« 

Le  rapport  mil  étant  connu ,  et  les  points  A ,  F  étant 
d'ailleurs  donnés  de  position ,  il  suffit ,  pour  déterminer  'le 
point  G,  de  construire  la  quatrième  proportionnelle 

c  :  a  ::  af  :  ag. 

•  ■ 

B* 
«  On  a  de  même,  pour  l'hyperbole,    m*  —  i  =  —  :    d'où 

A. 

A*  +  B*  c 

m*  s=s -j — ,  et  par  conséquent    m  =s  --. 

A-  A. 

Enfin,  il  est  évident  que ,  dans  chacune  des  deux  derriieres 
courbes,  il  existe  deux  directrices  qui  sont  situées  à  égale 
distance  du  centre,  sur  le  prolongement  de  AB  pour  l'ellipse, 
et  entre  les  points  A,  B',  pour  Phyperbole. 

§  III.  Réduction,  par  Id  transformation  <f es  coordon- 
nées, de  l'équation  générale  du  second  degré  à  deux 
variables, 

349.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  l'ellipse,. Hiy  pér- 
iode et  la  parabole ,  telles  que  nous  les  avons  définies  précédem- 
ment, sont  les  seules  courbes  renfermées  dans  une  équation 
quelconque  du  second  degré  à  deux  variables. 

Il  semble,  au  premier  abord,  difficile  de  concevoir  nuftl 
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puisse  y  aroir  identité  entre  toutes  les  courbes  représentées  par 
une  équation  aussi  compliquée  que  celleci-dessus,etle8  courbes 
dont  les  équations  sont  de  la  forme 

My+Nr*  =  P,    ou    y=Qr; 

la  première  désignant  une  ellipse  ou  une  byperbole,  suivant 
que  M,  N,  P  sont  positifs  à  la  fois  (n°  a3i),  ou  bien,  que  M 
étant  positif  N  est  négatif  et  P  négatif  ou  positif  (n°9  23g ,  */{o)\ 
la  seconde  étant  comparable  à    l'équation   de   la   parabole 

Mais  observons  que,  si  dans  les  deux  équations  précédentes, 
on  net  à  la  pUce  de  x  et  de  y ,-  les  valeurs 

x=5Xco8#+rcos«+a, 
.    y  zsz  x  sin  «  -f»  y  ain  •'  -f-  b , 

au  moyen  desquelles  (n°  219)  on  passe  d'un  système  rectan- 
gulaire à  un  système  oblique  d'origine  différente,  l'équation 
qui  en  résulte  est  de  même  forme  que  l'équation  complète. 
Or  il  est  évident  que  cette  transformation  de  coordonnées  n'a 
pas  ebangé  la  nature  de  la  courbe 5  seulement,  comme  les  nou- 
veaux axes  se  trouvent  dans  une  situation  quelconque  à  l'égard 
de  la  courbe,  l'équation  qui  la  représente  est  plus  compliquée 
que  lorsque  cette  courbe  est  rapportée  à  ses  axes  principaux. 

Voyons  donc  si  par  des  transformations  de  coordonnées ,  ou 
ne  pourrait  pas  simplifier  l'équation  la  plus  générale  et  la  ra- 
mener à  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  ci -dessus. 

Telle  est  la  proposition  qu'il  s'agit  de  développer. 

25o.  Remarquons ,  avant  tout ,  que  rien  n'empêche  de  sup- 
poser que  la  courbe  soit  primitivement  rapportée  à  des  axes 
rectangulaires;  car  s'il  en  était  autrement ,  on  pourrait  (u°  223) , 
en  conservant  la  même  origine  et  le  même  axe  des  x,  les 
rendre  rectangulaires j.$t  l'équation  résultante  étant  de  même 
forme  que  la  proposée,  serait  celle  sur  laquelle  on  aurait  à 
opérer. 

Cela  posé,  reprenons  l'équation 


.* 
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Ay+Bx^+Cr»-f D^  +  Éx  +  F  =  o,....(0  •'* 

et  tâchons  d'abord  de  faire  disparaître  le  terme  en  xy* 
Pour  cela,  nous  prendrons  les  formules 

x  =  x  oos  *  -"■•  y  sin  «,  « 

y  =  x  sin  *  +  y  \m  *,  .       t 

au  moyen  desquelles  (nQ  aab)  on  passe  ifun  sys&me  rectan- 
gulaire à  un  système  de  même  espèce',  l'origine  restant  la  métn£. 
L'angle  *  est  ici  une  indéterminée  (n'aaS)  qu'il  s'agit  de  cal? 
caler  d'après  la  .condition  que  Véquation  transformée,  soit  fri-* 
vée  du  rectangle  xy ,  c'estra-dirè  que  le  coefficient  de  ce  ttrate 
soit  nul.  '  .     •■*••"• 

■  • 

En  substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  y  dans  Inéquation  .(i)  , 
ordonnant  et  égalant  à  o  le  coefficient  de  xy ,  on  obtient ,  d'à- 
bord  pour  l'équation  de  condition,   '  • 

a  A  sin  et  cos  «  -f-  B  cos*  *  *—  B  sin*  «  —  aC  sin  •  ces  «  s=  o, 

> 

et  pour  l'équation  transformée , 

M^*  +  Nj?*  +  Ry  +  &r  +  Fs=o;...  (a) 

«  «         #  . 

en  posant  pour  plus  de  simplicité , 

M  =  A  cos'»  —  B  sin  4  cos  «  +  C  sin*«, 
N  =  A  sin*«  +  B  sin  *  cos  •  +  C  cos*«, 
R  =  D  cos  «  —  E  sin  a , 
S  =  D  sin  *  +  E  cos  *• 

[La  quantité  F  est  la  même  dans  l'équation  (a)  que  dans  réqtt** 
tion  (i).] 

Traitons  maintenant  l'équation  de  condition. 

Elle  revient  à  (A-~  G),  a  sin  a  cos  a  4- &(?<****--  sin**)^50* 
ou*  à  cause  de  a  sin  «  cos  «=±  sin  2*,  eos*#—  sin*  *  =7:  cos  2»> 

(A  —  C)  sin  2*  +  B  cos  aa  ==  o  , 
équation  d'où  l'on  tire,  après  avoir  divisé  par  cos  2* , 
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».         »  * 

.-■••■•  B 

Or,  cojnme  une  tangente  peut  passer  par  tous  les  états  de 

grandeur  possibles  et  même  être  infinie ,  il  s'ensuit  que  l'angle 

«est  susceptible  d'une  détermination  réelle,  quels  que  soient  les 

coefficîén9  A,  B*  G*  Par  conséquent,  il  est  toujours  possible  de 

'  faire  disparaître  le  terme  en  xy. 

Soient  AX,  Aï  (Jlg.  i43)'les  axes  primitif;  pour  consr  Fîg.  143. 
tpuirele»  nouveaux,  menons  par  le  point  A  une  droite  AL  qui 

B 
forme  afee  AX  un  angle  ayant  pour  tangente,  —     _-g    (  ce 

qui  retient'  A"  prendre1  tfnfe  partie  AG  =  1 ,  puis  à  élever  une 

9  B      \ 

perpendiculaire  OH  =£  —  ■■■■  *     -  j  1 

Divisons  ensuite  eet  angle  LAX  en  deux  parties  égales  par 
la  ligne  AX'  ;  cette  dernière  droite  sera  le  nouvel  axe  des  x,  et 
AT',  p0rpendicnlaîre  à  AX',  lé  nouvel  axe  des>: 

iï\  B,  De  ce  que  l'expression  tang  2*= —  A_r  corres- 

m 

pond  à  deux  angles  différens  a#,  aoo°+  2»,  il  semble  résulter 

qu'on  peut  prendre  à  volonté  pour  nouvel  axe  des  x,la  droite 

qui  divise   l'angle  LAX  ou  la  droite  qui  divise  l'angle. . . . 

-  2oo°  +  LAX  en  deux  parties  égales.  Mais  observons  que  les 

deux  demi-angles  étant -LAX  et  ioo°+-LAX,  leur  diffé- 
ra a 

rence  est  égale  à  ioo°;  donc  si  l'une  de  ces  droites  corres- 
pond au  nouvel  axe  des  ar,  l'autre  doit  correspondre  au  nouvel 
axe  des  y,  et  réciproquement 

.  Ainsi,,  il  n'y a  réellement,  qu'un  seul  système  d'axes  rectan- 
gulaires par  rapport  auxquels  l'équation  de  la  courbe  peut  être 
débarrassée  du  terme  en  xy. 

a5i.  Wons  reviendrons  par  la  suite  sur  cette  transfor- 
mation de  coordonnées.  Mais  il'  est  nécessaire  de  calculer  dès 
à  présent  les  valeurs  de  M  et  de  N ,  d'après  la  valeur  obtenue 
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pour  tang  2*,  parce  que  nous  en  aurons  besoin  pour  le  «levé-  . 
loppement  de  notre  proposition. 

Les  formules  du  n°  49,  cos  a —  jttmrrr —  -^2 . 

|/i4-tang*«.  .»    «■« 

donnent         cos  2*  =     „  =s  '  •  •  , 

l/i4-tang»a*       l/(A-*-C)*  +  B* 

sinui=tangafltXcosa4t=g  ■     ,  ,  =^.. , 

°  f/(A— C)'+B% 

D'un  autre  côté,  les  équations 

M  =  A  cos' «t  —  B  sin  «  cos  «  -f-  C  sin*  «, 
N  =  A  sin**  +  B  sin  «cos*  +>  C  cos4», 

étant  d'abord  ajoutées  entre  elles,  on  obtient,  k  cause  de  la 
relation  cos9  *  «+•  sin*#  =  1 

M  +  N  =  A  +  C. 
On  trouve  également  en  les  soustrayant  l'une  de  l'autre, 

M  — N  =  (A  — C)  (cos*«  —  sinA«) —  B.  2  sincteos*» 
ou,  à  cause  de  cos  2*  =  cos'  «  —  sin' 4,  sin  2*  =?  2  sin  «cos  «, 

M  —  N  =  (A  —  Qcosa*  —  Bsiiia*; 
ou  remplaçant  00*2*,  sin&t  par  leurs  valeurs, 

f/(A  —  C)m-+-B' 

ou  bien  enfin,  supprimant  le  facteur  VA  —  C  +  B', 

M  — N=  */(A  — C)k  +  B'. 

Connaissant  les  valeurs  de  M  +  N  et  de  M  —  N,  on  en  déduit 
successivement 

M  =  ^-  +  iV/A==~c  +  B', 
2  2 

2         21 
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d'où  f  multipliant  ce*  deux  équations  membre  i  membre  et  ré- 
duisant, 

Ce  dernier  résultat  prouve,  1  °.  que  les  deux,  eoefficiens  M  et  N 
sont  de  mime  signe  ou  de  signes  contraires  j  suivant  que  la 
quantité  B*  —  4AC  est  négative  ou  'positive;  a°.  que  l'un  de 
ces  coeffieiens  est  nul*  toutes  les  fois  que  l'on  a  B*  —  4  AC  =  o, 
et  ne  peut  être  nul  que  sous  cette  condition. 

N.  JR.  On  ne  saurait  avoir  en  même  temps  M  =  o,  N  =  o; 
car  il  en  résulterait         ,    M+N;=o,  M  — N  =  o, 
et  par  conséquent 

A  +  C  =  o,  (A  —  C)*-f  BÉ=o. 

Or,  cette  dernière  condition  entraîne  les  deux  suivantes, 

B  =  o  "f     A  —  C  =  o , 

*  ■ 

et  celle-ci ,  combinée  avec    A  -f-  C  =  o ,    donne 
,  A  =  o,     G  as  0. 

* 

Ce  serait  donc  supposer  que  l'équation  primitive  ne  renfer- 
merait aucun  des  trois  termes  en  y*,  xy  etx*)  ce  qui  n'est  pas 
admissible ,  puisqu'alors  l'équation  ne.  serait  que  du  premier 
degré.* 

25a.  Revenons  à  notre  objet.  L'équation  étant  déjà  débatrossée 
du  terme  en  xy,  essayons,  par  une  translation  d'origine,  de 
faire  évanouir  les  termes  du  premier  degré  en  x  et  y  * 

n>ur  œla ,  faisons  dans  l'équation  (*)  (n°  ai  o) 

••  •    •  *  . •  • 
x  =  x  +  ûf 

y  =  X  +  *ï 

et  égalons  séparément  à  o  les  deux  coeffieiens  de  x  et  de  y  qui 
résultent  de  cette  substitution. 
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Il  vient,  d'abord T»pr  les  deux  équations  de  condition , 

aM4  +  R  =  o,    aNa  +  Sc=o, 

et  pour  l'équation  transformée ,  • 

My*.+  V&  +  F  «  o. ....  (3) 
(en  posant    F==M&»  +  Na*-f.R&  +  Sa  +  F). 

Oa  déduit  des  dette  Ajnttians  de  condition, 

S       .  R 

Or  !  ces  valeurs  de  a  et  de  â'aeront  toujours  réelles  et  finie*, 
tant  que  M  et  N  seront  différeng  de  o ,  cfast-à<<diip  (n*  7S1)  tant 

que  Pou  aura    B*  —  4AC  ^  0.    On  pourra  -donc  ,  dans  ée 

cas,  transporter  l'origine  en  un  nouveau  point  A'  (^.  .14^) 

S  R 

ayant  pour  coordonnées,  —  -=j,  —  -jt=  ,     et  pour    lequel 

Féquation  de  la  courbe,  rapportée  aux  axes  A'X*,>A'Y*  pa- 
rallèles à  AX',  AT,  sera  de  la  forme 

(P  désignant  ee  que  devient  —-F'  lorsqu'on  y  a  remplacé  a  çt 
&  par  leurs  valeurs). 

On  pourrait  avoir,  soit  Rsao,  soit  Sèof  auquel  cas  b 
ou  a  serait  nul,  et  la  nouvelle  origine  serait  située  sur  AX' 
•H  AT. 

.  Aucun  de  cet  eoeffietens  R ,  S  ne  saurait  d'ailleurs  être  infini* 
d'après  leur  .composition  (n*.a$o). 

Concluons  de  Jà  que  toute*  les  fois  que*  dans  1-lquation  com- 
plète du  second  degré ,  la  quantité  B*— »4AC  est  différente  de 
o,  il  est  possible  de  faire  disparaître  les  deux  termes  en  x  et 
lis  y,  et,  par  conséquent,  de  ramener  V équation  primitive  à 
la  forme  My*  +  Na^  =  P.  • 

*a53.  Supposons  actuellement. que  l'un  des  deux  coefficient 


p. 
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M  ou  N.  soit  nul,  ce  qui  exige  (a° .^!}ïqnift,Po»  |it*eiitre 
„  Jbs  cpeiBcîens  A,  B,  C  de  la, proposée  la  relation 

S  R' 

Dans  ce  cas,  l'une  de*  valeurs    as*-a,  fcsss  — — -,    se 

2.N  2M 

présente  sous  la  forme  de  V infini;  et  comme  on  ne  saurait 
transporter  l'origine  à  une  distance  infinie^  il  est  hnpftssitfe 
d'exécuter  la  transformation  proposée* 
t-     Et  en  effet ,  admettons ,  pour  fixer  les  idées,  que  Pon  ait 

*  4 

N  «s  o. 

•■  .-"  -     '  -  ■  ••      .     ■ 

*  L'équation  (a)  du  n°  a5o  se,  réduit  à 

My  +  %  +  Sx  +  F=«o; 

.  •  et  sM*oii.  suJbplitue  dans  cette  équation  les  valeur»  »»*+c, 
jr  =  y-4*0,  ilyient 

Or,  lé  coefficient  de  xy  dan*  cette  équation ,  étant  îndé~ 
-.    .pendant  des  indçtexpaïnées  a  et  b ,  on-  ne  peut:  disposer  de 
celles-ci  de  manière  a  faire  disparaître  ce  terme* 
,  Mais  ne  pourrait-on, pas,  du  190ÂD*,  d*M  ce- cas*  faire  éva- 
nouir le,  ternie  enjf.et  la  quantité  indépendante  de  as  et 
;dey?.  .    f..  .  .     •    ••" 

Il  suffi*  *  pour, cela,  de  poser , les  équations  de  condition , 

aUfft  +  R==o,    M6»+R4+Sa+F  =  o; 
d'où  Ton  déduit    iss—  -^r,     a  =  —  7T       T  ■  ■ 

'  De  ces  deux  valeurs .  celle  de  b  est  nécessairement  réelle 
et  finie,  puisque  (n°  a5i)  on  ne  peut  avoir  M=o  en  même 
temps  que'  N  =  o. 

Quant  à  la  valeur  de  a  >  si  le  coeflfcient  S  n?e&  pas  nul 
en  même  temps  que  17  ;  cette  valeur  est  aussi  réelle  et  fini*. 
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Ainsi,  lorsque  la  disparition  du  terme  en  xy  aura  donna 
lien  à  celle  du  terme  en  a1,  en  laissant  Subsister  le  terme 
en  x ,  la  transformation  précédente  pourra  s'exécuter ,  et  l'é- 
quation| de^la  courbe,  rapportée  aux* nouveaux  axes,  sera  ra- 
menée à  la  forme 

Mjr*  +  Sx  =  o , 

ou  plutôt  a  celle-ci, 

y =0*     (en  posant    Q  =  —  jj). 

N.  B.  Dans  le  cas  où  l'on  aurait  M  =  o  et  R  différent  de 
o,  on  reconnaîtrait  de  même  que  l'équation  pourrait  être 
ramenée  à  la  forme    - 

Nx*  +  fty  œ  o. 

Mais  en  y  changeant^  en  x  et  x  en  y,  ce  .qui  revien- 
drait (n°  2*3)  à  renverser  la  position  des  ases ,  on.  retombe- 
rait sur  Péquation 

Ny*+Rx=o,     ou    ysaQx    (en  posant    Qa=  —  §)• 

254*  Les  deux  cas  particuliers  de  N  =  o,  S  =  of  ou  de 
M=o,  Rcso,  font  exception  k  la •  transformation  précé- 
dente, puisqu'alors  la  valeur  de  l'une  des  coordonnées  a,  b 
de  la  nouvelle  origine  se  présente  sous  formé  infinie.  '. 

Mais  remarquons  que  l'équation  (2)  du  n°  25 1  se  réduit  .à 
l'une  des  deux  formes 

My»  +  Ry  +  F=o,     Nx»  + Sx  +  Fsso;  ' 

et  comme  chacune  de  ces  équations  ne  renferme  qu'une  seule 
variable ,  elle  représente  (n°  1 76)  un  système  de  deux  droites 
parallèles,  soit  k  Taxe  AX'ftfig.  143) ,  soit  à  l'axe  AT. 

255.  Eh  résumant  tout  ce  qui  précède,  on  doit  regarder 
comme  rigoureusement  démontré  que  toute  équation  du  &*- 
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cond  degré  à  deux  variable*  peut,  par  une'  doubU  transfor- 
mation de  coordonnées,  être  ramenée  à  l'une  des  deux  formée 

My'  +  Nar^P,     y  =  Qr, 

excepté  dans  un  cas  tout  particulier,  celui  où,  par  la  dispa- 
rition du  ternie  en  xy ,  le  carré  et  la  première  puissance 
d'une  même  variable  disparaissent  également.  Mais  on  sait 
qu'alors  l'équation  ne  représente  plus  une  courbe,  mais  bien, 
un  système  de  deux  droites  parallèles. 

On  parvient  a  la  première  forme  d'équation ,  toutes  les  fois 
que  M  et  N  sont  différens;de  o,  c'est-à-dire  (n°  a5i)  lorsque, 
dans  [l'équation  primitive,  la  *  quantité  B*  —  4AC  n'est  pas 
nulle;  et  à  la  seconde  forme,  toutes  les  fois  que  les  coeffi- 
ciens*  A,  B,  C  sont  liés? entre  eux  par  la  relation 

B*  —  4AC  ss  o. 

On  a  vu  d'ailleurs  que,  suivant  que  M  et  N  sont  de  même 

signe  ou  de  signes  contraires  dans  l'équation  Mv'+Nj^s^P, 

la  courbe  est  du  genre  des  ellipses  (n°  23 1)  ou  du  genre  des 

hjperboles  (n°  239).  Or,  pour  que  M  et  N  soient  de  même 

signe,  il  faut  (n°  25 1)  que  L'on  ait  Bs  —  4AC<o, 

■ 
et  de  signes  différent,  B*  —  4^  >  °  • 

■ 

Dtoù  l'on'peut  conclure  enfin  que,  dans  l'équation  générale 
Ày*+  Bxy  +  Cx»+  Dy  +  Ex  +  F  =  o , 

•  * 

la  condition    B*  —  ^A£  <  o    caractérise  les  ellipses, 

Bm  —  4^C  >  o les  hvperbales > 

et   B*  —  t\k£»  s=  o  ...'...«..  les  paraboles. 

256.   Ges  courbes  renferment  d'ailleurs  certaines  variétés 
qu'il  est  bon  de  faire  connaître. 
Considérons  d'abord  l'équation  * 

%ft4-Nx»  =  P, 

qui  représente  en  général  une  ellipse  ou  une  byperboje ,  sui- 
vant les  signes  des  coefficiens  M ,  N ,  P. 


a  ' 
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.  On  pèojt  toujours  «opposer  M  positif ,  puisque ,  s'il  était 
négatif,  |t  «uffifafe'dte  changer  les  signet  des  dea*  membres. 

Cela  poaé>  il  .peut  se  présenter  difféfens  «éas,  par  rapport 
aufc  signes  et  vu  valeur»  dçs  autres  coefficient. 

.   Eixttssv.  M^N poèitifi. 

Soit  P  positif  en  même  temps  que  M  et  N. 

l/éqnation    My*-4-  N.ç*  t=  P     représente  (n*  *3i)  une  . 
ellipse  qui ,  dans  le  cas  .particulier  de  M  ses  N ,  devant  t/a     ~ 
cercle  (n°  a3a). 

I«  cercle  çst  donc  une  première  variété  de  l'ellipse. 
'      S!  l'on  a  M  et  fit  positifs  et  P  négatif,  l'équation  est  é?i-, 
demment  impossible;  c'est-à-dire  qu'à  des  râleurs  de  x  réelles 
il  ne  peut  correspondre  que  des  râleurs  imaginaires  pour^,  * 
et  réciproquement.  Donc  la  courbe  est  imaginai™,  on,  en-  •  \ 
d'acres  termes ,  l'équation  nfa  pas  ^è  Ken  géométrique,  où  ' 
n*  représente  rien,  »    '•'   • 

.  Soit    Peso-,    Péquation  se  réduisant  à  '  ■  '..  .*•  i  . 

ne  peut  évidemment'  être  satisfaite  que  par  le  système* . ... .,'.     -  . 
(rssso,  jf&=o).    Donc  la  courbe  se  réduit  a  m/i  point.'    .  '•    *< 

Ainsi  Fettipse  renfermé  sgtnineyamtts,  U  eerohj  une  courbe 
imaginaire  ou  un  point 

Htterboi,E3.  M  positif,  H  négatif. 

*'    P  petit  être  négatif  ou  posift/". 

Dans  le  premier  cas ,  Péquation    My<  —  Kjî*  ==  —  P    re- 
p,&ente  (n*  289)  une  hyperbole  rapportée  à  ton  ose  trank^' 
*  veree  comme  axe  des  X)  $t  dans  le  second  (n°  a4°)  nne  hy- 
perbole rapportée  à  ean  second  axe.     .  t 

Le  cas  particulier  de  Jï  négatif,  et  numériqnehient  égal  à  M , 
donne  Y  hyperbole  èquitaiire* 

Soit    Paao.    L'équation  se  réduit  à 


•     •    » 
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et  Ton  «il  lire  y=s:fc  xi/=rr. 

■  •  s  * 

Donc ,  dans  ce  cas,  la  courbe  dégénère  en  un  systelh*  de  deux 

droites  qw  Me\fOupent. 
'v      Ainsi ,  les  vanétés  dé  ^hyperbole  sont  l'hyperbole  équtiatère 

GlAUtnyitèm*  de  deu*  droites  qui  et  coypeuL 
♦      Passons  £  Féquation  da»  famj&quw  : 

Il  peut  arriver  que  Q  soit  posUifou  négatif. 

Dans  le  premier  cas ,  l'équation  représente  évidemment  une 
parabole  dont  le  paramètre  zp  est  égal  au  coefficient  Q. 

Dans k  second ,  comme  en  changeant  a;en*-ï,  l'équation 
^2=  —  Qx  devient  y*szQfc,  il  s'ensuit  90e.  la  courbe 
est  encore  une  parabole  ;  seulement,  elle  est  dûsjgea  dans  le 
sens  des  x  négatif*,  flfais  en  pliant  la' figure  suivant  l'ax^ 
des  j,  on  remet  la  figure  dans. la  situation  ordinaire* 

Le  cas  particulier  discuté  n°  a54>  et  dans  lequel  on  suppose  / 
Naao,  S*s*  eu  M  =  o,  R  =  o,   est  regardé  comme  uns  ' 
varUti  fle  la  parabole,  par.  {a  raison  que  M  ==10  ou  N  5=  o 
est  le  caractère  général  de  cette  courbe* 

Comme  IN^ualiou    Hy*  +•  fty  »f  F  =t»o, 

correspondante  à  ce  cas,  donne  par  sa  résolut ir>n 

il  en  résulte  que  j  suivant  que  Pou  a 

.•  *  ■ 

R»  — 4MF>o,    =0    ou   <o, 

»     •  »  ' 

l'équation  représente  d*ux  droites  paralttksj  une  seule  droite j    * 
ou  deux  droites  imaginaires. 
Telles  «ont  les  variété*  de  la  parabole. 

^57.  Remarque  sur  la  discussion  précédente. 

Dans  la  double  transformation  de  coordonnées  que  nous 


So4  BÉDUCTIOlf  •& 

avons  exécutée  pour  ramener  féqua tion  générale  du  second 
degré  à  l'june  ou  l'autre  des  deux  formes 

nous  sommes  partis  de  la  supposition  que  la  courbe  était  d'abord 
rapportée  A  des  aies  rectangulaires;  et  ïe  troisième  système  au- 
quel op  est  parvenu  était  lui-même  rectangulaire.  Les  trois 
genres  de  courbes  du  second  degré  se  sont  trouvés  alors 
déterminés  d'après  des  hypothèses  faites  sur  les  coefficiens 
M,  N,  P t  r  '    ■    ' 

Mais  si  nous  supposons  qu'une-  courbe  rapportée  à  des  axes 
obliques,  soit  exprimée  par  l'une  des  équations  ci-dessus, 
peut-on  affirmer  que.  y  pour  les  mêmes  hypothèses  faite*  sur 
les  coefficient,  la  courbe  est  du  même" genre  que  dans  le  cas 
où  les  axes  sont  rectangulaires?  i 

Pour  ré]fthdre  à  cette  question»  U  suffit  d'observer  que  cha- 
cune des  trois  courbes  du  .second  degtfé  offre  dans  son  cours  un 
caractère  qui  lui  est  propre,  et  qui  peut  servir  à  la  distinguer 
des  deux  autres.  t 

Ainsi  y  l'ellipse ,  telle  que  nous  Pavons  définie  (n°  236) ,  est 
une  courbe  rentrante-  et  fermés,  ou  trae  courbe  Umitie  dans 
tous  les  sens. 

L'hyperbole  est  «bft'<e0u*be  composée  de  4mx  parties  dis- 
tinctes, égales  et  opposées,  qui  s'étendent  l'une  et  l'autre  in- 
définiment. 

Enfin ,  la  parabole  s'étend  indéfiniment  dans  un  êeul  sens,  et 
die  n'a  qu'une  seule  branche. 

Or,  ces  trois  caractères  géométriques  se  reproduisent  immé- 
diatement par  la  discussion  des  deux  équations  ci-dessus. 

En  effet ,  considérons  d'abord  Féquatiou 

m 

et  supposons  M,  N  positifs.  (On  doit  aussi  regarder  P  comme 
positif ,  autrement  l'équation  serait  impossible.) 

Cette  équation ,  étant  résolue  par  rapport  à  y>  doifne 


de  l'équation  nu  second  degré.  3o5 


*t/ï(ïr-)» 


et  l'inspection  seule  de  ce  résultat  prouve  qu'à  des  Taleurs 
de  x  positives  ou  négatives,  numériquement  plus  grandes  que 

^ ,  il  correspond  des  râleur,  imaginaire»  poorjr.  Ainri ,  I. 

courbe  est  limitée  dans  le  sens  des  x  positifs,  et  dans  celui  des 

*  négatifs  f  par  deux  parallèles  a  l'axe  «tes  y  (fig.  i44)  menéea  Fig.  144. 

aux  distances    OB  =  +  */^,  OB'=—  tA. 

En  véaelvavt  l'équation  par  rapport  à  x ,  on  reconnaîtrait  de 
même  qu'elle  est  limitée,  dans  les  deux  sens  des  y  positifs  et 
négatifs ,  par  deux  parallèles  a  l'axe  des  x  menées  aux  dis- 
tances   OC  =  +  y/|,  OD^-^/|. 

Dose  la  courbe  est  uns  ellipse. 

Soient  actuellement  M  positif,  N  négatif  et  P  négatif  ou 
positif 

L'équation  résolue  par  rapport  à  y  donne 

Dana  le  premier  es*,  on  voit  que  pour  des  valeur*  de 

x  positives  ou  négatives,  numériquement  moindres  que  t  /— • , 
les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  imaginaires. 
En  donnant  à  x  des  valeurs  plus   grandes    que  *  /&  » 

on  obtient  pour  y  des  valeurs  toujours  réelles,  quelque  grande 
que  soit  d'ailleurs  la  valeur  de  x  dans  les  deux  sens*  Donc 
la  courbe  n'a  aucun  point  situé  entre  les  parallèles  à  l'axe 

desjr  {fig-  i45),  menées  aux  deux  distances  OB=-f-  t/^,  *lg.i45j 

OB'=:  —  t/ai  mais  elle  s'étend  indéfiniment  à  droite  et  à 

gauche  de  ces  deux  parallèles. 
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Dans  le  second  cas,  il  est  évident  que,  quelque  valeur 
qu'on  donne  à  x,  on  aura  toujours  pour  y  des  valeurs  réelles. 
D'ailleurs ,  si  l'on  fait    x  =±=  o ,     ce  qui  donne 


=-  yw 


oh  doit  regarder  ces  valeurs  comme  les  plus  petites  de  celles 

fîg.i4&  que  peut  recevoir  y.  Donc  la  courbe  (fig.  146)  n'a  aucun 

point  compris  entre  les  parallèles  à  l'axe  des  x  menées  aux 

distances    OB  =  -f»  |/ïlï»  ^'=— \/m>    ma'8  c^e  '*" 

tend  indéfiniment  au-dessus  et  au-dessous  de  ces  deux  pa- 
rallèles. 

Ainsi ,  dans  les  deux  cas,  la  courbe  est  une  hyperbole* 

Quant  à  l'équation 

/ssQij       d'où      y  s=  dbi/Qx, 

Fig.i47«  11  est  clair  qu'elle  représente  (J!g.  147)  une  courbe  indéfinie 
dans  le  sens  des  x  positifs,  si  Q  est  positif,  et  dans  le  sens 
des  x  négatifs ,  si  Q  est  négatif. 

a58.  Notions  sur  les  diamètres  dans  les  courbes  du  second 
degré. 

On  appelle ,  en  général,  diamètre  d'une  courbe,  une  ligne, 
droite  ozt  courbe  ,  quipo&se  par  les  milieux  de  toutes  les  cordes 
parallèles  entre  elles,  et  menées  sous  une  direction  arbi- 
traire. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  ehacun  des  axes  aux- 
quels la  courbe  M  y*  +  Nx*  =  P  se  trouve  rapportée,  est 
un  diamètre.  En  effet ,  puisqu'à  une  même  valeur  de  x  i\  cor- 
respond deux  valeurs  dey  égales  et  de  signes  contraires,  et  ré- 
ciproquement ,  il  s'ensuit  que  l'axe  des  x  passe  par  les  milieux 
de  toutes  les  cordes  parallèles  à  l'axe  des  y\  que  celui-ci 
passe  par  les  milieux  de  toutes  les  cordes  parallèles  à  l'axe 
des  x. 

On  donne  la  dénomination  de  diamètres  câfjvovis  à  deux 
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diamètres  tels  que  chacun  feux  divise  en  deux  parue*  igateè 
toutêe  les  cordes  parallèles  à  Foutre;  et,  d'après  cette  défini- 
tion ,  les  deux  axes  ci-dessus  forment  un  système  de  diamètres 
conjugués*  On  dit ,  dans  ce  cas ,  que  l'équation 

My*  +  Nx*  as  P 

représente  une  ellipse  on  une  hyperbole  rapportée  à  nu  sys- 
tème de  diamètres  conjugués. 

Quant  aux  deux  axes  pour  lesquels  l'équation  d'une  courbe 
est  de  la  forme  y9  =  Qx ,  il  est  évident  que  l'axe  des  x  seul 
est  un  diamètre;  l'axe  des  y  est  tangent  à  la  courbe  >  puisque 
pour  x  =  o ,  on  trouve  y*  s=  o. 

Le  système  de  ces  deux  axes  s'appelle*  dans  la  parabole,  un 
système  d'axes  conjugués. 

259.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que ,  dans  les  .trois 
courbes  du  second  degré,  tous  les  diamètres  sont  des  fignes 
droites  qui,  pour  f  ellipse  et  V hyperbole,  passent  par  le  centre* 
et  pour  la  parabole,  sont  parallèles  entre  eux  et  à  Faxe prin- 
cipal. 

Pour  reconnaître  celte  propriété  par  l'analyse,  nous  nous 
proposerons  cette  question  générale  : 

Trouver  dans  l'une  quelconque  des  trois  courbés,  le  lieu 
géométrique  des  points  milieux  d'une  suite  de  cordes  paral- 
lèles entre  elles  et  menées  sous  une  direction  arbitraire. 

Cette  question  est  facile  à  traiter  :  elle  se  réduit  à  combiner 
l'équation  de  la  courbe  (  rapportée  à  ses  axes  )  avec  celle  d'une 
droite  quelconque  ,  à  déterminer  les  coordonnée*  des  deux 
points  d'intersection,  et  à  en  déduire  ensuite  les  coordon- 
nées du  point  milieu  de  la  distance  comprise  entre  ces  deux 
points. 

Considérons  a  la  fois  l'etlipie  et  l'hyperbole  dont  Péqua- 
tion  est  (  n°*  220  et  a35  ) 

Ay  ±,  B'x*  s=  ±.  A»B* (1) 

(Les  signes  supérieurs  se  rapportant  à  l'ellipse  et  les  signes  in- 
férieurs à  Fhyperbole.) 
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&Mt  MM'  upttlr*itoquel<»iiqtte  ($f.  i46,  149)  ayant  pour 

équation    •  y  =  ax  -f-4. . .  •  (a) 

Substituons  dans  l'équation  (1),  pourjf,  s*  valeur  tirée  de 
l'équation  (a)  j  il  vient 

(A*oi±:B»)a^  +  aA,ai.^+  A^q:  A»Bt«=  o. . .  (3) 

Cette  équation  résolue  donnerait  les  abscisses  des  deux  points 
ft£,  M';  mais  ce  calcul  est  inutile.  En  effet ,  soient  x',y'  et  x*t 
y*  les  coordonnées  de  ces  deux  points;  on  a  (n°  190)  pour 
celles  «,  C  du  point  milieu  N  de  la  droite  MM', 

a      '  a 

ffmk  autre  eAté,  Fon  sait  que,  dans  tonte  équation  du  se- 
cond degré ,  le  coefficient  du  second  terme ,  pris  en  signe  con- 
traire^ est  égal  à  la  somme  des  racines  ;  on  a  donc 

*+* ^ 


Aâas  :*:  B»' 


et  par  conséquent,         «  «s  —   "    t  ■        , 

Pour  obtenir  la  valeur  correspondante  de  Ç,  remarquons 
que  |  Je  point  («,  C)  ae  trouvant  sur  la  droite  y  ss»  *#-+*(,  ce 
qui  donne  la  relatipn  Qz=:a<L  +  b7  tout  se  réduit  à  mettre 
pour  «  sa  valeur  dans  cette  relatipi*,  et  il  vient 

r  AVi      •    ■  -    -      ±B»& 

Ç  — AVilF  +  ^Av'i  B*' 

Divisant  actuellement  Ç  par  •,  on  obtient 

g_rpB* 
ï"~  AVr  ' 

Or»  comme  ce  résultat  est  indépendant  de  la  quantité  b 
qui  fixe  la  position  de  la  corde  MM'  (  a  en  déterminé  la  dire©- 


lion  ),  il  Cessait  que  fi  Fou  désigne  par  ef9C9fk  9  ff\ . .  ii s 
coordonnées  des  points  milieux  d'autres  cordes  parallèles  à  la 
première,  on  trouverait  pareillement 

C      3rB*      C      =B* 


~U*. 


Àâa  '     m"        À*a 


•'• . 


Donc ,  en  représentant'géaéralement  par  x ,  y  les  coordonnées 
de  tous  les  points  milieux,  la  relation 


«x 


convient  à  chaéun  d'eux,  et  représente  par  conséquent  leur 
lieu  géométrique;  mais  cette  équation  est  évidemment  (n*  173) 
celle  d'une  droite  passant  par  l'origine.  Ainsi  tous  les  diamè- 
tres de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  sont  des  lignes  droites  pas- 
sant par  le  centre. 

Réciproquement ,  toute  droite  menés  par  le  centre  est  un 
diamètre;  car  si  l'on  désigne  par  d  la  tangente  de  l'angle 
que  forme  cette  droite  avec  Taxe  des  x,  et  qu'on  pose  la 
relation 

et  en  menant  une  suite  de  cordes  parallUes  qui  tendant  avec 
l'axe  des  x  un  angle  ayant  pour  tangente  cette  valenr  du  «v 
on  anra,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  pour  l'éqoation  du 
lieu  géométrique  des  points  milieux  de  ces  cordes , 

qui  n'est  antre  chose  que  l'équation  de  la  droite  donnée* 
Nous  reviendrons  tout  à  l'heure  sur  cette  équation. 

260.  Passons  à  la  parabole. 

Son  équation  .étant  ^ssapx, (0 

et  celle  de  la  droite  MM' 0^.  i5o),    y=szax  +  b> (2)*Vi5°< 
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pn  déduit  de  celle-ci ,  x  =  /""""    i 

d'où  9  substituant  dans  l'équation  (i) , 

ce  qui  donne  pour  la  valeur  de  l'ordonnée  Ç  du  point  mi- 
lieu N  , 

a  a 

résultat  indépendant  de  la  quantité  b>  et  qui  convient,  par. 
conséquent,  au  point  milieu  de  toute  autre  corde  parallèle 
à  MAI . 

Donc,  en  appelant  y  l'ordonnée  générale  de  tous  les  points 

milieux,  on  a    y=-    pour  l'équation  de  leur  lieu  géomé- 

trique  ;  mais  cette  équation  est  évidemment  celle  d'une  droite 
parallèle  à  l'axe  des  x.  Donc  enfin  tous  les  diamètres  de  la  pa? 
rabole  sont  des  droites  parallèles  4  l'axe  principal. 

Réciproquement ,  toute  droite  parallèle  à  Vaxe  principal  est 
un  diamètre f  car  soit  y'  1  ordonnée  constante  de  cette  droite. 

En  posant    ycs*-9    on  en  déduit    a  =  -7  ;    et  si  l'on  mène 

des  cordes  faisant  avec  l'axe  des  x  un  angle  qui  ait  pour  tan-* 
gente  cette  valeur  de  a,  l'équation  du  lieu  géométrique  de 
leur*  points  milieux  sera 

y—^>  ^est-à  dire  y  =/, 

pu  l'équation  de  la  droite  donnée. 

261.  Conséquences  de  la  proposition  précédente. 
Considérons  une  suite  de  cordes  parallèles  au  diamètre  II'' 
Fig.  ifô(jig.  148  et  i49)»  dont  l'équation  est  de. la  forme 

y  =  ax. 

^'équation  du  lieu  géométrique  des  points  milieux  de  toutes, 
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ces  cordes  est,  connue  nous  Parons  ?u  (n°  a5g), 

y  =  «'*> 

en  posant    a'=  ^—  ;    ce  qui  donne  la  relation 


Àfta 


aa  ss  t-»«— . 


entre  les  tangentes  des  angles  que  forment,  avec  Paxe  des  x,  le 
diamètre  II'  et  le  diamètre  hV  passant  par  les  milieux  des 
cordes  parallèles  à  IF. 

Mais  si  l'on  cherche ^  réciproquement,  l'équation  du  lieu 
géométrique  des  points  milieux  de  toutes  les  cordes  paral- 
lèles à  LL'  (  dont  l'équation  est  y  =  a'x  )  ,  on  obtiendra 
pour  cette  équation , 

yzs^-yx,     et  par  conséquent ,    y  =  aa?? 
d'après  la  relation        ad  =  zp  — , 

On  voit  donc  que  les  deux  diamètres  II',  LL'  forment  un  sys- 
tème de  diamètres  conjugués  (n°  258). 

De  là  résulte  un  moyen,  connaissant  la  direction  d'un  dia- 
mètre ,  de  fixer  celle  de  son  conjugué  : 

Soit  II'  le  diamètre  donné.  Tracez  une  corde  quelconque 
MM'  parallèle  à  IF,  puis  joignez  le  point  O  au  point  milieu  dç 
MM'.  La  ligne  de  jonction  LL'  sera  le  diamètre  demandé. 

26a.  Comme  le  diamètre  II'  a  été  tracé  arbitrairement,  il 
s'ensuit  que,  dans  toute  ellipse  ou  hyperbole >  il  existe  une  »/i- 
finité  de  systèmes  de  diamètres  conjugués. 

Mais  de  tous  ces  systèmes,  un  seul  est  rectangulaire,  c'est 
celui  des  axes  principaux  qui,  d'après  la  forme  de  l'équa- 
tion de  la  courbe,  forment  aussi  un  système  de  diamètres 
conjugués. 

Pour  démontrer  que  le  système  des  axes  est  en  effet  le  seul 
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système  de  diamètres  conjugués  perpendiculaires  smêm  eu**  me 

considérons  d'abord  que  l'ellipse. 

Pour  que  deux  diamètres  soient   perpendiculaires  entre 
eux ,  il  faut  (n°  i55)  qu'entre  a  et  a'  On  ait  la  relation 


aa'=z—  i. 


De  plus,  pour  qu'ils  soient  conjugués ,  on  doit  avoir 

B* 

au  =  — — . 

Or ,  il  est  évident  que  ces  deux  relations  ne  peuvent , 

en  général ,  exister  simultanément  que  dans  le  cas  de 

B* 

—  sa  x ,  d'où  A  =  B  ;    et  cette  dernière  condition  n'est  vraie 

A" 

que  pour  le  cercle. 

A  la  vérité ,  si  l'on  fait  a  ss  o  dans  les  deux  équations ,  on 
trouve  pour  l'une  et  l'autre,  a' =  00.  Ainsi  ces  équations 
s'accordent  entre  elles  pour  ce  cas  particulier;  mais  alors  le  sys- 
tème se  confond  avec  celui  des  axes  principaux* 

Donc  ce  dernier  système  est  le  seul  système  de  diamètres 
conjugués  qui  puissent  se  couper  à  angle  droit. 

Dans  le  cas  tout  particulier  de  A  =  B,  la  relation  aa=z~  1 
est  satisfaite,  çuel  que  soit  le  système  de  diamètres  conjugués;  ce 
qui  prouve  que ,  dans  le  cercle ,  il  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  diamètres  conjugués  perpendiculaires  entre  eux  :  et ,  en  effet, 
l'équation  du  cercle  rapporté  à  un  système  quelconque  d'axes 
rectangulaires  passant  par  le  centre,  est  toujours  de  la  forme 

y*  -f-  xa  =  Aft    (A  étant  le  rayon  ).    . 

Quant  k  l'hyperbole,  il  est  clair  que  les  relations  ûd'as— 1, 

B* 
aa'=  +  ~  ne  peuvent  exister  simultanément  que  lorsqu'on  y 

fait    a  ar  o ,    ce  qui  donne    a'  as  00  ,    ou  réciproquement , 
a  =s  0 ,    ce  qui  donne    ûs=oo;     mais  ,  dans  l'un  et  l'autre 
cas,  on  retombe  sur  le  système  des  axes  principaux* 
Dans  la  parabole,  l'équation  d'un  diamètre  quelconque  LL' 
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iflg.  1 5o)  étant  (nq  a6o)  fîS  l5c- 

^  =  2,     d'où    esc?,    • 

pour  que  les  cordes  divisées  en  deux  parties  égales  par  ce  dia- 
mètre ,  lui  soient  perpendiculaires,  il  faut  que  la  tangente  a  re- 
lative à  la  direction  de  ces  cordes  soit  infinie,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  évidemment  que  pour  y^zo. 

Donc  l'axe  principal  est  le  seul  diamètre  perpendiculaire 
aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales. 

B* 

263.  La  relation  a</=— ,  obtenue  pour  l'hyperbole  entre  les 

A. 

tangentes  des  angles  que  forment  avec  Taxe  des  x  deux  diamè- 
tres conjugués,  conduit  encore  h  d'autres  conséquences ,  qu'il 
est  bon  de  faire  connaître  dès  k  présent. 

Elle  nous  montre  que,  si  l'un  des  deux  diamètres  LL' 
Xfig.  i49)  rencontre  la  courbe,  auquel  cas  a  désignant  laFig.  ifo» 
tangente  qui  lui  correspond,  on  a  (u°  a38)  * 

il  faut ,  par  compensation ,  que  pour  l'autre  diamètre,  on  ait 

Donc  ce  second  diamètre  ne  rencontre  pas  la  courbe. 

Ainsi,  pour  chaque  système  de  diamètres  conjugués*  Pun  est 

transperse  et  Vautre  non  transverse. 

B* 
(•a  même  relation    ad  =  —    prouve  encore  que  les  deux 

angles  LOX,  10X  sont  de  même  espèce,  c'est-à-dire  tous  les 
deux  aigus j  ou  tous  les  deux  obtus  *  puisque  leurs  tangentes  sont 
de  même  signe. 

Ainsi  leur  différence  ne  peut  jamais  être  un  angle  droit ,  à 
moins  que. l'on  n'art  a  =  o,  d'où  a' =00;  auquel  cas  les 
deux  diamètres  se  confondent  avec  les  axes  principaux. 
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Cette  différence  devient  nulle ,  si  Ton  suppose     a  ==  — , 

A. 

puisqu'il  en  résulte  aussi    a'=ç  — .     De  même, 

B      ,  ,  B 

,.  i      . ...  ,ff:s=  i»  t»    aoi»oe    a«T=.-rr.  y* 


h  «     i      i     » 


Mais  alors  les  deux  diamètres  se  réunissent  en  WAeuLOil  peur 
la  prewejre  hjfpotfcèfie,  et  QS  pour  la  seconde.  , 

364'  ^^  astmwotes.  On  donne  cette  dénomination  à& 
lignée  TwavriA  ou  çotnifiies  dont  les  branchés  (supposées  infinies) 
d'une  courbe  donnée  J  se  rapprochent  sans  àesse  et  autant  que 
l'on  veutj  sans  pouvoir  cependant  les  rencontrer. 

On  peut  aisément  reconnaître ,  d'après  cette  définition ,  que 
Fîg-'fe*  les  deux  droites  RR',  SS  (fig.  x%)  qui,  dans  l'hyperbole, 

B  ' 
font  avec  l'axe  des  x  des  angles  ayant  pour  tangentes  ~  et 

A. 

—  —  ,  c'est-à-dire  les  droites  qui  ont  pour  équations 

B  B  "    ' 

jisb-x    et    jr«— -x, 

sont  des  asymptotes  de  la  courbe. 
En  effet ,  reprenons  l'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses 

axes ,  .  À  Y  —  B\r*  =  —  AftB% 


i,^=±i/Â=?=±^v/._ï, 


d'où  l'on  déduit 


ou,  en  ne  considérant  que  la  valeur  absolue  de  l'ordonnée. 


Br  t  /        A* 


Gomme  le  radical  de  cette  valeur  est  plus  petit  que  t,  il 

Rr 
s'ensuit  que  y  est  toujours  moindre  que  —  ,  quantité  que  nous 
^  A 
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pouvons  représenter  par  Y. 
Gela  posé ,  les  équations 

_      Bx  Bx  ^  /        F 

T  =  T'  ^TV1"' 

nous  montrent  que  plus  x  augmente,  plus  les  ordonnées  Y  et  y 
augmentent;  et  lorsqu'on  suppose  x  infini,  Y  et  y  deviennent 
elles-mêmes  infinies. 

Cependant  nous  allons  faire  Toir  que  la  différence  de  ces  or- 
données peut,  par  la  supposition  de  x  suffisamment  grand, 
devenir  plus  petite  que  toute  ligne  donnée,  et  qu'elle  se  réduit 
rigoureusement  à  zéro  lorsque  x  est  infini. 

En  effet ,  des  équations 

B*  B* 

V*  —  —  ±*       v*  —  —  a:  • B* 

on  tire 

Y*-^  =  B';     d'où     Y-y^^-j--. 

Or  ï  et  y  augmentent  en  même  temps  que  xt  et  deviennent 
infinis  quand  x  est  infini  ;  donc ,  dans  les  mêmes  circonstances , 
la  différence  Y  — y  diminue  et  finit  par  devenir  nulle.  C.  q.f.  d. 

D'où  Ton  voit  que  la  droite  y  =  —  x  est  telle  que  l'ordon- 
née  de  la  courbe,  ou  -r  x.  y  ï -,    approche  de  plus  en- 

A  ▼  X 

plus  de  devenir  égale  à  celle  de  la  droite;  et  elle  lui  devient  en 
effet  égale  dans  le  cas  de  x=  co. 

Ainsi  la  courbe  se  rapproche  sans  cesse  de  la  droite  RRr,  et 
autant  que  Von  veut*  sans  pouvoir  jamais  l'atteindre  autre  part 

qu'à  l'infini. 

Comme  la  même  chose  a  lieu  par  rapport  à  la  droite  SS', 
nous  pouvons  conclure  que  les  droites  RR';  SS'  sont  asymptotes 

à  la  courbe. 

N.  S.  11  résulte  évidemment  de  la  discussion  précédente» 
que  l'hyperbole  est  entièrement  renfermée  dans  les  deux  an* 


' 
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gles  ROS,  R'OS',  c'est-à-dire  qu'elle  n'a  aucun  point  situe 
dans  les  angles  ROS',  R'OS* 

265.  Je  dis  actuellement  que  ces  droites  sont  les  seules 
asymptotes  rectilignes  qui  existent  dans  le  plan  de  l'hyper— 
bole. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  combiner  l'équation  de  la 
courbe 

A*/  —  B'js'  =  —  A'B*, ...   (i) 

avec  l'équation  générale  d'une  droite 

y  =  ax  +  b9...    (a) 

puis,  d'exprimer  que  les  points  d'intersection  de  cette  droite 
avec  la  courbe  sont  situés  à  l'infini;  ce  qui  est  la  propriété 
caractéristique  des  asymptotes. 

Substituons  dans  l'équation  (1),  à  la  place  de^y,  sa  valeur 
tirée|de  l'équation  (2) ,  il  vient 

(Àfaa  —  B»)  x*  +  zk'ab .  x + Aa6a  +  A9B*  =  o . . .   (2) 

Or  on  sait ,  d'après  la  théorie  des  équations  du  second  de- 
gré, que  les  deux  racines  ne  peuvent  être  infinies  à  la  fbi*> 
qu'autant  que  l'on  a  en  même  temps 

À8aa  —  B*  =  o,     A*ai  =  o. 
La  première  de  ces  deux  conditions  donne 

Quant  à  la  seconde ,  comme  A  et  a  ne  sauraient  être  nuls* 
elle  donne  nécessairement 

Ces  deux  valeurs  de  a  et  de  &,  portées  dans  l'équation  (s), 

donnent  enfin 

.  B 

Rg,  1  jj>  ce  sont  les  équations  des  droites  RR',  SS'  (fig.  149)- 
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Ainfi  Ott  droites  «ml  iee  seules  asymptotes  (rcctilîgnfesyqu'ô 
puisse  «voir  la  courbe. 

N.  B.  Si  Pou  avait  seulement  la  condition 

AV-  B«=o, 

le  coefficient  de  x  étant  différent  de  o ,  l'une  des  racine*  de 
Péquatibn  (3)  serait  infinie  *  et  l'antre  se  réduirait  à  une 
quantité  finie,  { 

» 

L'équation  (a)  deviendrait  d'ailleurs,  dans  cette  hypothèse , 

r 

y  2=t  zh  y  *  +  * 

(i  restant  arbitraire) ,  et  représenterait  nne  droite  parallèle  a 
l'une  ou  à  l'autre  des  asymptote»  JRB,'r  .$&';  ne  qui  démontre 
que  les  parallèles  anx  asymptotes  jouissent  àe*  la  propriété  de 
rencontrer  la  courbe  en  deux  pofa$e  situé**  Kitn  m  une  -dis- 
tance  finie  *  l'autre  à  une  distance  infinie* 

266.  On  pourrait  demander  si  fa  parabole ,  qui  est  nne" 
courbe  indéfinie  dans  Un  sens,  a   des  asymptotes  (  recU-r 

Pour  le  reconnaître ,  combinons  l'équation  de  la  courbe 

y%=s  zpx (1)' 

a?ec  l'équation  d'une  droite    y  =  ax  +  b.  • .  (2) 

Cette  combinaison  donne 

a*x»  +  a(aA  —  p)  x  +  ^=  o. . . .       (3) 

Or ,  pour  que  la  droite  soit  asymptote ,  il  faut  que  les 
deux  valeurs  de  x  %  tirées  de  l'équation  (3),  soient  infinies* 
et,  par  conséquent!  que  l'on  ait  à»  la  fois 

<j  =  o,  ab — peso,     d'où     i=^. 

7  r         '  o 

Ce  qui  démontre  que,  si  la  parabole  a  des  asymptotes ,  elles  nç 
peuvent  être  que  parallèles  àfaxe  principal  et  situées  à  une  dis- 
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tance  infinie  du  sommet  de  la  courbe;  en  d'autres  terme*,  qu'elle 
n'en  a  pasj  puisque  la  construction  de  ces  droites  sur  le  plan  * 
de  la  courbe  est  impossible. 

Dans  le  cas  où  l'on  aurait  seulement  a  =  o  ,  le  coeffi- 
cient de  x  restant  d'ailleurs  quelconque  dans  l'équation  (3), 
l'une  des  deux  racines  de  cette  équation  serait  infinie  >  et 
l'autre  une  quantité  finie. 

Donc  toutes  les  droites  qui  ont  pour  équation1 

y  —  t>, 

c'est-à-dire  tous  les  diamètres  (n°  a5o) ,  jouissent  de  la  pro- 
priété de  rencontrer  la  courbe  en  deux  points  situés ,  l'un  à 
une  distancerai*,  l'autre  à  une  distance  infinie. 

267.  Définition  analytique  de*  foyers.  En  recherchant  l'é- 
quation de  chacune  des  trois  courbes  du  second  degré  (n°*  228, 
a35  et  242)  d'après  leur  définition  géométrique ,  nous  avons 
trouvé  pour  les  expressions  des  rayons  vecteurs  &  et  *',  sa- 
voir : 

dans  l'ellipse,... .  4=  A  —  -j-,    *'  =  À+  — , 

dans  l'hyperbole,..  a±= —  —  A,    a/  =  ---  +  A, 

et  dans  la  parabole  qui  n'a  qu'un  seul  foyer,  s  x=  x  -f-  -. 

Ces  résultats  sont  remarquables  en  ce  que  chaque  rayon  vec- 
teur est  exprimé  en  Jonction  rationnelle  de  l'abscisse  du  point 
que  l'on  cousidère  sur  la  courbe. 

Les  foyers  jouissent,  exclusivement  à  tout  autre  point, 
d'une  semblable  propriété,  et  pour  le  démontrer,  nous  nous 
proposerons  la  question  suivante  :  l'une  quelconque  des  trois 
courbes  du  second  degré  étant  rapportée  à  ses  axes  princi- 
paux j  trouver  dans  son  plan  un  point  tel  que  sa  distance  à 
un  point  quelconque  de  la  courbe  soit  exprimée  en  fonction  ra- 
tionnelle de  l'abscisse  de  ce  dernier  point. 

(Cette  propriété  pourrait  servir  de  définition  aux  foyers  dans 
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les  courbes  du  second  degré,  si  l'on  supposait  que  l'on  fût  par- 
venu aux  équations  A*y%  zh  B*x*  =  db  A*B*,  y*  =ss  ipx ,  par 
la  transformation  des  coordonnées.) 

Traitons  d'alx>rd  la  question  par  rapport  à  l'ellipse. 

Désignons  par  x'y  y  les  coordonnées  du  point  cherché ,'  et 
par  x,y  celle  d'un  point  quelconque  de  la  courbe.  L'expression 
générale  de  la  distance  entre  ces  deux  points  est  y  comme  on  l'a 
vu  (n°  117), 

D%=,\/(x-x'y  +  (y-sy, 

ou,  développant  et  mettant  à  la  place  de  y  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  de  la  courbe     Ay  +  Bax'  =  A*B% 


»-t/ 


k*-j^x*>-i.x'x+x'*+&+y''—  2/.  Il/A*—  x\ 


1  , 

Or,  puisqu'on  demande  que  la  valeur  de  D  soit  rationnelle 

en  x y  il  faut,  à  plus  forte  raison,  que  son  carré  soit  rationnel, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  quel  que  soit  x>  qu'autant  que  le 

terme    %y  .  —  y  A*  —  x* .  disparaîtra;  mais  on  ne  pieut  avoir 
|/A*  —  x*  =  o,     puisqu'il  eh  résulterait 

i=±A,     d'où     jr  =  o  ; 

et  alors  ce  serait  considérer  un  point  particulier  de  la  courbe. 

Donc  il  faut  que  l'on  ait  y'±=oy  ce  qui  démontre  déjà  que 
s'il  existe  des  points  susceptibles  de  satisfaire  à  l'énoncé  de  la 
question ,  ces  points  doivent  se  trouver  sur  l'axe  des  abscisses. 

La  condition  j/  =  o  réduit  la  valeur  de  D  à 


/A*  —  Ba 
D  =  y       A%      x*  —  2x'x-r-x"  +  B*. 

Or,  on  sait  déjà  que  pour  qu'un  trinôme  du  second  degré, 
mx*  +  nx+p>  soit  un  carré  parfait,  fl  faut  que  les  coeffi- 

ciens  m,  n,  p  soient  liés  entre  eux  par  la  relation 

n*  —  fimp  =  °; 
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appliquant  cette  condition  à  l'expression  ci-dessus,  on  doit 

avoir  4*"--  4.^=2!.(^»+B*)=:o, 

équation  d-ok  Ton  tire ,  toute  réduction  faite, 

x'â  =  Aft  — B%  et  par  conséquent,  j!=±.\/Il*—  B*, 
ou ,  posant  pour  plus  de  simplicité  Àâ—  B*  ==  c*t 

Portons  cette  double  valeur  de  x$  dans  l'expression  de  D  ; 
il  vient  . 

D=  \/ ^x»=p2ça?+A§,  . 
donc  D  =  ±  (—  zp  À  \ 

Comme  on  ne  doit  avoir  égard  qu'aux  valeurs  positives  4e 

CX 

D,  et  que  l'on  a    c  <  A,  d'où   -r-  <  Aâ     pujsque  a?  est  tout 

au  plus  égal  à  A,  il  s'ensuit  que  si  Ton  appelle  z  et  %'  le^ 
deux  valeurs  de  D  correspondantes  à  ar'  =  -f-  c  et  j/z=—c9 
on  obtient  enfin 

A  C*  '  A   _l_Ca?     ' 

Ainsi  l'on  voit  que  les  points  qui  jouissent  de  la  propriété 
énoncée  sont  au  nombre  de  deux*  qui  se  trouvent  placés  sur  le 
premier  axe,  à  droite  et  à  gauche  du  centre,  à  une  distance 

.  c  =  |/Am— B*. 

En  répétant  absolument  les  mêmes  raisonnemens ,  par  rap- 
port à  I'hyperbole,  on  serait  conduit  au  résultat 


a/«±V/A»+  B*  =  d=c    (l/A*-T-B»=:c); 
et  les  deux  valeurs  de  O  seraient ,  à  cause  de  —  >  A , 
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ex  ,     ex 

36  ^S  -——  —•  A  y  2  M  — — —  ^^  A* 

A  A 

Quant  à  la  parabole,  on  obtient  par  la  substitution  de  la  va- 
leur y  =  dz{/zpx  dans  l'expression  générale  de  D , 


D  =  V**  —  2  (x'—  p)  a:  4-  x'a+/*+  a/  \/apx. 

Comme  le  terme  %y^ipx  doit  d'abord  disparaître,  il  faut 
que  Fon  ait     y  as  o ,    ce  qui  réduit  D  à 

D  =  v/x*  —  2(x'  —  p)jc-+.;r'*; 

et  pour  que  cette  fonction  de  x  soit  rationnelle ,  on  doit 
avoir  la  relation 

4(^  —  ?Y  —  4*'*  =  °; 

d'où  l'on  déduit  ^=-, 

râleur  qui ,  reportée  dans  celle  de  D ,  donne  enfin 


D=^/ 


x*  +  px  -+-  y-  =  x  +  - . 

A*.  2?.  L'équation  de  condition  étant  du  second  degré  jeu 
x/,  doit  donner  en  apparence  (deux  valeurs  ;  mais  comme  les 
deux  termes  en  x'*  se  détruisent ,  il  s'ensuit  que  l'une  des  ra- 
cines est  infinie,  et  par  conséquent,  que  le  second  foyer 
est  situé  k  l'infini  sur  l'axe  principal  :  cela  tient  a  l'analogie 
établie  (n°  a44)  entre  la  parabole  et  l'ellipse. 

On  trouvera  peut-être  que  nous  nous  sommes  trop  étendu 

sur  ces  premières  notions;  mais  nous  avons  cru  devoir  en- 

*  trer  dans  tous  ces  détails,  afin  de  donner  aux  commencans 

des  idées  nettes  sur  les  élémens  des  trois  courbes  du  second 

degré. 
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§  IV.  Identité  des  courbes  du  second  degré  avec  les 

sections  du  cône. 

268.  Les  courbes  du  second  degré  sont  aussi  appelées  sac* 
tions  coniques,,  parce  qu'on  les  obtient  en  coupant  un  cône  par 
un  plan,  et  que  ce  sont  les  seules  lignes  qu'on  puisse  obtenir. 

Pour  le  démontrer ,  proposons-nous  de  rechercher  l'équa- 
tion de  la  courbe  qui  résulte  de  l'intersection  d'un  cône  droit 
Fig.i5i.  SÀDBE  (fig.  i5i  )  par  un  plan  quelconque. 

Soient  SG  l'axe  du  cône,  CD  le  rayon  de  la  base,  LL'  la 
trace  du  plan  sécant  sur  celui  de  la  base,  et  OMOTtf'  la  courbe 
d'intersection. 

Abaissons  du  point  C,  CG  perpendiculaire  sur  LL';  puis, par 
SG  et  GG  conduisons  un  nouveau  plan  (que  nous  appellerons 
plan  principal;  c'est  ainsi  qu'on  nomme  tout  plan  qui  passe 
par  l'axe  du  cône);  l'intersection  de  ce  plan  arec  celui  de  la 
courbe  est  une  droite  O'OG  perpendiculaire  à  LL',  d'après 
une  proposition  connue  des  plans,  et  c'est 'cette  ligne  OC  que 
nous  prendrons  pour  l'axe  des  x\  OT  parallèle  à  LL',  ou  per- 
pendiculaire à  OCX,  sera  l'axe  des  y. 

Par  un  point  quelconque  P  de  OO',  concevons  un  plan  pa- 
rallèle à  la  base,  et  dont  l'intersection  avec  le  cône  est,  comme 
on  le  sait  déjà ,  une  circonférence  de  cercle.  Ce  plan  coupe  le 
plan  principal  suivant  1H  parallèle  à  AB,  le  plan  sécant 
suivant  une  ligne  MPM'  parallèle  à  LL',  et,  par  conséquent, 
perpendiculaire  à  la  fois  à  OQf  et  IH  (  puisque  LL'  est  eBe- 
même  perpendiculaire  à  GO  et  à  GC). 

Maintenant ,  faisons 

OP  =  *,  MP  =  y,  SO=a9  angle SOO'  =  «, 

angle  OSO',    ou  ASB  =  C:    d'où  ASC  =ic, 

a 

et    SAB  =  ioo°  — if. 
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Cela  posé,'Comme  MP  est  ane  ordonnée  commune  au  cercle 
et  à  la  courbe,  on  a  (n°  166) 

/  =  IPX  PH,....  (t) 

et  la  question  se  réduit  à  déterminer  IP,  PH  en  fonction  de 
x  et  des  quantités  données. 
Or,  le  triangle  OIP  donne  * 

ip  :  op  ::  sin  iop  :  sût  oip, 

ou,  à  cause  de     sin  IOP  sa  sin  SOC  =  sin  «, 

sin  OIP  aa  sin  SAB   =  co*  -  g. 

ip:x::  siri«:cosic;   donc  ip  =  ^±în-?. 

2  cos  £  £  * 

Ayant  de  déterminer  PH,  recherchons  la  valeur  de  OC- 
on  a,  d'après  le  triangle  SOC,  ' 

oa  :  os  ::  sin  ose  : «noo's,  ou  oo'  :  a  ::  sinff  : sin(«+g); 

d'où  oc  ss     a8ÏnC 

sin(*+g)- 

Onendéduit    PC  =  OC  —  OP  =  — î!*ï£_  _  ^ 

sin(#+g)       x# 

Actuellement,  le  triangle  PO'H  donne 

ph  :  PC  ::  sin  pch  :  «n  phc, 

ou  bien,     ^  :8l^^_x::8in(#  +  C):c08ie; 

donc  PH_g«ng  — giinfa  +  ft 

cos^g 

Substituant  les  valeurs  de  IP,  PH  dans  l'équation  (i),  on 
obtient  pour  l'équation  de  la  courbe  cherchée, 

»  _  a? sin  et  /flsin  g  — a:sin(g4-  g)  \ 
cosig\  cSsl?  /' 


21.. 
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sin 


ou 


y*  =         y  ^  [asinC.x  —  sin  (<  +  {).«*].. ..  (a) 


269.  Cette  équation  étant  du  second  degré/  il  s'ensuit 
d'abord  que  toutes  les  sections  coniques  sont  des  courbes  du 
second  degré. 

De  plus»  en  la  comparant  à  l'équation  yB  =  zpx  +  <}**> 
qui  (n°  246)  représente  une  ellipse,  une  parabole,  ou  une  hy- 
perbole, suivant  que  q  est  négatif,  égal  à  o ,  ou  positif,  on  re- 
connaît que  la  section  est  une  ellipse  ,  toutes  les  fois  que  le 

coefficient     — sin«* . ,  „         est  négatif;  une  parabole, 

cos  ïb  °  r 

si  ce  coefficient  est  nul;  et  une  hyperbole,  lorsqu'il  est  po- 
sitif. 

Mais  remarquons  que,  dans  l'expression  de  ce  coefficient, 

1 
cos*  -  €  est  une  quantité  essentiellement  positive;  il  en  est  de 

même  de  sm  ce,  tant  qu'on  suppose  a,  compris  entre  o°  et  2000. 
(  Or,  nous  Terrons  tout  à  l'heure  qu'il  est  inutile  de  lui  donner 
des  valeurs  plus  grandes.  )  Ainsi  le  coefficient  de  x*  dépend  uni- 
quement du  signe  de  sin  (et  -f-  £)• 

Gela  posé,  afin  de  mettre  le  plan  sécant  dans  les  situations 
propres  à  donner  toutes  les  sections  coniques  possibles ,  nous 
supposerons  que  ce  plan  tourne  autour  de  la  ligne  OT 
(fîg*  *5i  )  comme  charnière,  en  sorte  que  la  ligne  00', 
cPabord  couchée  suivant  OS ,  forme  ensuite  tous  les  angles  pos- 
sibles avec  OS. 

En  premier  lieu,  la  droite  OG  étant  couchée  sur  OS,  la 
trace  du  plan  sécant  sur  la  base  est  une  tangente  KK'  à  cette 
base,  et  il  est  visible  que  le  plan  touche  la  surface  suivant 
AS;  ainsi  la  section  est,  dans  ce  cas  particulier,  une  ligne 
droite. 

En  effet ,  soit    et  =  o ,    l'équation  se  réduit  à    y%  =  o. 

Supposons  actuellement  que  la  droite  GOO*  soit  dans  une 
position  telle,  qu'elle  rencontre  les  deux  génératrices  SA,  SB 


/ 
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d'un  même  cèté  du  point  S  ;  on  a  évidemment  ,  dan*  oe  cas , 
*  +  C<aoo°,  d'où  wi(«  +  C)po«fc/,  et  —  sin  («  +  0 
négatif;  donc,  la  courbe  est  un*  ellipse.  En  effet,  on  obtient 
alors  une  courbe  rentrante  et  fermée. 

Dans  cette  même  circonstance!  l'angle  «  peut  être  égal  à 
l'angle  SOR,  c'est-à-dire  qne  la  droite  OC  peut  devenir  pa- 
rallèle à  AB;    or,    *=SOR  =  SAB  =  ioo°—  -C,     donne 

sin*  =cos  - C,et  sin  (•  +  £)  =  «inf  iooa+i£j  =  eos^tf; 
„  ,     sin  «  sin  (•  +  C) 

doù   — coTIT™ 

L'équation  devient  alors  de  la  forme  ^*  =  arx  —  x*j  et 
l'ellipse  dégénère  en  une  circonférence  de  cercle,  ce  que  nous 
savons  déjà. 

Lorsque  la  droite  OG ,  continuant  de  tourner ,  vient  dans 
une  position  parallèle  à  la  génératrice  SB  (fîg.  i5a),  le  plan  Fig.i*- 
sécant  devient  lui-même  parallèle  a  cette  génératrice,  et  le 
triangle  SOO'  cesse  d'exister,  ou  son  sommet  (f  est  situé  à 
une  distance  infinie  ;  on  a,  dans  ce  cas, 

«  -f.  £  =  aoo#,  d'en  sin  (•  +  C)  =  o . 

Ainsi,  la  courbe  est  une  parabole.  Cest  en  effet  une  courbe 
qui  s'étend  indéfiniment  au-dessous  de  la  charnière  OT. 

Mais  quand  la  droite  OG  (fig.   i53)  se  trouve  dans  uneFîg.i53. 
position  telle,  qu'étant  prolongée  au -dessus  de  la  charnière, 
elle  rencontre  la  génératrice  SB  dans  son  prolongement  en  O' , 
on  a  évidemment  alors 

«  +  C>  200° ,  d'où  sin  («  +  C)  négatif,  et  —  sîn  («  +0  positif 

La  courbe  est  donc ,  dans  ce  cas,  une  hyperbole.  On  voit ,  eu 
effet ,  qu'elle  se  compose  de  deux  branches  opposées-  qui  s'é- 
tendent indéfiniment  sur  l'uQe  et  l'autre  nappes  de  la  surface 
conique. 
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La  droite  OG  Tenant  à  se  confondre  avec  Oà,  la  trace  du 
plan  sécant  redevient  tangente  en  A  à  la  circonférence  de  la 
base;  et  la  section  se  réduit  de  nouveau  à  une  droit*. 

En  effet,  «=  200°  donne  sin  «=  o ,  d'où  y*  =  o. 

Lorsque  l'angle  «  devient  plus  grand  que  2000,  la  droite  GO 

Fig. i5i.  (fig.  i5i  )  prolongée,  reprend  les  positions  qu'elle  avait  prises 

d'abord  ;  et  J'on  retombe  sur  les  mêmes  courbes.  L'angle  *  doit 

donc  rester  compris  entre  o°  et  200%  comme  nous  l'avions 

établi  plus  haut. 

Soit,  comme  cas  particulier,  a  =  o;  ce  qui  correspond  à 
la  supposition  que  le  plan  sécant  passe  par  le  point  S. 

L'équation  générale  devient  alors 


J  COS'ï*  '  v 


et  il  peut  se  présenter  trois  cas  : 
On  l'on  a  (Jlg.  i5i) 

*-+"£<2oo°,   d'où    sin(«  +  C)>o    et    —  sin  («+£)<  ** 

on  négatif.  Dans  ce  cas,  il  est  visible  que  l'équation  ne  saurait 
être  satisfaite  que  par  x=o,  y  =  o-f  ainsi,  la  courbe  se  ré- 
duit à  un  point  qui ,  comme  on  l'a  vu  (n*  256) ,  est  une 
variété  de  l'ellipse-  Cette  circonstance*  lieu,  lorsque  la  droite 
GO  prend  une  position  SN  intérieure  à  l'angle  A'SB,  puisque 

l'on  a  évidemment  A'SN  -J-  ASB  ou  «  +  C  <  200°. 

Fîg,  i5a.      Ou  bien,  l'on  a  *+C=20o°,  d'où  sin  (**\-C)=o  (fig.  i52); 

et  l'équation  se  réduisant  à  y*  =  o ,  la  section  devient  en- 
core une  ligne  droite  j  qui  n'est  autre  cbose  que  SE  Cest  une 
variété  de  la  parabole. 

Enfin,  on  peut  avoir    «  -f"  £>2oo°j  d'où  —  sin(«+C) 
positif. 

L'équation  (3)  prend  alors  la  îormey=dbxt/ ~s — -  > 

et  représente  un  système  de,  deux  droites  qui  se  coupent. 
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-  Cette  circonstance  a  lien  lorsque  la  étroite  OG  passant  par  le 
point  S  [fig.  i53) ,  rencontre  AB  entre  les  points  A  et  EL  11  Rg.  i£3. 
est  visible  que  le  plan  sécant  détermine  alors  sur  la  surface 
du  cône ,  deux  génératrices  SD,  SE;  c'est  un  cas  particulier 
de  l'hyperbole. 

Nous  pouvons  conclure  de  cette  discussion,  que  le  cône 
droit  j  par  ses  intersections  avec  un  plana  donne  lieu  aux  diffé- 
rentes courbes  du  second  degré  et  à  leurs  variétés.  Les  dimen- 
sions de  ces  courbes  dépendent  de  trois  élémens  principaux» 
savoir  :  l'angle  au  centre  du  cône ,  ou  C,  qui  peut  être  aussi  petit 
ou  aussi  grand  que  l'on  veut;  la  distance  a  du  sommet  au  point 
de  la  génératrice  SA ,  par  lequel  on  fait  passer  le  plan,  et  cette 
distance  peut  croître  depuis  o  jusqu'à  l'infini;  enia>,  l'angle 
*  qui  doit  rester  compris  entre  o*  et  ao©°. 

N.  B.  Le  système  de  deux  droites  parallèles  qui  est,  comme 
on  l'a  vu  y  une  variété  de  la  parabole ,  semble  faire  exception 
à  la  conclusion  précédente»  Mais  nous  allons  recoanattse  qu'on 
peut  également  l'obtenir  dans  la  supposition  de  C  =  o ,  sup- 
position qui  fait  dégénérer  le  cône  en  un  cylindre. 

370.  Cherchons  d'abord  l'équation  des  sections  cylindriques. 
Avant  d'introduire  la  condition  C=  o  dans  l'équation  fâ) ,  il 
est  nécessaire  de  lui  faire  subir  une  légère  modification. 

On  a  trouvé  (n°  268} ,  pour  la  distance  OC , 

ruv  a  sm  C 

sm  (ce  -f-  b) 

Désignant  par  aA  cette  distance,  on  peut  donner  à  l'équation, 
(a)  la  forme  suivante  : 

sin«sin(«4-g) 
y       côs**C (*Ax  — *■)...   (4) 

Cette  équation  est,  en  apparence  >  plus  simple  que  l'équa- 
tion (a);  mais  il  n'eut  pas  été  aussi  facile  d'en  déduire  toutes' 
les  sections  coniques,  parce  que  À  devient  infini,  dans  l'hypo- 
thèse de  la  parabole. 
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Faisons  maintenant  C=o;  ce  qui  réduit  le  cône  à  un  cy- 
R*i5flindre0^.  i54). 

Il  en  résulte    sin  (#  +  C)  =  sin  «    et    cos  -  C  =  i. 
D'un  autre  côté,  le  triangle  rectangle  OO'K  donne 

OCX  ou  2A=  -r-7v77iF  =  -: 

sin  O  OK.       sin  « 

(r  désignant  le  rayon  de  la  base);  donc  l'équation  (4)  se  réduit  à 

j^rrsarsina.x  —  x*sin*a...     (5) 

Telle  est  l'équation' générale  de  F  intersection  d'un  cylindre 
par  un  plan. 

On  peut  y  parvenir  directement  d'après  la  figure  actuelle. 

On  a  d'abord     MP    ou    y*  —  PI  X  PH  ; 

mais  les  triangles  OIP,  0/PH  donnent  IPaexstn*, 

PH  =  PO'  sin  cl  =  (a  A  —  x)  sin  «; 

ou,  à  cause  de  aA  =  -r— , 

7  sin# 

PH=/-: — —  x  )sin*=:2r—  «sin*.         Donc, 
Asin  a         / 

/=*  sin  *  (ar — -  a:  sin  »)  =  2r  sin  a. .  x  —  x*  sin'a. 

Comme  dans  l'équation  (5),  le  coefficient  de  x*  est  essentielle- 
ment négatif  (excepté  pour  «  =  o ,  cas  que  nous  examinerons 
tout  à  l'heure) ,  il  s'ensuit  (n°  ifô)  que  foufe  section  cylindrique 
est  une  ellipse;  et  si  l'on  compare  cette  équation  avec  celle 

B* 
de  l'ellipse  rapportée  à  son  sommet,  ^*=—  (aÀx  —  xft),  on 

reconnaît  que  le  premier  axe  aA  a  pour  valeur   — 


sin  a 

B* 
Pour  obtenir  le  second ,  il  faut  poser  -j-  =  sin*  «;    d'où.  . . 

B*  =  A*  sin*  a  =  r*;    ce    qui  prouve    que    le  second  axe  est 
constant  et  égal  au  diamètre  de  la  bas*. 
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Ainsi!  les  sections  cylindriques  sont  des  ellipses  ayant  un 
axe  commun. 

Actuellement,  il  s'agit  de  déduire  de  l'équation  (5),  le  cas 
particulier  du  système  de  deux  droites  parallèles. 

Si  Ton  fait  «  =  o  dans  cette  équation,  elle  se  réduit  à 
/=o,  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  S  une  seule  droite; 
c'est  celle  de  la  droite  AA'.  Tant  que  l'on  supposera  que  le  plan 
sécant  tourne  autour  du  point  O  de  la  génératrice ,  il  est  clair 
que,  dans  l'hypothèse  de  *  =  o,  on  ne  pourra  jamais  trouver 
que  y*  =  o;  mais  si  l'on  fait  tourner  le  plan  autour  d'un  autre 
point  de  OC ,  le  plan  donnera  évidemment  deux  génératrices 
de  la  surface ,  dès  qu'on  fera  a  sa  o. 

Prenons,  par  exemple,  le  point  G  pour  centre  de  rotation, 
et  par  conséquent ,  pour  origine  des  coordonnées. 

Soient 

CG=6,  CA=r,  d'où  AG=i  —  r,  OG=^^  =  ~; 

sin  GOA      sin  » 

nous  poserons  dans  l'équation  (5),     xsx-^ ;     et  il 

sin  « 

viendra 

3^=  2rsin«  f  x : }  —  (x  —  — : J  sin*«, 

\  sin«/      \         sin  a  y 

ou 

^*=arsin  a .  x — *r(b—r) — x*  sin*  «+2(6 — r)  sin  «  •  x — (A — r)tt , 
ou  simplifiant ,     y*  =  —  x*  sin*  «  +  ai  sin  et .  x  -f-  r*  —  b*. 

Telle  est  l'équation  générale  des  sections  cylindriques  rap- 
portées au  point  G ,  comme  origine. 

Soit  fait  maintenant  et  =  o ,  d'où  sin  «  =  o  ; 
l'équation  se  réduit  à 

y*=r*—  b\  d'où  y  =  ±  V>  —  *'. 

Ce  résultat  exprime  évidemment  la  position  d'un  système  de 
deux  droites  parallèles  (fig.  i55);  mais  pour  que  ce  système  Fig.i 55. 
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soit  réel ,  0  fcat  que  l'on  ait  A,<r,  c'est-à-dire  que  b  dis- 
tance GG  soit  moindre  que  CA.. 

Si  l'on  suppose  *  =  o,  l'équation  devient  yzz  db  r;  c'est  le 
système  de  deux  génératrices  dont  le  plan  passe  par  l'axe  du 
cylindre.  Dans  le  cas  général,  on  a  deux  génératrices  quel» 
conques,  telles  que  EE',  FF'. 

De  la  section  anti-parallèle  à  la  base,  dans  le  cône 

oblique. 

371.  Le  cône  oblique,  à  base  circulaire,  donne  également 
lieu  aux  trois  courbes  du  second  degré;  mai»  il  fouit  en  outre 
d'une  propriété  qui  n'appartient  pas.  au  cône  droit  :  c'est  que 
le  plan  sécant  y  produit  des  circonférences  de  cercle,  son* 
deux  inclinaisons  différentes  par  rapport  à  la  base. 

Commençons  par  rechercher  l'éguation  générale  de  l'intact 
section. 

Fig.i5&  I^>urcela,nousrépéteronssurkc6neoMiqueSADBE(l/^>.i56)^ 
la  même  construction  que  sur  le  cône  droit  (n°  267);  seulement, 
nous  observerons  que ,  comme  l'axe  du  cône ,  SC ,  n'est  plus  per- 
pendiculaire à  la  base,  la  trace  LL'  du  plan  sécant  sur  celui  de 
la  base  est  bien  perpendiculaire  k  GC  par  construction,  mais- 
ne  l'est  pas  nécessairement  à  GO'  ;  d'où  il  suit  que  la  ligne  MM' 
intersection  du  plan  sécant  avec  le  plan  parallèle  a  la  base, 
mené  par  le  point  P,  est  perpendiculaire  à  IH,  mais  oblique 
par  rapport  à  OO'. 

D'après  cette  observation,  puisque  MP  est  toujours  perpen- 
diculaire  à  IH,  on  a  la  relation  y*  =  1P  X  PH. 

Or,  on  trouvera  comme  précédemment  t  IP  = — : — j- , 

00'=r^îs,  d'où  PO'=00'-OP  =  ^i™£__x, 

(sin«  +  w)  sin(«-f~») 

et  par  conséquent, 
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__       PO*  sin  (•  -f-  €)       a  sin  C  —  x  sin  (*  +  £) 
~       6in  PHCX       —  sinB  ' 
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[les  angles  A ,  B,  formés  à  la  base  du  cône ,  sont  liés  avec  l'angle 
C  par  la  relation 

A-M  +  Cssaoo*;    d'où    sinB  =  sin  (A+C)]. 

Ainsi,  la  valeur  de  j<*  devient,  toute  simplification  faite, 

sin  «  sin  («  +  Q       /    c»i*g  A 

*        sinAsin(A  +  e)XVsin(«4-0  J 

Cette  équation  représente  une  ellipse,  une  parabole  ou  une 
hyperbole ,  rapportée  à  un  système  d?amt%  obliques  *  suivant  que 
sin  0  +  C)  est  positif,  égal  à  o,ou  négatif \  ou  bien,  [suivant 
que  l'on  a 

«  -f»  C  <  200°,  =  2oo°,  >  2000. 

(Voyez  ce  qui  a  été  dit  n°*  2S7  et  258,  en  supposant  toutefois 
l'ellipse  et  l'hyperbole  rapportées  à  l'une  des  extrémités  d'un 
des  diamètres  conjugués.) 

27a.  Je  dis  maintenant  que  la  courbe  d'intersection  peut 
être  un  cercle  de  deux  manières  différentes. 

■ 

Pour  le  démontrer,  mettons  l'équation  sous  la  forme 

.         sin  m  sin  (ce  •+-  O      ft  *  *i™  «c  sin  C 

r  +  sinAsin(A  +  C)#a?    "~  sin  A  sin  (A  +  O**" 

Gela  posé,  soit  d'abord *  =  A,  ou  le  plan  sécant  parallèle 
à  la  base;  il  en  résulte 

sin  «  =  sin  A,  sin  (*  +  £)  =  sin  (A+C) 

,,  ,  sin  «  sin  (*  +  C)  . 

'  sin  A  sin  (A  +  C)  —  *  ' 

Soit  encore  «  =  B  =  2000  —  (A  +  C)j. 

il  en  résulte  sin  «  =  sin  (A  4-  £), 

et         sin  (#  -f-  C)  =  sin  (200°  —  A  —  C  +  C)  =  sin  A; 
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„  ,  sitl  «  sin  (*  •+-  C) 

d'où  - —  >      '. — £-  =  i . 

sin  (A  +  *j  «a  A 

Dans  ces  deux  hypothèses  ,  m  ==  A,  «  =  B,  l'équation 
prend  la  forme  ^y*  -f-  xâ  as  Kx  de  l'équation  do.  cercle 
(n°  166),  lorsque  l'origine  est  placée  à  l'extrémité  d'an  dia- 
mètre pris  pour  l'axe  des  x. 

A  la  vérité  >  pour  que  cette  équation  représentât  réellement 
une  circonférence  de  cercle ,  il  faudrait  que  l'ordonnée  PM  fut  à 
la  fois  perpendiculaire  a  OO'  et  à  IH;  mais  il  est  facile  de  mettre 
le  plan  sécant  dans  une  situation  telle ,  que  cette  condition  soit 
satisfaite. 
Fig.157.  En  effet y  soit  ST  (fig.  iS*]  )  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  S  sur  la  base.  Joignons  le  centre  C  de  la  base  au  point 
T ,  puis  en  un  point  quelconque  G  de  CT ,  menons  LL'  perpen- 
diculaire à  cette  droite,  et  conduisons  un  plan  sécant  quelcon- 
que par  LL'  -,  il  est  évident  que,  pour  tous  les  plans  passant 
par  LL' ,  la  condition  dont  nous  Tenons  de  parler  sera  rem- 
plie. Si  donc  on  suppose  en  outre,  le  plan  tellement  dirigé  que 
l'angle  SOG  soit  égala  l'angle  B,  l'équation  y*+x*  =  Kx 
sera  celle  d'une  courbe  rapportée  à  des  axes  rectangulaires ,  et 
par  conséquent  représentera  une  circonférence  de  cercle. 

On  est  convenu  de  désigner  la  section  OMC/M'  ainsi  obte- 
nue ,  sous  le  nom  de  section  anti-paraUkle  à  la  base. 

A".  B.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  hypothèses    *  =  A  , 

«  =  B.  sont  les  seules  ou  le  coefficient  -. — r — : — A    ,  >x-  puisse 
9  sinÀsin(A  +  C)  r 

être  égal  à  1 . 

En  effet,  posons 

sin  «  «in  (•  +  £)  ,     .        .  _       .         .  ,     ,^ 

fin  A  sin  (A  +  g)  =  l'  àoh  «■  •«■(•+«)=»»  A  •*(*+*)• 

Or,  on  a  trouvé  (n?  74) 

cos  (a  —  b)  —  cos  (a  *f~  *)  =  *sin  a  6În  £j 
'    et  si ,  dans  cette  formule,  on  fait 
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a  =  4  +  C,      &=«,      d'où      a  +  b=**  +  C,      a  —  b=Cf 
on  en  déduit  asin  «  sin  (#  +  £)  =  <*>*  C  —  cos  (a«  +  £)• 

On  trouverait  encore 

a  sin  Â  sin  (A  «+»  £)  =  cos  C  —  cos  (aA  +  Oî 

ce  qui  donne  l'équation  de  condition 

cos  (a#  +  C)  sa  cos  (aA  -f-  C). 

Or,  cette  équation  ne  peut  être  satisfaite,  à  moins  que  l'on 
n'ait 

i°.  a«  4-  C  =  aA  +  C;       d'oh    *=A, 

a°.  a#+C=4oo°— (aA+Qj  d'où  •Bsaoo0  — (ArK)»sB. 


Donc ,  etc. 

Nous  verrons,  dans  le  huitième  chapitre ,  que  cette  propriété 
du  cône  oblique  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  dont  jouis- 
sent les  sur  faces  du  second  degré. 


«s 


CHAPITRE  V. 

Propriétés  principales  des  Sections  coniques. 

■ 
■ 

*  Observation  préliminaire.  On  a  vu  (n°  a35)  que,  pour 
passer  de  l'équation  de  l'ellipse  à  celle  de  l'hyperbole,  il  suffit 
de  changer  B*  en  — •  B*  ;  il  résulte  de  là  nécessairement  que 
'ces  deux  courbes  doivent  offrir  une  très  grande  analogie  dans 
leurs  propriétés ,  et  surtout  dans  les  démonstrations  de  ces  pro- 
priétés. Nous  éviterons  donc  beaucoup  de  répétitions  inutiles , 
si,  après  avoir  reconnu  une  propriété  quelconque  pour  l'ellipse, 
qu'on  doit  regarder  comme  la  courbe  la  plus  simple  et  celle 
dont  l'usage  est  le  plus  habituel,  noua  nous  bornons  à  énoncer 
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la  propriété  analogue  dans  l'hyperbole,  en  ayant  soin  toutefois 
d'insister  sur  celles  qui  pourraient  offrir  quelques  différences, 
soit  dans  leur  nature ,  soit  dans  leurs  démonstrations. 

s 

Quant  à  la  parabole,  qui  n'a  pas  de  centre,  et  dont  les  axes 
principaux  ou  conjugués  sont  infinis,  comme  ses  propriétés  ne 
peuvent  avoir  qu'une  analogie  très  éloignée  avec  celles  des  deux 
autres  courbes,  nous  en  présenterons  une  théorie  tout~â-fait 
distincte. 

DE   L'ELLIPSE   ET  DE   L  HYPERBOLE. 

§  Ier,  Propriétés  de  ces  Courbes  rapportées  à  leurs 

axes  principaux. 

♦  *a*}3»  Caractères  analytiques  des  points  pris  sur  la  courbe, 

au*dedans  ou  au-dehors  de  la  courbe.  L'équation  de  l'ellipse 

Fig.i5&  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  principaux,  étant  (fig.  i58) 

Ay  +  b*x*  «a  AêBa, 

on  a  d'abord ,  pour  chacun  de  ses  points  M ,  la  relation 

Ay  +  BV  —  A**  =  o. 

Maintenant,  si  l'on  considère  un  point  N  intérieur  à  cette 
courbe,  comme  l'ordonnée  HP  de  ce  point  est  moindre  que 
l'ordonnée  MP  correspondante  à  la  même  abscisse  OP,  il  s'ensuit 

que  A* «HP  est  moindre  que  A*.MP;  ainsi)  Fon  a  pour  le 
point  N,    Ay  +  BV  —  A*B»  <  o. 

Pour  un  point  N'  extérieur,  l'ordonnée  N'P  est  pins  grande 
que  MP ,  et  l'on  a  nécessairement    Ay  +  B***  —  AaB*  >  o. 

AT.  JB.  Sx  le  point  extérieur  avait  la  position  N#,  pour  la- 
quelle il  n'y  a  point  d'ordonnée  delà  courbe,  correspondante,* 
comme  l'abscisse  de  ce  point  serait  déjà  plus  grande  que  OB9 
ou  A,  il  en  résulterait  BV  >  A'B*}  d'où,  à  jortion, 

Ay  +  BV  —  A*  >  o. 

On  démontrerait  de  même  que,  dans  l'hyperbole 
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le  caractère  des  points  pris  sur  la  courbe,  est 

Ay  —  B*x*  +  AmB*  =  o, 
au-dedans Ay  —  BW  +  A*B*  <  o, 

.    au-dehors Ay —  BV  -f-  A*Bâ  >  o. 

Les  deux  inégalités  sont  évidentes  pour  des  points  tels  que 
"H  et  N' ,  pour  lesquels  on  a  NP<  MP ,  et  NT>  MP  (fig.  1&9).  Fig. i5g. 
Quant  au  point  N* ,  dont  l'ordonnée  tombe  entre  les  points  A 
et  B,  comme  on  a  OQ'<OB  on  A,  il  en  résulte  A*Ba— B»x*>o; 

d'où,  à  plus  forte  raison,      Ay  —  B\r»+ A*>  o. 

174.  Les  définitions  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  fournissent 
encore  pour  les  points  pris  sur  la  courbe*  au-dedans  on  an- 
dehors,  un  caractère  qu'il  est  important  de  connaître. 

Pour  chaque  point  M  de  l'ellipse ,  on  sait  que  la  somme  des 
distances  F'M+FM  (fig.  1 58),  est  égale  à  2 A.  Fig.i53. 

Pour  un  point  R  intérieur,  comme  on  a 

FR  +  RF  <FM  +  MF,  il  en  résulte  FR  +  RF  <  *À. 

Pour  un  point  R'  extérieur,  on  a,  au  contraire, 

FR'  +  R'F  >  FM  +  MF;  d'où  FR'  +  R'F  >  aA. 

Considérons  aotaeUemcnt  l'hyperbole.  Pour  un  point  quel- 
conque M  de  la  courbe,  la  différence  des  distances,  FM— MF, 
est  égale  à  a  A. 

Soit  un  point  intérieur  RC/%.  i5g);  en  joignant  ce  point  Fig.  i5g. 
aux  points  F  et  F,  on  a  FRs=FM+MR,  et  RF<MF+MRi 
d'où  l'on  déduit  FR  —  RF>Flf  +  MR  —  MF— MRt 
ou  Fit— RF>FTil  — MF>aA. 

Mais  si  l'on  a  nn  point  extérieur  tt' ,  comme  la  figure  donne 
FH'sbFM  —  MR',  et  FH'>MF  — MR', 
il  eu  résulte 

FR'—  FR'  <  FM  — ME'— MF  +  MR'<  iA. 
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275.  De  l'équation  de  Peliîpse,  on  Séduit  y%=  —  (Aa—  xa)  ; 

on  bien ,  — - ; — sttt x  =  TZ  • 

'(A  +  x)(A  —  x)      A* 

Soient  donc  M  un  point  quelconque  de  U .  courbe,  x  et  y  les 
coordonnées  de  ce  poinjt^  il  «et  ,évi4ent  a^a  vA  *f-  x»et  A  —  x 
Fig.i58.  (y^.  i58)  représentent  les  distances  AP,.BJP  des  sommets  de 
la  courbe,  au  pied  de  l'ow(oni»é6M£>.  ainsi»  l'équation  précé- 
dente devient  . 

MP  Ba  •  . 

— — - —  =  — ,   ou   mp:  APxPB  ::b*:  Aa; 

ce  qui  prouve  que  le  carré  d'une  ordonnée  quelconque  est  au 
produit  des  deux  distances  du  pied  de  l'ordonnée  aux  sommets 
de  la  courbe,,  dans  un  rapport  constant;  en  d'autres  termes  * 
<les  carrés  des  ordonnées  sont  respectivement  proportionnel*  aux 
rectangles  des  distances  des  pieds  de  ce*  ordonné**  aux  sommets 
de  la  courbe. 

Si  l'on  suppose  B=  A ,  la  relation  se  réduit  à  y%  »  A*  —  x*, 
ou  ^a==(A  +  x)  (A  — x);  c'est-à-dire  que  le  carré  de  For- 
donnée  au  diamètre  d'un  cercle  *  est  égal  au  rectangle  des  seg* 
mens  de  ce  diamètre  firmes  par  V ordonnée;  oulrien,v  qoê'Por- 
donnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  segmehs  du  dia- 
mètre ;  propriété  déjà  oasyme»  ■ 

y*    •  *  41H» 

On  a  également  pour  l'hyperbole,  /gl^iaMi^  =  ji  î 

Fig.i5g.mais  x-f-  A  =  AP,  x  —  A=s=BP  {fig.  169);  s 

MP*  B» 


donc 


APXPB- A*- 


Ainsi ,  la  propriété  ci-dessus  a  également  lieu  pour  l'hyper- 
bole. La  seule  différence,  c'est  que  dans  l'ellipse ,  le  pied  de 
l'ordonnée  est  situé  entre  les  points  A  et  B,  tandis  que  dans 
l'hyperbole  le  pied  de  l'ordonnée  est  placé  sur  le  prolongement 
de  AB,  soit  à  droite,  soit  à  gauche. 


I 
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bans l'hypothèse  dé  Bc  A,  ou  de  l'hyperbole  éqtiilatère, 
la  relation  se  réduit  a  ^*^e(j:+ A)  (a>— A);  ee  qui  signifie  que 
&  carré  de  F  ordonnée  est  égal  au  .rectangle  des  segment  du 
premier  axe  j  compris  entre  les  sommets  de  la  courbe  et  le  pied 
de  l'ordonnée;  propriété  analogue  à  celle  du  cercle» 

Au  reste,  la  propriété  précédente  n'est  qu'un  cas  particulier 
d'une  autre  plus  générale  dont  jouissent  les*  courbes  du  second 
de^ré  rapportées  à  des  axes  quelconques,  et  que  nous  démon- 
trerons dans  le  6*  chapitre. 

•x^6.  Décrivons  sur  le  grand  axe  AB  (jpg.  160)  d'une  ellipse  Fig.  1G0. 
comirie  diamètre,  une  circonférence  de  cercle }  on  a  pour  équa- 
tion de  cette  circonférence, ^*=  Aft~ jc*. 

B* 
L'équation  de  l'ellipse,  étant  d'ailleurs  y* =  —  (A*  —  x*) , 

il  s'ensuit  que,  si  l'on  désigne  par  jr  l'ordonnée  d'un  point  quel- 
conque  de  l'ellipse,  et  par  Y  l'ordonnée  du  cercle,  correspon- 
dante à  la  même  abscisse  x ,  on  a  la  relation 

c'est-à-dire  que  Vordonnée  de  l'ellipse  esta  t  ordonnée  du  cercle 
décrit  sur  son  grand  axe,,  dans  le  rapport  du  petit  axe  au: 
grand  axe* 

De  là  résulte  un  moyen  assez  simple  de  décrire  l'ellipse  par 
points ,  lorsque  ces  deux  axes  sont  connus  : 

Sur*  les  axes  AB.,  CD.,  décrivez  deux  circonférences  de 
•  vercle  ;  élevez  en  un  point  quelconque  P  du  grand  axe^  une  per~ 
pendiculaire  PMy  tirez  le  rayon  OM.,  et  par  le  point  L  où  ce 
rayon  coupe  la  petite  circonférence,  menez  LN  parallèle  à  AB; 
le  point  N  ou  cette  parallèle  rencontre  PM,  appartient  à 
l'ellipse. 

En  effet,  on  a,  d'après  là  construction , 

om  :  ol  ::  pm  :  pn,  ou  a  :  b  ::  y  :  pn; 

d'où  PN=  ^.Y=*y/ 

22 
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Prolongeant  ensuite  PM  d'une  quantité  P/t  égale  à  PN,  on 
obtient  n  pour  nn  nouveau  point  de  la  courbe  ;  les  pointa  n 
et  n*  symétriques  des  points  N  et  n  peuvent  être  ensuite  faci- 
lement déterminés. 

Voici  un  autre  moyen  de  construire  l'ellipse  par  pointa, 
qui  est  fondé  sur  la  même  propriété,  et  qu'en  emploie  sou- 
vent avec  avantage* 
Fig.161.  Soient  ÀB,  CD  (J2g.  161)  les  deux  axes  de  la  courbe.  Âpres 
avoir  marqué  sur  CD  un  point  K  tel  qu'on  ait  OK*a  A-— 'B  , 
prenez  un  point  quelconque  I  situé  entre  O  *  t  K  j  puis  de  ce 
point  comme  centre  ,  avec  un  rayon  égal  à  A  —  B^  ou  QK.,  dé- . 
crivez  un  arc  de  cercle  qui  coupe  ÀB  en  L  et  L'y  tirez  IL.,  IL'., 
et  prenez  sur  ces  deux  lignes  prolongées  IMz=IM'  =  A;  les 
points  M,  M' appartiennent  à  la  courbe. 

En  effet,  si  l'on  mène  IH  parallèle  à  AB ,  et  MQ  perpendicu- 
laire à  IH ,  les  deux  triangles  semblables  IQM ,  LPM  donnent 

MI:ML::MQ:MP;  d'où  l'on  tire  MPas^  ,  MQ~5;  •  MQ> 
mai*  en  posant  OP  c=  IQ  =  x ,  on  a 


MQ  =  \/mï  —  IQ  =  i/à*—  *•  j 
donc  MPc=^V/A*~  x*j 

d'où  Ton  voit  que  MP  est  l'ordonnée  de  l'ellipse  qui  correspond 
à  l'abscisse  OP. 

En  prenant  Ol'  =  OI,  on  déterminerait  au-dessous  de  AB 
deux  autres  points  m,  m!  symétriques  des  points  M,  M'  par 
Tsppi  rt  à  AB. 

On  Toit  aisément  d'ailleurs  pourquoi  le  point  I  doit  être 
placé  entre  O  et  K. 

On  ne  peut  obtenir  pour  l'hyperbole  des  moyens  de  oons- 

B* 

truction  analogues;  Car  son  équation  étant  y\=  —  (x* — À*), 

ne  peut  être  comparée  qu'à  celle-ci y%:ss  #*  —  A.*  > 
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c'esNa-dire,  à  celle  d' une  hyperbole  équilatèrc  décrite  sur  Fax* 
transverse  de  la  première  hyperbole.  Il  faudrait  donc  savoir 
déjà  construire  une  hyperbole  équilatère,  pour  en  déduire  en- 
suite la  construction  d'une  hyperbole  quelconque* 

377.  Mesure  de  la  surface  de  V ellipse.  Le  rapport  constant 

•j,  qui  existe  entre  l'ordoméa  de  l'ejUipee  et  eeUo  du;  cercla 

décrit  sur  son  grand  axe,  conduit  très  simplement  &  l'expres- 
sion de  la  surface  entière  de  l'ellipse. 

En  effet,  concevons  que  l'on  ait  inscrit  au  cercle  un  ^polygone 
quelconque  dont  MM'  {fig.  160)  soit  Pun  des  côtés.  Des  soin*-  *»&•  160. 
mets  M,  Mf.«..  de  ce  polygone,  abaissons  des  perpendicu- 
laires sur  le  grand  axe,  et  joignons  par  des  cordes  les  points 
N,  H'....  ou  ces  perpendiculaires ' rencontrent  l'ellipse;  on 
obtiendra  ainsi  un  polygone  inscrit  à  ..cette  courbe,  dont  KM 
sera  l'un  des  côtés. 

Cela  posé ,  soient  Y ,  Y'  les  ordonnées  des  deux  points  M,  Vt9 
«tjy,y,  les  ordonnées  des  points  H,  N%  correspondante»  lux 
mêmes  abscisses  x9  af*y  les  trapèzes  MM'PF,  NN'PP'  donnent 


a      x 

'>  ««  **  — 

a 

«Poil' 

...           NWPP' 

wded,lt     MÎiFFP  = 

"Y  +  Y" 

« 

Or, 

on  a  (n° 

276) 

• 

B 

ysszn- 

v    .f B 

Y',    d'oîi 

Y  +  Y' 

donc 

NN'PP'       B 
MM'PP'~""A- 

On  reconnaîtrait,' de  la  même  manière,  que  chacun  des 
trapèzes  dont  se  compose  le  polygone  inscrit  à  l'ellipse,  est  au 
trapèze  correspondant  du  polygone,  inscrit  au  cercle,  dans  le 
rapport  B  :  A  ;  d'où  l'on  peut  conclure  que  la  somme  de  tous 
les  premiers  trapèzes,  ou  le  polygone  inscrit  à  l'ellipse,  est  au 

22.. 
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second  polygone,  dans  le  même  rapport;  ainsi ,  soient  f*  et  P  ces 

D  fi 

deux  polygones  ,enap  =  -r. 

Comme  cette  relation  est  vraie  d'ailleurs ,  qvel  que  soit  le 
nombre  des  côlés  des  deux  polygones,  elle  existe  encore  pour 
leurs  limites,  qui  ne  sont  autre  chose  que  la  surface  de  l'el- 
lipse et  celle  du  cercle.  Donc,  en  désignait  par  s  et  S  ces 
deux  surfaces!  on  a  nécessairement 

*_B        ^  B     c 

$—  A9    Ô*    J-~Â- 

filais  on  sait  que ,  w  représentant  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre,  ou  la  surface  du  cercle  dont  le  rayon  est  i , 

«-.  A*  exprime  celle  d'un  cercle  qui  a  pour  rayon  À;  par  Con- 
ta 

séquent,  «••À*,  -r  ,'  ou  *• .  A  .  B,  est  l'expression  de  la  surface 

entière  de  l'ellipse. 

B 
'  four  tfhypérbolev  on  obtiendrait  également    s-à*-?   .9) 

A 

s  désignant  Y  aire  comprise  entre  la  courbe  et  une  corde  quel- 
conque parallèle  au  second  axe ,  S ,  l'aire  correspondante  d'une 
hyperbole  équilatère  décrite  sur  le  premier  axe.  Mais  cette 
relation  ne  peut  rien  apprendre  sur  la  quadrature  de  l'hy- 
perbole, puisqu'il  faudrait  d'abord  connaître  celle  d'une  hy- 
perbole équilatère.   '  -    » 

Propriétés  des  cordes  supplémentaires  j  et  de  leurs 
teintions  avec  les  diamètres  conjugués. 

Yig.ith.  278.  Si  des  extrémités  A  et  B  (fig.  16a)  du  grand  âxe,  on 
mène  deux  droites  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe, 
ces  lignes  de  jonction  sont  ce  qu'on  appelle  des  cordes  suppU^ 
mentaires.  Ces  droites  font  ayec  le  premier  axe  deux  angles 
qui  ont  entre  eux  une  relation  remarquable. 
/  D'abord,  la  droite  BM  passant  |>ar  le  point  B  dont  les  000»- 
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ces  sçnt^=?=o,  x=cA;|i  pour  équation, 

jr=a(a?-r->A); 

celle  de  la  droite  AM,  passant  par  le  point  C7=*o,  x=x^- A), 

est  j  =  a'(x+À). 

Gela  posé,  désignons  par  a:',/  les  coordonnées  du  point 
M-,  comme  elles  doivent  véri6er  les  équations  précédentes* 


on  a 


y=a(^r  +  Â)  J  or —  A'  a;  «+-A 

y 

par  conséquent ,      ad  =  -7^- 


Tut 


mais  puisque  le  point  (as*,  y)  se  trouve  aussi  sur  la  courbe, 
oua    A^+WbA»}    d'où    gç^TT*^—  £5'> 
donc  enfin,  00^  =  — %— .  .•.     (1) 

* 

Dans  la  cas  de  B  =  A,  cette  relation  devient  <wi~ —  r> 
ce  qui  prouve  que,  dans  le  cercle,  les  cordes  supplémentaires 
sont  à  angle  droit;  c'est  une  proposition  connue  en  Géo- 
métrie. 

Au  reste,  la  même  relation  (1)  existe  entre  les  angles  de 
deux  cordes  supplémentaires  partant  des  extrémités  d'un  dia- 
mètre quelconque  EE'. 

En  effet,  soient  of,  y*  les  coordonnées  du  point  E;  celles 
du  point E'  seront  (n*  a3o)  —  ai*,— »y';  et  les  équations  de 
deux  droites  menées  des  points  E,  E'  à  un  point  quelconque 
M'  de  la  courbe,  seront  de  la  forme 

JT  —  Y  es  a(x  —  x*), 
y  +  y  =  <t(oc  +  *•).. 

Comme  le  point  M7  ou  (x'  9  y)  se  trouve  à  la  fois  sur  ces 
droites,  on  a  les  deux  relations 
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•/#    .      m  ,,  0    .       »v      f     don     <za  =  *t^ — :Ltz» 

y    +  y  =  a'(*   +  a?'^  /,  x"—x1'* 

Mai* les  points  M' ,  £,  E'  se  trouvant  aussi  sur  la  courbe,  on  a 
également 

Ay  +  bv*  =  i-»,  1'  ^  y-/*  _    b* 

A»/ »  +  BU»  s  A'B*  ;  J     a       .x'V- x'*_       A*' 
et  par  conséquent,    aa  =  —  -^j . 

270.  Reprenons  les  deux  cordes  supplémentaires  ÂM,  BM, 
et  proposons-nous  de  déterminer  l'angle  qu'elles  forment  entre 


a  — d 


elles;  il  suffît  pour  cela  de  cakmler  l'expression  — r— >  >  <*  d&i- 
gnant  la  tangsnteJe  MBX,  et  a  celle  de  MAX. 

Or,  on  a  trouvé  plus  haut,    a  =     ;*       ,     a'  ==  ■,*        ; 

-£. Zl_ 

.  a  —  a'        x'  —  A      a?'  -4-  A  a  A  v' 

donc    7qrg=       ^-.a^-^-^+j*"" 

Mais  l'équation    Ay+BVsA'B1,    donne 


-.'»_  ai ^y  . 


ainsi  Ton  obtient 


a  — a'  aAv'  —  aABa  ,  % 

B.      T  J' 

L'inspection  seule  de  ce  résultat  prouve  d'abord  que,  si 
l'on  considère  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  situé  au-» 
dessus  de  AB,  auquel  cas  y'  est  positif,  la  tangente  de 
l'angle  AMB  est  négative;  donc  cet  angle  est  nécessaire- 
ment obtus*  Cela  doit  être,  puisque  tous  les  points  de  t'el- 


\ 
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lipse  sont  intérieurs  à  la  demî-oiroenférence  décrite  sur  AB 
<yM»mi>  diamètre. 

On  voit  en  outre  que  plus  y  est  grand ,  plus  1a  valeur  nu- 
mérique de  l'expression  (a)  est  petite,  et,  par  conséquent» 
plus  l'angle  est  considérable  (  puisqu'un  angle  obtus  est  d'au-' 
tant  plus  grand  que  sa  tangente  est  numériquement  plus 
petite). 

Le  maximum  de  cet  angle  correspond  à  celui  de  y  y  c'est- 
à-dire  à  y  =  B  5  ce  qui  donne  pour  la  valeur  correspond 
dante  de  l'expression  (a) , 

—  aAB*  —  aAB 

ou 


(A*  — Ba)B'  A*  —  B*" 

Les  valeurs  de  a ,  cl  deviennent  d'ailleurs,  dans  cette  hypothèse, 

B  H 

a  =5  —  y>     d  =  T'     puisque  y'  =  B  donne    x'  =  o. 
A  t     A 

Concluons  de  là  que  les  cordes  supplémentaires  menées  des 
extrémités  du  grand  axe,,  forment  au  point  C  le  plus  grand 
angle  possible. 

Dans  l'hyperbole,  on  trouverait,  pour  la  relation  entre  les 

B* 
angles  des  cordes  supplémentaires,    wt  =s  j~9  et  pour  l'ex- 
pression de  l'angle  qu'elles  forment  entre  elles, 

aAB* 

(A*  +  B»)/  ^  l63  J*  '  Fig.i63. 

Ce  dernier  résultat  démontre  que  l'angle  AMB  ou  AM'B 

de  deux  cordes  supplémentaires  est  toujours  aiguj  et  qu'il 

diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  y  augmente.  Lorsqu'eux 

fin  on  suppose  jr  =  oo ,  cet  angle  devient  nul. 

B* 
Cest  ce  que  prouve  encore  la  relation    ad  s  n  En  effet , 

le  produit  des  deux  tangentes  a  et  a*  étant  positif,  il  s'ensuit 
que  ces  tangentes  sont  de  même  signe;  donc  les  angles  cor- 
respondons MBX,   MAX,   ou  M'BX,   M'AX    sont  tous  les 
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deux  aigus  ou  tous  les  deux  obtus }  la  différence  de-ces  angle* * 
qui  n'est  autre  chose  que  AMB  ou  AM'B,  est  alors  nécessaire- 
ment un  angle  aigu. 

B  B 

Spît    a  ===  —.;    il  en  résulte  aussi,    a!  =  —»;    les  deux  çor-: 

A  A 

des  supplémentaire»  devenant  à  Ia*foi*  parallèles  à  l'asymptote 
OL,  font  entre  elles  un  angle  nul9 

280.   Conséquence  sur  les  diamètres  conjugués.  Si  du  centrç 

Fîg.iGj.  dtyne  ellipse^  on  mène  deux  diamètres  GG',  HH'  (jjg*  *6^) 

respectivement  parallèles  aux  cordes  supplémentaires  AM, 

BM,  on  a  entre  les  angles  quç  forment  ces  deux  diamètres  avec 

le  grand  axe,  la  même  relation    on'  =sd  — — • 

A 

Or,  cette  relation  est  précisément  (n°  263)  celle  qui  carac- 
térise deux  diamètres  conjuguée 

Donc  deux  diamètres  respectivement  parallèles  aux  cordes 
supplémentaires  d'une  ellipse  *  forment  toujours  un  système,  de 
diamètres  conjugués* 

D'après  cela,  connaissant  un  diamètre  quelconque  GG%  pour 
obtenir  son  conjugué  x  il  suffit  de  mener^  du  point  A  une  corde 
AM  parallèle  à  GG'.,  de  tirer  la  seconde  corde  supplémentaire 
MB>  puis.de  tracer  le  diamètre  HH'  parallèle  à  MB. 

La  même  conséquence  s'applique  à  l'hyperbole  x  pour  laquelle 
la  relation  des  cordes  supplémentaires  et  celle  de  deux  dtamè- 

B* 

très  conjugués,  est  également  aa'  =.—.  Toutefois,  on  ob- 
servera que,  plus  le  point  par  lequel  on  mène  les  deux  cordes 
supplémentaires  s'éloigne  du  sommet,  plus  les  deux  diamètres 
conjugués,  dont  l'un  est  au-dessous  et  l'autre  au-dessus  de 
l'asymptote  (n°  265) ,  se  rapprochent  l'un  de  Vautre;  et  lorsque 
le  point  est  situé  à  l'infini,  c'est-à-dire  lorsque  les  cordes  sup- 
plémentaires sont  (o°  279)  parallèles  à  l'asymptote,  les  deux 
diamètres  conjugués  se  confondent  en  un  seul, 

281»  Remarque.  Dans  l'ellipse,  comme  on  a  vu  (n°  278) 
que  l'angle  AMB  (fig*  1.64  )  de  deux  cordes  supplémentaires. 
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est  toujours  obtus ,  et  que  cet  angle  atteint  son  maximum  «u 
point  C,  il  en  résulte  que  l'angle' GOH,  formé  par  les  parties 
de  deux  diamètres  conjugués,  situées  du  même  côté  par  rap- 
port au  grand  axe ,.  est  nécessairement  obtus,  et  que  les  deux 
diamètres  conjugués  H',  LL',  parallèles  aux  cordes  AC,  BC, 
forment  entre  eux  le  plus  grand  angle  possible. 

Pour  un  système  quelconque  GG' ,  HH',  l'angle  GOH  ayant 
pour  supplément  GOH',  il  est  clair*  que  plus  le  premier  angle 
est  grand,  plus  le  second  est  petit;  ajnsi,  deinême  que  l'angle 
ÎOL  est  un  maximum  parmi  les  angles  obtus  que  forment  deux 
diamètres  conjugués,  de  même  l'angle  IOL'  est  un  minimum 
parmi  les  angles  aigus  que  formant  ces  mêmes  diamètres. 

D'où  l'on  peut  conclure  enfin,  que  Y  angle  de  deux  diamètres 
conjuguée  d'une  ellipse  quelconque  *  est  toujours  compris  entre 
les  'deux  limites  IOL'  ou  BCA'  et  IOL  ou  BCA. 

Nous  verrons  plus  loin  les  autres  conséquences  qui  résultent 
de,  ces  propriétés* 

Problème  des  tangentes. 

'  '  '  '. 

282.  Proposons-nous  maintenant  de  mener  une  tangente  à 
l'ellipse  ou  à  l'hyperbole,  par  un  point  donné  sur  le  plan  de 
la  courbe* 

Pour  résoudre  cette  question ,  aous  emploierons  une  métbode 
analogue  à.  celle  du  na  196.  Soient  xA9  y*  les  coordonnées  du  point 

donné;  l'équation  de  Fellipse  étant  k9y*  +  BV=A*Ba,, ,  •  (1) 

celle  de  la  droite  cherchée  ser£  de  la  former— y'=a(x— a;');—  (a) 

et  il  s'agit  de  déterminer  a  de  manière  que  la  droite,  considérée 
d'abord  comme  sécante,  devienne  ensuite  tangente. 

Ou  déduit  de  l'équation  (2)  >  j/=  aar  -f- ,/  -—  oa/;  d'où, subs- 
tituant dans  l'équation  (1),  et  ordonnant  par  rapport  à  x9 

(ÀV+B*)x>+  aAfa(/—  ax')x+ A»(/—  axj— A*B'=o. . . 

Cette  équation  étant  résolue,  donnerait  deux  râleurs  de  x 
qui  ne  seraient  autre  chose  que  les  abscisses  des  points  d*ïto- 
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ter  section  avec  la  Courbe,  d'une  droite  correspondante  à  la  va- 
leur particulière  que  Pou  aurait  d'abord  attribuée  a  a. 

Mais  comme  ou  veut  que  la  droite  «oit  tangente,  il  faut 
(n°  195}  qu'on  ait  entre  les  coefficient  de  a:,  la  relation 

4AV(/—  aafy—  4A*(A9a»+B*)  {{y'—  aV)*— B']  =  o , , . . 

ou,  supprimant  les  deux  quantités,      4A<«*  (y'  —  ax*)*t 
— •^Hq%  (y' ~ax')%,  qui  de  détruisent,  et  divisant  par  4A*B*, 

—  ty  _  a^y  +  A*a*  +  B"  =  o, 

nubien  encore,  développant  et  ordonnant  par  rapporta  a% 

(Ag  —  x'«K  +  *x?y  .a  +  B*  —y»  =  o. . .    (3) 

Telle  est  la  condition  générale  du  contact  d'une  droite 
menée  par  un  point  quelconque  (x',yf) ,  avec  l'ellipse. 

(lia  «marque  du  n°  197,  relative  à  cette  condition,  est  applicable,  mot 
pour  mot,  à  la  question  qui  nom  occupe;  ainsi  il  est  inutile  de  la  ré- 
péter. ) 

On  déduit  de  l'équation  (3) ,  toute  implication  faite, 


f.jt 


xy 


n  l/ly  +  W—A*»',.  • .  (4) 


A1— o/a      A\— a: 

Fig.i(&  résultat  qui  démontre  que  par  un  point  donné  N  (Jig.  i65), 
on  peut,  en  général,  mener  deux  tangentes  HM,  KM'. 
Mais  pour  que  la  question  soit  possible,  il  faut  que  Ton  ait 
Ay»  +  BVâ  —  A»B»  >  o ,  c'est-à-dire  (n°  373)  que  le  point  N 
soit  situé  hors  de  la  courbe,  et  non  en  dedans  »  puisqu'alors  on 
aurait  Agy'*-|-  B*a/*-— A*B*  <  o,  et  le  radical  deviendrait 
*  imaginaire» 

Ceci  prouve  encore  que  la  courbe  doit  présenter  sa  concavité 
vers  le  centre;  car  autrement,  il  est  aisé  de  voir  que  la  tan- 
gente devrait  être  située  en  dedans  de  la  courbe. 

Si  l'on  suppose  Aya+B*x'* —  A*B*  =  o,  auquel  cas  le 
point  donné  est  sur  la  courbe,  en  M  par  exemple,  l'exprès- 

x'y' 
sion  (4)  se  réduit  à    a  =  —  ~ —     ,;  ;  ou  bien,  convenant 
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d'appeler  xn  et  y  les  coordonnée*  da  point  4e  qagtagt,  «t  ayant 
égard  à  la  relation    A  y*  =  B*  (A*  —  x*É) , 

B*    a? 
A*    jr 

On  obtient  donc,  dans  ce  cas,  pour  l'équation  de  la  tangente » 

B*x* ,  ,. 

283.  On  peut  parvenir  directement  à  cette  équation  par  une 
méthode  analogue  à  celle  du  n°  198. 

Soient  (a/,  y),  {pc?>ya)  les  coordonnées  de  deux  points  de  la 
courbe  y  dont  F  un  doit  devenir  un  point  de  contact  La  droite 
,qui  joint  ces  deux  points  est  représentée  par  le  système  des 

*  f  y-f^ÇE^i*-"*)*--  «  } 

trois  équations     1     Ay +*&-**. ,.     (a)     \ 

l    A*y*  »  +  B»x"»=  A'B* (3)    ) 

I 

Retranchant  (3)  de  (a) ,  on  trouve 
A'(  /  +  /)  W  -  y')  +  B»(*'  +  ff)  (*'  -  a^)  =  o, . . ,  (4) 

équation  qui  peut  remplacer  Inéquation  (a). 

y y9  g»     x'  +  œ* 

Or,  la  relation  (4)  donne  ~ — ^  =  —  -rr  •    /  -T    #>  Jonc 

x  x — x  A*    y  nr  y 

la  sécante  est  encore  représentée  par  le  système  des  équations 

Pour  exprimer  que  cette  sécante  devient  tangente,  il  faut 
poser  y  =  y",  x'  ses  jc*  j  ce  -qui  donne  enfin 


pour  Ponnation  de  ia  tangente ,  en  y  joignant  toutefois  .la  rela- 
tion   Ày-fBVsBÀ'B». 


5^6  paoblAks 

On  trouverait  par  rapport  k  l'hyperbole, 

A    y 

a  ayant  pour  râleur,    as—,. 

B*    x# 
a84«  Reprenons  l'équation  jr  —  ^#=—  —  •  -5(05— x"),  et 

fichons  de  la  simplifier.  Il  rient  d'abord ,  par  la  disparition  des 
dénominateurs ,  A^y*  —  À1/1  =  —  BV&s*  H-  B*jp#*  j  mais  on 
*    4 y  +  B'x*A  =  A*Bft;  donc  l'équation  se  réduit  a 


Jf y  y9  +  B*xx"  as  A'] 

Les  mêmes  calculs  effectués  sur  l'équation  de  la  tangente  à 
l'hyperbole,  la  réduiraient  k    A*yy* — Wxx0  =  —  A*Bft. 

Ces  équations  ne  diffèrent  de  celles  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
Jx>le  qu'en  ce  que  les  carrés  y*  et  x%  7  sont  remplacés  par  tes 
rectangles  jj'*  et  xo?#« 

Soit  fait  j  =s  o  dans  l'équation  simplifiée  de  la  tangente  k 

A* 

Fig.  i65.  l'ellipse  ;  on  troure  a?  =  -? .  (fig,  i65  )j  c'est  l'expression  de 

x 

l'abscisse  OR  du  point  ou  la  tangente  rencontre  l'axe  des  x. 

Si  de  cette  distance  OR  on  retranche  l'abscisse  x9  du  point 
de  contact  !  il  en  résulte 

OR  — OP,  on  PR  =  =,  — *'=--tÏ-: 

la  ligne  PR  est  ce  qu'on  nomme  la  sautangente. 

Comme  son  expression  est  indépendante  du  second  axe  aB, 
il  s'ensuit  que,  pour  toutes  les  ellipses  construites  sur  le  pre- 
mier axe  |  les  soutangentes  qui  correspondent  à  la  même  absr 
citées  sont  égales* 

En  d'autres  termes,  si  d'un  point  P  de  l'axe  AX,  on  élève 
une  perpendiculaire  qui  rencontre  ces  ellipses  aux  point* 
M,  M',. . .  et  que  par  ces  points  on  leur  mène  des  tangentes» 
celles-ci  viendront  toutes  aboutir  au  même  point  de  Vase  des  x- 
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Or  le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamfctre  est  une  de  ces 
ellipses;  donc  la  soutangente  est  la  mime  pour  l'ellipse  donnée 
et  pour  ce  cercle. 

De  la  résulte  on  moyen  assez  simple  de  mener  une  tangente 
à  l'ellipse  par  un  point  donné  M:  de  ce  point,  abaissez  la  per- 
pendiculaire MP,  et  au  point  M'  où  cette  perpendiculaire  ren± 
contre  le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre,  mené*  une  tan" 
gente  qui  rencontre  en  Hla  ligne  AB,  et  tiren  MR;  tous  aures 
la  tangente  demandée. 

Soit  fait  également    y  =  o    dans  l'équation 

K*yym  —  Bmxx#  =— A'B*; 

À* 

on  trouve  x  as  -?  =  OR  (Jig.  166);   donc  OP  -*-  OR,  ou  Fig.iffiL 

x 

x**  —  A* 

PR  as y—  )  0  est  1  expression  de  la  eoutangente  dans 

x 

l'hyperbole;  elle  est  constante  pou*  ton* lès  points  (correspond 
dans  à  une  même  abscisse)  des  différentes  hyperboles  décrites 
sur  le  premier  axe  a  A* 

a85.  Remarque.  La  valeur  de  la  soutangente  peut  s'obtenir 
directement  d'après  F  équation  non  simplifiée  de  la  tangente  ; 
il  suffit  de  supposer  ^=0,  et  de  déterminer  la  valeur  cor- 
respondante dé  x  —  x*. 

Il  vient  en  effet,  par  la  supposition  de  yao,  dans  l'équa-* 

A*  v** 

tion  relative  à  l'ellipse ,  x  —  x'  =  -5*7*  >  ou  à  cause  de 

U  x 

Si ,  dans  l'équation  relative  à  l'hyperbole,  on  fait  y  =  o,  oit 

A*— #ff* 
trouve  également  x—  a^= *-— ,  résultat  identique  avec 

celui  qui  correspond  à  l'ellipse,  mais  de  signe  contraire  avec 
le  résultat  déjà  obtenu  dans  le  numéro  précédent. 
*    Pour  interpréter  cette  circonstance,  observons  que,  dan» 
l'hyperbole, la  distance  PR  est  située  sur  l'axe  des  x,  à  la  gauche 
du  point  P  (Jig.  16&) ,  qui  doit  être  considéré  comme  le  point  s> 
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partir  duquel  on  compte  la  soutangente  ;  ainsr,  cette  distance  dbi  t 

être  exprimée  négativement;  et,  en  effet,  comme  on  a  toujours 

Àm— x** 
pour  l'hyperbole»  x*  >  À,  il  s'ensuit  que  l'expression ? — 

x*  —  Aa 
est  négative  >  et  revient  à  — ~9 — . 

x 

Concluons  de  là  que  le  premier  moyen  employé  pour  déter- 
miner la  soutangente,  donne  sa  valeur  absolue,  mais  que 
le  second  fournit  cette  valeur  avec  le  ligne  dont  elle  doit 
être  affectée,  eu  égard  à  sa  position  par  rapport  au  pied  de  l'or- 
donnée. 

A*  —  x9% 
Dans  l'ellipse, t —  est  positif,  parce  que  la  soutangente 

Fig.  i65.  est  placée  à  la  droite  du  point  P  {fig.  i65). 

(  Nous  supposons  ici  le  point  de  contact  M  situé  a  la  droite 
de  l'axe  des  y\  s'il  en  était  autrement,  les  conséquences  que 
nous  venons  d'établir  auraient  lieu  en  sens  contraire.  ) 

286.  Soit  actuellement  proposé  de  mener  parle  point  de  cou* 
Fig.  166*  tact  M  0%v  166)  une  perpendiculaire  à  la  tangente,  c'est-à-dire 
une  normale)  et  recherchons  l'équation  de  cette  nonaaie,  ainsi 
que  l'expression  de  la  sounormal*  PS. 

Puisque  cette  droite  passe  par  le  point  (x%  y") ,  ara  équa- 
tion est  de  la  forme  y  —  y"  se  d  (x — x*yy , 
et  comme  elle  doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente  pour  la* 

B»x* 
quelle  on  a    a  =  —  .t  ^ ,    la  relation    ûïz'-J-  i  =  o     donne 

et  l'équation  de  la  normale  à  l'ellipse  est  alors 

On  obtiendrait  de  même  pour  l'équation  de  la  normale  a 
l'hyperbole,    y  —  /  =  —  b^(*~  *")• 


N 
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ast 


Si,  daip  la  première  de  ces  équations,  on  suppose  ^  =  o>  et 
qu'on  tire  la  valeur  correspondante  de  x  — x%  il  vient 

B* 

x  — x==  —  <rî«*  * 

A 

c'est  la  valeur  de  la  sounormale  PS  ;  car  x  -~  x*  représente 
évidemment,  dans  le  cas  de^  =  o,  la  différence  des  abscisses 
du  point  S  où  la  normale  rencontre  Taxe  des  x,  et  du  point  de 
contact  M. 

Cette  valeur  de  la  sounormale  est  d'ailleurs  négative;  ce  qui 
doit  être ,  puisqu'elle  est  comptée  à  partir  du  point  P,  dans  le 
sens  négatif* 

La  même  hypothèse  y  ss  o ,  introduite  dans  l'équation  de  la 

B* 
normale  à  ïh yperbole ,  donne    x  •—  x*  =  —  •  x*. 

La  sounormale  est  ici  positive,  parce  que  PS  (fig*  166)  estFig.i6& 
comptée  à  la  droite  du  point  P. 

287.  Si  nous  considérons  la  valeur  absolue  de  la  sounormale, 

B* 

•-r-.x",  nous  voyons  que  pour  l'ellipse,  plus  x"  augmente,  plus 

cette  valeur  augmente. 

Soit  x*  =  0,  auquel  cas  le  point  de  contact  est  à  l'extrémité 
C  du  petit  axe  ;  la  sounormale  devient  nulle ,  ce  qui  prouve  que 
la  normale  correspondante  passe  par  le  centre* 

Soit    xf  as  A,     auquel  cas  le  point  de  contact  est  en  B  ;  la 

B*A        B* 
sounormale  se  réduit  à  —r-  ou  t-j  et  comme  A  est  la  plus 

a  A. 

grande  valeur  que  puisse  recevoir  l'abscisse  x*,  il  s'ensuit  que 
la  sounormale  est  susceptible  d'un  maximum  qui  n'est  autre 
chose  que  la  moitié  du  paramètre  (  n°  &46  ) ,  ou  f ordonnée 

qui  passe  par  le  foyer.  ' 

B* 
Dans  l'hyperbole,  au  contraire,  •—  jest  le  minimum  de  l'ex- 

*  A 

pression  de  la  sounormale \  on  l'obtient  en  faisant  x"  =  A. 
Pour  toute  autre  valeur  de  x",  celle  de  la  sounormale  est  plus 
grande,  et  elle  devient  infinie  quand  x"  est  lui-même  infini. 
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288*  Nous  allons  reprendre  le  cas  oit  il  s'agît  de  mener  une? 
tangente  à  ¥  ellipse  ou  à  V hyperbole j  par  un  point  donné  hotk 
de  la  courbe,  afin  de  déduire  des  résultats ,  quelques  propriétés 
analogues  à  celles  qui  dut  été  reconnues  pour  le  cercle*  (Voye* 
tes  n"  200 ,  202  »  2o3.) 

Soient  x\  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  N 
fcig.167;  (Jig.  167) ,  par  lequel  on  veut  mener  une  tangente  à  Pdlipse. 

L'équation  de  cette  tangente  est  de  la  forraejf— y=û(*-— j/)  ; 

a  ayant  (n°  282)  pdùr  valeur,    ax=<—  — .  — 7  ; 

et  la  question  se  réduit  à  déterminer  x*9  y*,  qui  représentent 
les  coordonnées  du  point  de  contact,  en  fonction  de  x*f  y  qui 
fexprinteitt  celles  du  point  donné. 

Or,  on  a  trouvé  (n°  284)  pour  l'équation  simplifiée  de  la 
tangente,  A*yy*+  &xx*=  À'B*;  et  comme ,  par  hypothèse  , 
elle  doit  passer  par  le  point  (a/,  jr'),  on  obtient  pour  première 
relation  en  xÊ  et  y,      A'//+  BVx'ti  A'B* (1) 

D'ailleurs*  le  point  (jx'9y*)  appartient  à  la  courbe;  ainsi  l'on 
a  pour  seconde  relation ,     ÈL*y"%  +  B'x^œ  AfBf ...  (2) 

En  éliminant  x"  et  yé  entre  ces  deux  équations, ctont  l'une  est 
du  premier  degré,  on  trouve,  tout  calcul  fait , 

^  _  A'ÇB'g'  ±:  /  f/ A8/ «  +  BV  ^A^) 

'  A'/*  +  BV"  ' 

9mmm  B^Ayqpa/l/Ay*  +B*q:^~  A'B») 

9  A*y + b  v 

(  les  signes  supérieurs  ae  correspondent  Ainsi  que  les  signe» 
inférieurs). 

Ces  valeurs  étant  auhstitaées  dans  a  as  —  -r-r— - .  donnent 

A*y 

e  -»»  (B  y  ^  /  V  Ay » + bv  —  Ay 

Ay  q=  *'  ^Ay+B1^  —  A*]?' 

résultat  qui,  après  avoir  été  multiplié  haut  et  bas  par.  ..*.*. 
Ay±:  x'  {/ A*y •+ B\r»  —  A»Ba  (pour  que  le  dénominateur 
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devienne  rationnel  ) ,  se  réduit  a 


°~  A*  —  *"  ' 

c'est  la  valeur  obtenue  n°  a8a. 

Nous  laissons  aux  oommençans  le  goin  d'exécuter  tous  ces 
calculs,  qui  n'offrent  aucune  difficulté ,  et  qui  d'ailleurs  sont  ana- 
logues a  ceux  que  nous  avons  exécutés  pour  le  cercle  (n°  200). 

289.  Au  lieu  d'effectuer  l'élimination ,  on  peut  (n°  p8i)  cons- 
truire séparément  les  lieux  géométriques  exprimés  par  les 
équations  (i)  et  (2)-,  x",  y"  étant  considérées  comme  des  va- 
riables. . 

Or ,  Péq nation  (2)  est  évidemment  celle  de'l'ellipse  déjà  cons- 
truite. 

Quant  à  l'équation  (1),  comme  elle  est  du  premier  degré, 
elle  appartient  à  une  ligne  droite  dont  la  position  peut  être 
facilement  déterminée  par  ses  points  d'intersection  avec  les 

axes.  On  obtient  pou*  y'*** , . .  .a**»  —7, 

-      B* 
et  pour  je  s=  o, . .  .y fes  -7.  •  ' 

Après  avoir  construit  sur  OX,OY  {Jtg.  163)  les,  distances 

A*  B* 

OI  =  — -, ,    OH  =  — , ,  on  joint  les  points  I  et  H  par  une  droite 

dont  les  points  d'intersection  M ,  m  avec  la  courbe*  ne  sont 
autre  chose  que  les  points  de  contact.  Tirant  ensuite  NM  et 
Nm.  f  on  obtient  les  deux,  tangentes  detofandées. 

A* 

Conséquence.  Le  résultat,  /p:  ^  (  étant  indépendant  de 

l'ordonnée  y  du  point  $ ,  prouve  que /si  l'on  considérait  un 
tout  autre  point  H'  sur  IX'  parallèle  à  OY,  et  que  pur  ce 
point  on  menât  deux  tangentes  K'M' ,  NW,  la  ligne  joignant 
les  points  de  contact  passerait  par  le  même  point  I. 

a3 
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La  même  chose  a  lieu  par  rapport  a  des  points  pris  sur  une 

B* 
parallèle  à  Taxe  des  x,  puisque  l'expression  y  c=  — ,  est  indé— 

pendante  de  l'abscisse  x'  du  point  N. 

Cette  propriété,  analogue  à  celle  qui  a  été  démontrée 
(n°  ao3)  pour  le  cercle ,  sera  Térifiée  par  la  suite ,  pour  une 
droite  située  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  de  la 
courbe. 

Les  résultats  précède!»  sont  également  vrais  pour  l'hyper* 
hole,  et  la  démonstration  en  serait  absolument  la  même. 

290.  Pour  ne  rien  laisser  a  désirer  sur  le  problème  des  tan- 
gentes ;  nous  examinerons  ce  que  deviennent  les  expressions 

a—    à'/'   a~JFyf 

lorsque  l'on  considère  le  pointde  contact  (x*,  y")  dans  toutes 
les  positions  possibles  sur  la  courbç. 

Ellipse.  Afin  de  pouvoir  facilement  déterminer  les  variations 
qu'éprouve  la  valeur  de  a,  nous  mettrons  à  la  place  de  y"  sa 

B      y  ■       '      l        1. 

valeur    ±:  —  y  Aa  —  x"%  \    ce  qui  changera  l'expression  ci— 

B*  x' 

dessus  en    a  =         ■  ■  ^ —    '  ■  ■     ■    ,    ou  bien ,  supprimant 

A 

les  facteurs  communs,  et  divisant  haut  et  bas  par  x",  en 

B 


Cela  posé,  si  l'on  fait  d'abord  x*=  o,    auquel  cas  le  point 

A* 

r  îg.i65*  de  contact  se  trouve  en  C  ou  D  (fîg,  i65),  la  quantité  —%  de- 

vient  infinie;  d'où  l'on  déduit    a  =  o.     Donc,  aux  points  C 
et  D  la  tangente  est  parallèle  au  grand  axe. 
A  mesure  que  x"  augmente,  soit  positivement,  soit  négatt- 
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A*  /À* 

ventent,  — ^,  et  par  conséquent  A  1/  -^—  ï,  diminue,  et  la 

<jC  »       X 

valeur  de  a  augmente  de  plus  en  plus  numériquement.  Lors- 
qu'au fin  on  suppose  x"=it  À,  auquel  cas  le  point  de  contact 
se  trouve  en  B  ou  en  À ,  le  radical  devient  nul»  et  l'on  a  a  =  co; 
donc  la  tangente  en  ces  deux  points  est  perpendiculaire  au 
premier  axe* 

Si  l'on  fait  passer  x*  par  tous  les  états  de  grandeur,  depuis 
o  jusqu'à  À,  il  est  visible  que  la  valeur  de  a  passera  par  tons 
les  états  de  giandeur  depuis  o  jusqu'à  V infini  négatif  et  de* 
puis  o  jusqu'à  Y  infini  positif*  Ainsi  la  tangente  prend  toutes 
les  inclinaisons  possibles  par  rapport  au  premier  axe  ;  les  an- 
gles sont  aigus  pour  tous  les  points  situés  entre  B  et  D  ,  ou 
entre  A  et  G  ;  ils  sont  obtus  pour  tous  les  angles  situés 
entre  C  et  B,  ou  entre  D  et  A*  • 

Veut-on,  par  exemple,  savoir  en  quel  point  la  tangente  à 
l'ellipse  fait  avec  le  grand  axe  un  angle  donné  ? 

—  B*x* 
Soit  t  la  tangente  de  cet  angle;  on  pose    ■  A-  ,■■  =  t9 

ce  qui  donne  l'équation  A**y*  -J-  B*x"  =  o , 

que  l'on  combine  avec  celle-ci  :    Ay*+  B'x""=  A'B*. 

.  .  En  substituant,  dans  la  seconde  équation,  la  valeur  de  y" 
tirée  de  la  première,  on  trouve 

B  V  +  A'BVx*»  =  A<BV  ; 
±AV 


d'où  l'on  déduit     x"  = 


r-i 


V^AV+B* 

résultat  toujours  réelj  quelle  que  soit  la  valeur  de  t. 

Cette  valeur  est  nécessairement  moindre  que  A  ,  puisque 

V^AT-f-  I3a    est  plus  grand  que  AL  Si  cependant  l'on  avait 
t  i=  oo ,     on  trouverait 

±:A4*  ±:A* 

ou     — =  A. 


V/Vf  +  61'  ,/.._,» 


v/A'+? 


23.» 
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291.  Hyperbole.  L'expression  a=-^-j    devient,  lorsqu'on 

R        • 
y  remplace^*  par  sa  valeur    ±  j  v/jc** —  A*, 

±:B 


— --sa— car. 


Si  l'on  fait  d'abord     x"  =  :±:  À ,     qui  est  la  plus  petite 

valeur  que  puisse  recevoir  x"9  on  obtient      a  =  00  ; 

Fig.  *6&  donc  y  aux  points  B  et  À  (fig.  166) ,  la  tangente  est  perpendicu- 
laire au  premier  axe. 

A* 

À  mesure  que  x*  augmente,  le  terme  -5^  diminue  j  par  con- 
séquent ,  le  dénominateur  approche  de  plus  en  pins  d'être  égal 

/     à  A5  et  pour  a?"  =00,  l'on  obtient     a  =  ±:-r; 

ce  qui  démontre  (  n°  264)  que  les  tangentes  à  l'infini  font  avec 
le  premier  axe  les  mêmes  angles  que  les  asymptotes. 

A* 

D'un  autre  cdté ,  si  Von  considère  l'abscisse,   x  =  — s  ,    du 

x 

point  où  la  tangente  rencontre  le  premier  axe  (  n°  284  ) ,  ou? 

voit  que,  dans  l'hypothèse  de  x&  =  00,  cette  abscisse  devient 

nulle;  donc  les  tangentes  à  l'infini  passent  par  le  centre. 

D*ou  l'on  peut  conclure  que  les  tangentes  à  l'infini  ne  sont 

autre  chose  que  les  asymptotes  elles-mêmes. 

Remarque.  Tant  que  xa  est  positif,  l'expression   ^7     **** 

positive  ;  elle  se  réduit  à  A  pour  x*=  A,  et  à  o  pour  x*==  00  ; 
ainsi ,  pour  tous  les  points  de  la  première  branche  de  l'hy- 
perbole, les  tangentes  rencontrent  le  premier  axe  entre'le  som  -^ 
met  B  et  le  centre.  Pour  tous  les  points  de  la  seconde  branche  * 
la  rencontre  a  lieu  entre  les  points  O  et  A. 

Observons  d'ailleurs  que,  d'après  la  forme  de  l'expre|sion 
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cette  quantité  est  généralement  plus  grande 


^-= 


v^"  _ 

B  /         A* 

que  -j-y  puisque  le  dénominateur  À  l/  i— •  -5;    est  moindre 

que  A;  excepté  lorsqu'on  suppose    x"  ss  00 ,     ce  qui  réduit 

rexpression  à  j-. 

Il  résulte  de  là  que  la  tangente  à  l'hyperbole  ne  .peut  ja- 
mais former  avec  le  premier  axe  un  angle  aigu  moindre  que 

l'angle  LOX  dont  la  tangente  est  —,  et  un  angU  oh  tua  plus 

grand  que  HOX  dont  la  tangente  est  —  y. 

Ainsi  ,  dans  l'hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont 
rectangulaires ,  ou  font  avec  le  premier  axe  chacune  un  angle 
de  5o°,  les  tangentes  ne  peuvent  faire  arec  cet  axe  un  angle 
aigu  moindre  que  5o°,  et  un  angle  obtus  plus  grand  que  ï5o°. 

Il  serait  facile  de  déterminer ,  comme  pour  l'ellipse ,  la  po- 
sition au  point  on  la  tangente  a  l'hyperbole  doit  faire  un  angle 
donné  avec  le  premier  axe.   " 

De  la  Tangente  considérée  par  rapport  aux 
diamètres  et  aux  rayons  vecteurs. 

292.  Soient  MR.  (fig.  168)  une  tangente  en  un  point  quel- Fig.  x68. 
conque  M  de  l'ellipse ,  MM'  le  diamètre  qui  passe  jpar  le 
point  de  contact. 

On  a  trouvé  (  n*  282  )  pour  le  coefficient  de  x  dans  l'équa- 
tion non  simplifiée  de  la  tangente , 


*-.*• 


D'un  autre  côté,  puisque  te  diamètre  MM';  dont  l'équa- 
tion est  de  la  forme,  y  =  ax ,  passe  par  le  point  M  ,  qui  a 
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pour  coordonnées  x",  ym,  on  a  la  relation 

S  =  a'x'-7    d'où    û'=^. 

x 

Or^si  Ton  multiplie  ces  deux  expressions  de  a  et  de  a9  Tune 

B* 
par  .l'antre ,  il  en  résulte    fia'  m  *r-  —  . 

Mais  en  désignant  par  a*  la  tangente  de  l'angle  que  forme 

avec  l'axe  des  x  le  diamètre  mm  conjugué  du  diamètre  MM', 

B* 
on  a  également  (n°  262)  la  relation  û'a*a= —  — . 

Les  deux  égalités  précédentes ,  comparées  entre  elles,  don- 
nent nécessairement  a=a*mf  ce  qui  veut  dire  que  la  tan- 
gente, en  un  point  quelconque  de  V ellipse*  est  parallèle  au 
diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le  pamt'de  contact. 

Conséquence.  Si  par  les  extrémités  M,  M',  m,  m' des  deux 
diamètres  conjugués,  on  mène  quatre  tangentes,  ces  droites 
forment  un  parallélogramme  circonscrit  à  l'ellipse  ,  puisque 
les  tangentes  menées  aux  extrémités,  du,  diamètre  MM'  sont 
parallèles  au  diamètre  mm'f  et  réciproquement. 

Dans  l'hyperbole,  la  propriété  précédente  a  également  lieu  ; 
mais  comme  on  a  vu  (n°  a 63)  que ,  pour  tout  système  de  dia- 
mètres conjugués,  l'un  est  transverse  et  l'autre  non  transverse, 
il  s'ensuit  qu'on  ne  peut  mener  que  les  deux  tangentes  TT", 
Fig.169  -tïlfig.  169). 

293.  Cette  propriété  fournît  un  moyen' asses  simple  êoimener 
une  tangente  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole,  i°.  par  un  point  donné 
sur  la  courbe;  20.  -parallèlement  à  une  droite  «donnée  de  posi- 
tion sur  le  plan  de  la  courbe. 

Dans  le  premier  cas ,  détermine*,  par  l'un  des  moyens  indi- 
qués nos  261  et  280,  le  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe 
par  le  point  de  contact;  puis,  par  ce  point,  menez  une  pa- 
rallèle au  diamètre  ainsi  déterminé  ;  tous  obtenez  la  tangente 
demandée. 

Dans  le  second,  tracez  un  diamètre  parallèle  à  la  droite 
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donnée j  puis  déterminez  son  diamètre  conjugué;  et  par  les 
deux  extrémités  de  celui-ci,  mené*  deux  parallèles  au  pre- 
mier, ou  à  la  droite  donnée;  vous  ave»  ainsi  les  tangentes  de- 
mandées. 

Pour  qne  la  seconde  construction  paisse  s'appliquer  à  l'hy- 
perbole, il  faut  évidemment  que  la  droite  donnée  fasse  avec 
l'axe  des  x  un  angle  aigu  plus  grand  que  celui  dont  la  tan- 

gente  est  —,  ou  un  angle  obtus  moindre  que  celai  dort  la  tan- 
gente  est  — -  —.  Cest  d'ailleurs   une  conséquence  de    ce  qui 

A, 

a  été  dit 9  n*  291 ,  sur  l'inclinaison  de  la  tangente  dans  Fby- 
perbole. 

294*    Considérons  actuellement  les  deux  rayons  vecteurs 
menés  des  foyers  F,  F'  {fig,  170)  d'une  ellipse,  au  point  de  Fig.  170. 
contact  de  la  tangente  MB.,  et  proposons-nous  de  calculer  les 
angles  FMB. ,  F'MR  que  forment  ces  rayons  vecteurs  avec  la 
tangente. 

Soient  FMR  =  V,    ï*MR=:V, 

tangMRX  =  a,  tangMFXssa',  tangMF'Xssû'j 

on  a  évidemment  > d'après  la  figure, 


a  — a'  _w        a  —  a* 


ton6  V  =  -T-T—ff  t*ng  y'  = 


i+aa"       °  i+aa" 

Or, an  a  déjà  trouvé  (a°  a6a)  as^  —  ™-» . 

De  plus»  comme  le  rayon  vecteur  FM  passe  par  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  ysao,  xtœc  ou  l/JL*— -B*,  son 
équation  est  de  la  forme  passa'  (#•—  c);  et  puisqu'il  paisse 
en  même  tempe  par  le  point  xm,  y"  7  ou  a  la  relation 

y'  =  a'{xm—  c);     d'où     d  =-£—-. 


x 


On  obtiendrait  de  même  pour  la  valeur  de  a9  correspondante 


1 
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âu  rayon  F"M  qui  passe  par  le  point  (yc±ù,  xzs  —  c),  et 

par  le  même  poUt  (xmf  y")  t  a*=?    {.* , 

Cela  posé,  si  l'on  substitue  d'abord  pour  a  et  a'  leurs  taleurs 
dans  l'expression  de  tang  V,  on  trouve 


**  B»x*7  AV/-  A'cy  —  BV/ ' 

1       iW-c) 

ou  bien,  k  cause  de  Ay^-r-B^ssA*»*,  A1— B"=c% 

ta     V  _    BVj'-  A»B»   _  B»(c^  —  A*)   _  B« 
g     "  c\cy  —  A  Vy*  ~  c/(cx*  —  A*)  —  cy"  ' 

Comme,  pour  passer  de  tang  Y  à  tang  V ,  il  suffit  de  rem- 
placer cl  par  a",  et  que  la  valeur  de  a"  ne  diffère  de  celle  de  a' 
qu'en  ce  que  c  est  changé  en  — -c,  11  s'ensuit  que,  tout  calcul 

B* 
fait,  on  doit  trouver  tang  Vss  —  — -^. 

De  là  résulte  nécessairement  qae  Us  angles  F'MR,  FMR 
sont  supplémens  l'un  de  l'autre;  ou  bien,  si  l'on  prolonge  F"M, 
que  les  angles  GMR ,  FMR  sont  égaux. 

Donc  la  tangente  à  F  ellipse  divise  en  deux  parties  égales 
l'angle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  FM  ,  et  le  prolonge-' 
ment  MG  de  Vautre  rayon  vecteur. 

Soit  prolongée  la  tangente  MR  au-dessus  du  point  M  ;  comme 
on  a  GMR = F'MR' ,  il  en  résulte  FMR  =  F'MR'.  Ainsi ,  l'on 
peut  encore  dire  que  la  tangente  RR'  forme  avec  les  rayons 
vecteurs  *  de  l'un  et  de  Vautre  côté  du  point  de  contact.,  de» 
angles  égaux. 

Enfin, si  l'on  mène  la  normale  MIL,  de  l'égalité  des  angles 
FMR,  F'MR',  on  déduit  nécessairement  celle  des  angles  FMK, 
RMF/  ;  donc  la  normale  divise  en  deux  parties  égales  V angle 
formé  par  les  deux  rayons  vecteurs. 

Ces  diverses  propriétés  sont  tellement  liées  entre  elles  que, 
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Pune  quelconque  étant  démoutt  ée>  les  autre»  fan  déduisent 
immédiatement* . 

Passons  à  l'hyperbole.  On  a,  en  conservant  les  mêmes  nota- 
tions que  ci  dessus  (J2g.  1 70) , 


a' 


tang  FMR  on  tangV  =  tang(MFX  —  MRX)==  — — ,, 
tangFMR  ou  taiigV' ==  tang(MRX--MFX)tt= 


a* 


'bypesfcoli 


1  -f-  aa* 
B*x* 


.«■  ■  ■ 


A'/' 

on  a  d'ailleurs ,  comme  pour  l'ellipse ,  ûl  tss  -£ ,  a*=-~-— . 

r  r  *a? — c  x -f  c 

Substituant  les  valeurs  de  a,  a'  dans  Pexpression  de  tang  V, 
on  trouve 

y  B'x* 

tanc  y  ass  ....         «£-.  2= . — .^   ■   .* • .       „     • 

iang     «  B  A  _  B 

ou,  à  cause  de  A,/1-Bloî,,=  -i,Ba,  A» -+- B*  =  c» , 

v  _ —  A'B»  +  B *cxm  _  B»(cx*  —  Aa)    '     B* 

UD8     —  c*x  V  -  A»c7"  ~  c/(cx*  — ~A*)  ^  ^/  ' 

Quant  à  l'expression  de  tang  V  ,  comme  on  a 


a  —  a" 


tang  V  =    ■  ■   ■  -y ,     râleur  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

tang  V'=  —  i —       v  ,  et  que  -,  étant  calculé,  donne- 

1  -J-  aa  1  +  aa 

B* 
rait »,  puisqu'il  suffirait  de  changer  c  en  — c  dans  le  résultat 

B* 
précédent ,  il  faut  nécessairement  que  l'on  ait  tang  V  =  — 5  • 

Donc  les  angles  FMR,  F'MR  sont  égaux  ;  ainsi,  dans  l'hy- 
perbole ,  la  tangente  divise  en  deux  parties  égales  t 'angle  formé 
par  les  deux  rayons  vecteurs  eux— mêmes, 

295.  On  déduit  de  la  propriété  précédente  le  moyen  le  plus 
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«  « 

commode  et  le  plus  simple,  en  général,  pour  mener  une  tan" 
génie  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  j  1°.  par  un  point  pris  sur  la 
courbe,  a°.  par  un  point  pris  hors  de  la  courbe. 

Considérons  d'abord  un  point  M  (Jlg.  170)  donné  sur  l'el- 
lipse. Tirez  les  deux  rayons  vecteurs  FM  et  F'M  ;  pwlcngez  FM 
d'une  quantité  M  G  égale  à  MF  ;  Joignez  F  et  G;  puis  abaisses 
du  point  M  sur  FG  une  perpendiculaire  ;  vous  aurez  la  tangente, 
car,  a  cause  du  triangle  isoscële  MFG ,  cette  droite  divise  l'angle 
FMG  en  deux  parties  égales. 

On  peut  démontrer  synthètiquement  que  la  ligne  MR.  qui 
divise  l'angle  FMG  en  deux  parties  égales,  n'a  que  le  point  M 
de  commun  avec  la  courbe,  et  est  par  conséquent  tangente. 

En  effet,  soit  Nun  tout  autre  point  de  cette  ligne,  et  joi- 
gnons-le aux  points  F',  F  et  G.  Le  triangle  FNG  donne 
F'N-f-EG>FG;  mais  d'après  la  construction,  NG  =  KF, 
puisque  tous  les  points  de  MR.  sont  également  distans  des  points 
F  et  G.  Déplus,  MG  =  MF;  d'où  F'G=FM  +  MF  =  aÀ. 

Donc  l'inégalité  précédente  devient  FR  -f-NF  >  *A-  ce  qui 
prouve  (n9  274)  que  le  point  N  est  hors  de  la  courbe. 

Soit  actuellement  proposé  de  mener  une  tangente  par  un 
point  N  donné  hors  de  la  courbe. 

Pour  cela,  il  suffirait  évidemment  de  connaître  la  position 
du  point  G  ;  car ,  ce  point  étant  déterminé,  il  en  serait  de  même 
de  FG,  et  par  suite,  du  point  de  contact  M. 

Or,  ce  point  G  jouit  de  la  propriété  d'être  a  une  distance  du 
point  F  égale  à  2A ,  et  à  une  distance  du  point  N  égale  à  la 
distance  NF  qui  est  connue.  D'après  cette  observation,  il  faut, 
pour  l'obtenir,  décrire  des  pointa  F'.,  N  comme  centres ^  et  avec 
des  rayons  respectivement  égaux  à  aA,  NF.,  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  coupent  au  point  G ,  tirer  F'G  qui  rencontre  la 
courbe  en  M;  la  droite  NM  est  la  tangente  demandée. 

Comme  les  deux  arcs  de  cercle  se  coupent  en  un  second 
point  G',  si  l'on  tire  F'G',  et  qu'on  joigne  le  point  N  au  point 
M'  où  F'G'  rencontre  la  courbe,  on  obtiendra  la  seconde  tan- 
gente qui  peut  toujours  être  menée  du  point  N,  en  tant  que 
ce  point  est  situé  bors  de  la  courbe. 
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La  construction  est  absolument  la  même  pour  l'hyperbole, 
clans  chacun  des  deux  cas  (Jig.  171).  *'S-  '71* 

A7.  B.  Il  est  à  remarquer  que  la  construction  précédente  et 
la  démonstration  synthétique  que  nous  en  avons  donnée,  sont 
uniquement  fondées  sur  les  définitions  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
bole, c'est-à-dire  sur  la  propriété  caractéristique  qui  a  servi  de 
base  à  la  recherche  des  équations  de  ces  courbes. 

a 

296.  Nous  pouvons  maintenant  rendre  raison  des  dénomina- 
tions de  foyers  et  de  rayons  vecteurs,  données  aux  points  F,  f 
et  aux  lignes  FM ,  F'M, 

C'est  un  principe  de  Physique  généralement  admis,  que 
tout  corps  élastique  qui  rencontre  une  surface,  se  réfléchit  ' 
de  manière  à  former  un  ongle  de  réflexion  égal  à  celui  d*inr 
cidence* 

Cela  posé,  concevons  qu'à  l'un  des  foyers  F  (flg.  172)  d'une  F'g'72- 
ellipse,  on  ait  placé  un  charbon  ardent  dont  les  rayons  do  cha- 
leur -viennent  frapper  la  courbe  en  diffère  as  points  M,  Ai'  ;.  • . 
ces  rayons  forment  avec  les  tangentes  menées  par  ces  points  f  des 
angles  FMT,  FM"F,  .  • .  appelés  angle*  d'incidence.  Or,  eu 
vertu  du  principe  de  Physique ,  ces  rayons  doivent  être  réflé- 
chis suivant  des  droites  qui  fassent  avec  Mtf  Al'/ . . .  des  angles 
(  appelés  angles  de  réflexion)  égaux  à  ceux  d'incidence;  dono 
les  rayons  réfléchis  sopt  tous  dirigés  vers  le  point  F'  pour  le- 
quel seul,  les  angles  F'JW*,,  F'MV...  sont  égaux  aux  angles 
FMT,FATF.*.. 

Ainsi ,  qu'on  ait  placé  au  point  F  un  foyer  de  chaleur ,  et  au 
point  F'  une  matière  'inflammable ,  ce  corps  s'enflammera 
comme  s'il  était  placé  au  point  F  lui-même.  Les  différents  points 
de  l'intérieur  de  la  courbe  se  ressentiront  plus  ou  moins  du 
rayonnement  de  la  chaleur  ;  mais  le  point  F"  sera  le  seul  oit  se 
concentreront  les  rayons  part»  du  point  F. 

Dans  l'hyperbole,  des  rayons  de  chaleur  partant  du  point  F 
(fig.  173)  et  venant  frapper  la  courbe  aux  points  AI,  M',  *..  l'ig1?^- 
se  réfléchiraient  dans  l'intérieur,  suivant  des  droites  M/JMy,. .  . 
qui,  prolongées  en  sens  contraire,  iraient  toutes  aboutir  nu 
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point  F";  car  de  l'égalité  des  angles  FMT  ,  TMF,  on  conclut 
celle  des  angles  FMT, /M* ,  etc. . . . 

397.  Conséquences  de  la  propriété  du  n°  294. 

Première.  Comme,  pour  fixer  la  position  de  la  tangente  en 
Fig.  170.  un  point  donné  M  (fig.  170),  on  a  pris  (n°  ag5)  MG  =  MF, 
et  qu'après  avoir  tiré  la  droite  FG,  on  a  abaissé  du  point  M 
une  perpendiculaire  sur  FG.  il  s'ensuit  que  cette  dernière 
droite  est  divisée  en  deux  parties  égales  au  point  I.  Donc,  si 
l'on  joint  le  centre  au  point  I  qui  peut  être  regardé  comme  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  F  sur  la  tangente, 
on  formera  deux  triangles' semblables  FOI ,  FF'G ,  puisque  l'on 
a  OF  =  OF'  et  IF  =  IG.  Ainsi  ces  triangles  donnent.  • . . 
F'G  :  OI  t:  F"F  :  OF;  mais  OF  est  la  moitié  de  FF",  et 
par  construction,  F'G  est  égal  à  2A;  donc  OI  =  A. 

D'où  résulte  la  propriété  suivante  :  Si  de  Vun  des  foyers 
d'une  ellipse ,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  une  tan- 
gente quelconque,,  la  distance  du  centre  au  pied  de  la  perpen- 
diculaire est  égale  à  la  moitié  du  premier  axe;  en  d'autres 
termes ,  le  lieu  géométrique  des  pieds  de  toutes  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  l'un  quelconque  des  foyers  sur  les  tangentes 
à  la  courbe  j  est  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  2  A  comme 
diamètre. 

Cette  propriété  a  également  lieu  pour  l'hyperbole,  et  se  dé* 
Fîg.  171.  montre  de  la  même  manière  (fig.  171). 

298.  Seconde  conséquence.  Soient  abaissées  des  points  F  et  F' 
Fig.170.  (fig.  170)  les  deux  perpendiculaires  FI,  FT  sur  la   tangente 
RR'j  on  vient  de  démontrer  que  les  distances  OI,  OI'  sont 
égales  à  A. 

Cela  posé,  si  des  points  Q ,  F  on  mène  OL ,  FI/  parallèles 
à  la  tangente,  on  a ,  d'après  la  figure, 

IF  =  IL  +  LF'  ; 

IF    =I'L'=Ï'L  —  LF"; 

d'où  Ion  déduit  I'F  X  IF  =  I'L  —  LF'*; 


KT   OIS   HAYONS   VKCTJWJRB.  365 

mais  les  triangles  rectangles  I'OL,  F'OL  dans  lesquels 
OI' =3  A  et  OF' =  c    ou     {/  A*  —  i£  f  donnent 

71*  =  A*  — "ÔL ,      Fi!  =  cft  —  ÔL; 

on  obtient  donc 

I'F  X  IF  =  Aa  —  ÔL*—  ca  +^ÔL=  A*  —  c%  =  B*. 

Donc,  dans  l'ellipse,  le  produit  deti  perpendiculaires  abaissées 
des  deux  foyers  sur  une  tangente .,  es/  ^gol  a»  cûrrr^  de  la 
moitié  du  second  axe. 

Dans  l'hyperbole ,  on  trouve    VF*  X  ÏF  =  —  B*  (fig.  171),  Fig.i7T. 

parce  que  les  deux  perpendiculaires  sont  placées  en  sens  con- 
traire par  rapport  à  la  tangente. 

299.  Troisième   conséquence.  Soit  mené    le   diamètre  mm 
(Jig.  170)  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le  point  de  contact  Fig.  170. 
de  la" tangente  RR'.  Tirons  d'ailleurs  les  rayons  vecteurs  FM , 
F'M  et  la  ligne  OI  qui  joint  le  centre  au  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  foyer  F  sur  la  tangente. 

On  a  vu  (  n°  292  )  que  le  diamètre  mm  est  parallèle  à  la 
tangente;  d'ailleurs  OI  est  parallèle  à  F'M ,  à  cause  de  la  simi- 
litude des  triangles  FOI,  FF'G;  donc  la  figure  OIMH  est  un 

parallélogramme ,  et  l'on  a       MH  =s  OI  =:  A. 

Ainsi,  dans  l'ellipse  et  l'hyperbole,  la  partie  d'un  rayon 
vecteur  comprise  entre  la  tangente  et  le  diamètre  conjugué  de 
celui  qui  passe  par  le  point  de  contact  j  est  égale  à  la  moitié 
du  premier  axe. 

Toutes  ces  propriétés,  qui  ont  été  facilement  déduites  de 
celle  de  la  tangente  par  rapport  aux  rayons  vecteurs,  trouve- 
ront leur  application  dans  la  suite. 


s 
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§    IL    Propriétés   de   V Ellipse   et  de   UHjrperbole 
rapportées  à  leurs  diamètres  conjugués. 

3oo.  La  propriété  caractéristique  de  tout  système  de  dia- 
mètres conjugués  consistant  (n°  258)  en  ce  que  chacun  d'eux 
divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  de  la  courbe 
menées  parallèlement  à  l'autre,  il  en  résulte  que,' si  l'on  rap- 
porte la  courbe  à  un  semblable  système ,  la  nouvelle' équation 
ne  doit  renfermer  que  les  carrés  des  coordonnées  et  une  quan- 
tité toute  connue,  c'est-à-dire  doit  être  de  même  forme  que 
celle  de  la  courbe  rapportée  à  ses  axes  principaux.  Nous  pour- 
rions donc  établir  immédiatement,  pour  l'équation  de  la 
courbe  rapportée  à  l'un  de  ces  systèmes,  My*  rfc  Nx*  =±  P, 
équation  qu'on  pourrait  ensuite,  à  l'aide  d'une  transfor- 
mation analogue  à  celle  des  n°*  233  et  239,  ramener  à  celle-ci  : 

A'y  ±:  B"x»  =  ±:  À,ftB\ 

Mais  on  conçoit  que,  pour  chaque  système  dont  on  donne  la 
direction,  les  constantes  À'  et  V  qui,  comme  il  est  aisé  de 
le  voir,  représentent  les  demi-diamètres  x  doivent  avoir  avec 
les  demi-axes  certaines  relations.  Or,  ce  sont  ces  relations 
qu'il  s'agit  maintenant  de  déterminer* 

Pour  y  parvenir  d'une  manière  générale,  nous  nous  propo- 
serons la  question  suivante  :  L'équation  d'une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole  rapportée  à  ses  axes  principaux  j  étant  donnée  *  on 
demande  de  rapporter  la  courbe  à  un  nouveau  système  tel  ^ 
tjtie  la  nouvelle  équation  conserve  la  même  forme,  Cest  une 
simple  application  de  la  transformation  des  coordonnées. 

Occupons-nous  d'abord  de  l'ellipse,  qui  a  pour  équation 

Ay  +  B'jfrsÀ^BV 
Substituons  dans  cette  équation,  à  la  place  de  x,  y7  les  valeur» 

x  =  x  cos  «  +  y  cos  *'  y 
y  =  x  sin  a  -f-  y  sm  «  , 
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qui  (n°  219)  servent  à  passer  d'un  système  rectangulaire  à 
un  système  obliqué  de  même  origine. 
11  vient,  par  cette  substitution , 

(A.Sin,»'4-B*cosV)y*+2(A*sin«sin«/+B'cos4JCos«»')xy+ 

(AVmtt*-f  B'cos**)^  =  A*Bft. 

Mais  par  hypothèse ,  l'équation  ne  doit  renfermer  que  les 
carrés  des  variables  et  la  quantité  toute  connue;  il  faut  donc 
que  le  coefficient  de  xy  soit  égal  à  o  j  ce  qui  donne 

A'sin « sin  *'  4"  B'cos  «  cos  «'  =  o , . . . .     (i) 

et  l'équation  se  réduit  à 

(A*sins«  +B»cosV)y"  +  (A9siV*+ B9cosfl«)xft  =  A»B» ...     (2) 

Si  Ton  divise  l'équation  (1)  par  cos  «cos*',  elle  devient 

B* 
Aatang*  tang«'  +  Ba=o;     d'où     tang«tang«'  =— •  — . 

Comme  on  n'a  qu'une  seule  équation  pour  déterminer  les 
angles «,/,  il  s'ensuit  que  le  nombre  des  systèmes de diamètivs 
conjugués  est  infini.  Cet  le  relation  est  d'ailleurs  identique  avec 
celle  du  n°  261  *,  et  les  conséquences  qui  en  ont  été  déduites 
se  reproduisent  également  ici. 

Soit  fait  successivement  dans  l'équation  (2), 


xd 


*-* 


.,         .    fi  1  A'sin*  «-+- Ba  cos*  * 

uen  resuite.  .  .<  ' 

o,    )  (   y         Aasina*'-r.Bacosa* 

r 

Ces  expressions  représentent  les  carrés  des  distances  OM,Om 
{fig.  i68v),  ou  des  demi  diamètres conjugués.  Donc,  en  désignant  Fig.i68« 
par  2A',  2B',les  longueurs  totales  MM',  mm',  on  a  les  relations 

AflB»  *)  ç         f  A*B* 

A  =  tt^z — nr< — r  »   /  l A  8I  n  * + B*cos,« = -r-^, 

Au*in'*  +  B'cos9*      (  1  A  • 

A.Ba  >    d0U    <  AtR, 

B'a=A„:„,,,   "       rr?i  AasinV+BW«'=A 


A'sin9*  +  B*cosV  '  ;  l  ^  B'a  ' 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a)  ,  on  obtient  enfin 

pour  l'équation  de  F  ellipse  rapportée  &  un  système  quelconque 
de  diamètres  conjugués. 

Comme  pdur  x  =  ±:  A',  cette  équation  donne  y  =  o,  et 
que,  réciproquement,  pour  y  =  ±  B',  on  a    x*  =  o,     on 
doit  conclure  que  les  droites  menées  par  les  points  M ,  M7,  m ,  m 
parallèlement  ?lux  deux  diamètres,  sont  tangentes  à  la  courbe, 
propriété  qui  a  déjà  été  reconnue  (n°  391)*  l 

Pour  l'hyperbole,  on  obtiendrait  les  équations*    '    ' 

B* 

A*sin«sra«  — B*cos«  cos«  =  0,    d'oîi    tang*  tangos  — 

et  (  AWa'— B*cosV)y»  +  (  A'sm^e^B'oos'*)***2:  —  A*B% 

dont  la  première  exprime  que  les  nouveaux  axes  forment  un 
système  de  diamètres  conjugués,  et  la  dernière  représente  la 
courbe  rapportée  à,  ce  système* 

Soit  fait  successivement  dans  cette  équation,  , 

—  o .      -.  «r      .  —  A*B' 


y  =  °>      1  ï  x*t=i __      , 

.  Ï  A-sinU  — B•cosa«, 

on  trouve  } 

I     »  —  —  A*B* 

Mais  il  faut  observer  que  de  ces  deux  carrés ,  l'un  est  positif, 
l'autre  est  négatifs  car  on  a  vu  (n°  2Ô3)  que,  pour  tout  sys- 
tème de  diamètres  conjugués,  l'un  est  transverse  et  l'autre  non 
traiwerne;  d'où  il  suit  que,  si  la  valeur  de  x  correspondante 
à  jr  =  o,  est  réelle ,  celle  de  y  correspondante  à  x=  o  doit 
être  imaginaire  j  ou  réciproquement  (  voyez  d'ailleurs  le 
n°  suivant  ). 

Supposons ,-  ce  qui  est  toujours  permis ,  qu'on  ait  pris  pour 
axe  des  x  le  diamètre  transverse;  dans  ce  cas ,  l'expression  de  x* 
est  positive,  mais  celle  de  y%  est  négative.  Désignant  donc  U 
première  par  A'*,  et  la  seconde  par  —  B'*,  ou  obtient  les 
relation* 
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A*5În*«—  B*eos*«'   L,  -  )  .    A'*  ' 

A*sin**'—B*cos9«     J         l  B* 

Reportant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe,  on  obtient, 

toute  réduction  faite,. . .  A'y  —  B^x*  =  —  A'*B'*. 

Si ,  au  contraire,  on  égalait  la  première  à  —  B'*,  et  la  seconde 
-à  A'*,  on  trouverait  B'*y*  —  A'*x*  =  A^B**  pour  l'équation  de 
l'hyperbole  rapportée  an  diamètre  non  transperse  j  comme  axe 
des  x  (voyez  n°  24°)* 

3oi.  On  peut  démontrer  directement  que  les  deux  expres- 
sions de  x*  et  y*  sont  de  signes  contraires. 

En  effet,  mulUplions4es  entre  elles;  il  vient  pour  leur  produit, 

A'B*  

(A*  sina  • — Ba  cos*  «)  (A-  sin*  *'  —  B*  cos  a  •  )* 

Or,  si  l'on  développe  le  dénominateur,  on  trouve 

A4sin»«sin'«  +  B*  cos*«  cos1*  —  A*B*  (tin**  cos*#+  sin*  «  cosV  ); 

mais  la  relation    A*  sin  m  sin  «'  —  B*  cos  *  cos  *'  =  o ,     donne 

A4sin*  «sin8/  -f~  B*  cos*  m  cos*  m  =  sA'B*  sin«  sin«'  cos  «  cos  «'; 

done  le  dénominateur  devient 

A*B*  (2  sin  «  sin  m  cos*  cos  •'  —  sin*  m  eus*  • — sin9  m  oosV); 

expression  qui  se  change  encore  dans  la  suivante 

—  A*B*  (sin  «'  cos  «— sin«  cos/)*,  ou    —  A*B*  sin*  (•'—«). 

A*B* 
Ainsi ,  le  produit  ci-dessus  se  réduit  à  — . ,_  ■■; — —t . 

r  -»A.BBftsiii»  («— «)  ' 

A*B* 

ou  bien  enfin .  à         —  ■.  ,  ,  , r. 

sin*(#  •—  «) 

Ce  résultat  étant  essentiellement  négatif,  prouve  que  les 
deux  valeur»  de  x*  et  y*  sont  de  signes  contraires. 

Désignant  donc,  comme  on  l'a  fait  dans  le  n°  précédent ,  la 
valeur  de  x*  par  A'a,  celle  de  j^*  par  —  B't ,  on  parvient  à  cette 
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ABfta 

relation  ramrqdaHe ,    —  k'W=L^-r 


*m*(ï7— *)' 
cflèk  ....         A'.Br«««i(«'  —  A0=A.ft. 

Les  mêmes  calculs  effectués  sur  les  expressions 

-  ■        *    »      \  i 

À s  Ka  A  *"R* 

à/a  j^  .x      ♦         A  p  ^»  F/**—  A  D 

A*sin*«  +  Bftcos>-^         "",AW#+.Bicoig#M 
relatives  à  l'ellipse,  donneraient  pour  résultat, 
A'^sin*  (*'  —  •)  =  AeB*;  d'où  A'.B'.stn  (*'  —  «)  =  A.B. 

3oa.  Voyons  ce  que  signiGe  un  semblable  résultat  en  Géo- 
métrie. 

» 

Fig.  168.  Soient  MM',  mm!  (J$g.  168)  deux  diamètres  conjugués  par 
les  extrémités  desquels  on  a  mené  des  tangentes  qui,  comme 
on  l'a  déjà  tu  ,  déterminent  un  parallélogramme  TTYt ,  le- 
quel ,  d'ailleurs,  est  évidemment  quadruple  du  parallélogramme 
OMTro. 

Si  du  point  m,  on  abaisse  mi  perpendiculaire  sur  OM  ,  on 
aura  évidemment  OMTm  s=  OM  Xmi=A'x  mi;  mats  le 
triangle  rectangle  Oim  donne  mi  =  Om.sin  mOi,  ou  bien, 

mi  =  B' . sin  mOM  =  B'  sin  ( *  —  «); 
donc  OMT/wz^A'.B'.sinV--»). 

D'où  l'on  peut  conclure  que  le  parallélogramme  construit 
sur  As  demi' diamètres  conjugués  OM.,  Om  est  égal  au  'rec- 
tangle construit  sur  les  demi-  axes* 

Ce  résultat  est  tout-à*fait  indépendant  du  système  de  dia- 
mètres conjugués  que  l'on  considère. 

Comme  la  Relation  A'.B'  sin  (*'-—#)=  A.  B,  peut  se  trara- 
Wmer  en  <!el!e*c&  ïA'.aB'sin  («'  —  «)  =  2A.2B,  on  peut  en- 
core dire  que  tous  les  parallélogrammes  circonscrits  à  l'ellipse, 
dont  les  côtés  sont  respecft&Smhït  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués  j  ont  une  surface  constante  *pour  tous  les  systèmes 
de  diamètres  conjugués.,  et  égalé  au  rectangle  construit  sur  les 
axes. 

3o3.  *N.  B.  Cette  slirfaoe  côMtmte  jouit  de  la  propriété 


eoimraiiis.  3ji 

tfètre  un  minimum  parmi  cdUes  des  différons paralléiogr^miiiet» 
que  l'on  peut,  en  général ,  circonscrire  à  une  ellipse  donnée. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  un  parallélogramme 
U V  VU'  ,  dont  deux  côtés  soient  les  tangentes  menées  par  les 
extrémités  da  diamètre  mmr ,  et  les  deux  autres  côtés  soient 
les  tangentes  menées  par  les  extrémités  <a"mm  diamètre  *#'  non 
conjugué  de  mm'.  Prolongeons  d'ailleurs  mi  jusqu'à  sa  rencontre 
en  /  avec  la  base  U'V.  On  a  pour  la  surface  de  ce  parallélo- 
gramme, U'V  x  ml. 

Mais  le  triangle  rectangle  mlm!  donne  ml  =  mm',  sin  mm'l9 
•    >  •  *   ■' 

ou  ml  =  2B'  X  sin  mOM.  =  aB'.sin  (*' -—0).  . 

D*un  autre  côté,  il  est  évident  que  U'V,  qui  est  parallèle 
à  MM' ,  est  plus  grand  que  MMr  ou  2A' ,  puisque  les  côtés 
OU',  VV'  sont  extérieurs  a  Felli pse. 

Done  U'Vf,X  ml  est  plus  grand  que  2A'  X  *V  sin  («' — *). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer.  •  • 

3o4-  La  propriété  du  n0>3o»  est  également  applicable  à  l'hy- 
perbole. Soient  MM',  NN'  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques; si  Ton  suppose  que  MM'  {fig*  169)  représenté  le  Kg.  169. 
diamètre  2A/,  et  qu'on  prenne  sur  la  direction  de  NN', 
Om  =  Om'  =  B ,  le  parallélogramme  OMTm  a  pour  expres- 
sion*  OMxOm.sin  mOM  =  À'.B'.$in  (*' —  «)  ;  et  le 

parallélogramme  que  forment  les  tangentes  TT' ,  U*  avec  les 
droites  Tf ,  TY  menées  par  les  points  m,  m',  parallèlement  à 
MM',  est  égal  à  2À'  X  aB'.sin  (*'—«).  N 

Or,  on  a  vu  (n°  3oi  )  que  ces  expressions  sont  respectivement 
égales  à  À  X  B  et  2A  X  2B;  donc,  etc. 

Les  parallélogrammes  tels  que  TT  if  dont  les  côtés  sont  pa- 
rallèles et  égaux  a  deux  diamètres  conjugués,  sont  dits  des 
parallélogrammes  inscrits  à  l'hyperbole. 

v  3o5.  On  peut  remarquer ,  par  rapport  au  rectangle  EEW 
construit  sur  les  axes,  que  comme  les  asymptotes  OL,  OH  ont 
été  déterminées  (n*  238)  en  prenant  sur  la  perpendiculaire 
élevée  au  point  B ,  deux  parties  BE ,  BEf  égales  à  la  moitié  du 

24.. 
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seçpud  axe,  les  sommets  E^  E'.,  e  j  e  de  ce  parallélogramme 
rectangle  *  sont  situés  sur  les  asymptotes. 

Or,  je  dis  que  cette  propriété  est  commune  à  tous  les  paral- 
lélogrammes inscrits  dont  nous  Tenons  de  parler. 

Pour  le  démontrer ,  nous  rechercherons  d'abord  quelles  sont 
les.  équations  des  asymptotes  rapportées  à  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  OM ,  ON ,  pour  lesquels  l'équation  de  la  courbe 

est  À' V  -+  B'  x»  =— A"  B'a (0 

Comme  ces  droites  sont  les  seules  qui ,  menées  par  le  centre, 
rencontrent  la  courbe  à  l'infini ,  il  suffît  de  combiner  l'équation 

y=  ax (2)     avec  l'équation  (1),  puis  d'exprimer   que 

les  valeurs  communes  de  x  et  de  y  sont  infinies. 

Or  il  résulte  de  cette  combinaison 

A'V  -  B'âx*  =  —  À'*B" ,     d'où     a  =  — —-'- , 

<      •    ii'     *  •  w 

valeur  qui  devient  infinie  lorsqu'on  suppose  B'*  — A'aa*=o, 

d'où  a  =  ±:  77. 

A 
.  Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (2) ,  on  obtient  enfin 

_       B' 

B 
Donc  les  asymptotes  qui  ont  pour  équations ,  y  =  -J-  -r  x , 

B 
et     y  =  —  -r-  x9  lorsqu'elles  sont  rapportées  au  système  des 

axes  principaux,  sont  représentées  par 

,  B'  B' 

y=^  +  j7  x,  y=—  j?*> 

quand  on  les  rapporte  à  un  système  de  diamètres  conjugués. 
]tfg.i74»      Ainsi,  soient  OM,  ON  (JLg.  174)  deux  diamètres  conjugués 

auxquels  on  suppose  la  courbe  rapportée-,  l'équation  y — ±:  -rj  x 

A. 

représente  les  deux  asymptotes  rapportées  au  même  système  > 
les  x  se  comptant  sur  OM  et  les  y  parallèlement  à  ON. 
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Cela  posé,  soit  fait  dans  cette  équation,  ce  =  A/;  il  en  résulte 
y  =  zfc  B'  ;  ce  qui  prouve  que  si ,  au  point  M ,  on*  mène  une 
parallèle  à  NN' ,  ou,  ce  qui  revient  au  même  (n°  29a) ,  une  tan- 
gente à  la  courbe,  les  parties  MT,  MT"  de  cette  tangente,,  corn-' 
prises  entre  le  point  de  contact  M  et  Us  deux  asymptotes  *  sont 
égales  entre  elles  j  et,  de  plus ,  égales  chacune  à  la  moitié  du 
diamètre  conjugué  de  MM'. 

Même  résultat  pour  la  tangente  menée  au  point  M'. 

Donc  si  l'on  joint  les  points  T,  *  et  T,  *',  la  figure  ainsi 
formée  ne  sera  autre  chose  que  le  parallélogramme  dont  les 
côtés  sont  égaux  et  parallèles  a  aA',  2B'. 

g/ 

306.  La  même  équation    y  =>±  —,  x    prouve  encore  que, 

pour  une  abscisse  quelconque  OP ,  les  ordonnées  FR ,  PR'  sont 
égales  et  de  signes  contraires;  d'ailleurs,  il  résulte  de  l'équation 

Bf       __ 
de  la  courbe ,    ^=±«-7  l/x2 —  À'*,    que  les  ordonnées  PS, 

PS'  correspondantes  à  la  même  abscisse  OP,  sont  aussi  égales 
el  de  signes  contraires  j  donc  PR — PS  ou  RS=PR' — PS'  ouR'S'. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  deux  parties  d*une  sécante 
comprises  entre  la  courbe  et  les  asymptotes,  sont  égales  entre 
elles. 

Cette  dernière  propriété  est  vraie,  quelle  que  soit  la  direction 
de  la  sécante  sur  le  plan  de  la  courbe,  car  ou  peut  toujours 
imaginer  par  le  centre  un  diamètre  parallèle  à  une  sécante 
donnée  de  position ,  puis  déterminer  le  diamètre  conjugué  de 
celui-ci  ;  supposer  enfin  la  courbe  et  ses  asymptotes  rapportées 
à  ce  système  de  diamètres  cod jugés.  Dès  lors,  la  démonstration 
précédente  sera  immédiatement  applicable. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  propriétés  fort  curieuses 
des  asymptotes.  Notre  but  principal  était  ici  de  faire  voir  que 
les  sommets  des  parallélogrammes  dont  les  côtés  sont  parallèle* 
et  égaux  à  un  système  de  diamètres  conjugués,  ont  leurs  som- 
mets placés  sur  les  asymptotes. 

307.  Reprenons  les  valeurs  de  A'*,  B'9  obtenues  (n°  3oo) 
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pour  Pellipse,  et  remplaçons,  dans  ces  expressions,  sin'ce, 
cos*«,  sin**' ,  co***'  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  tang«; 
savoir: 

,  i  .  ,  *«<« 

cos  #  as  '  m      sin  *  r=  " % 

ï+tang*a*  t  +  tang** 


.»  v 


i  ,  tang*« 

«n«V»L«t   w»_A*B'(i+tang*«)      ,._  A'B'(i  +  tang»./) 

équations  qui,  réunies  à  l'équation  de  condition 

tang*.tang«=  —  — , 

» 

renferment  les  six  quantités  A,  B,  A',  B',  tanga,  tang*';  donc 
si  l'on  élimine  entre  ces  équations  les  quantités  tanga,  tango.', 
on  doit  nécessairement  parvenir  à  une  certaine  relation  entre 
les  quantités  A*  B,  A' ,  B7. 

Ofc,  des  deux  premières  équations,  on  déduit 

,      .        B*(A»~AT*)     .      .    ,      B»(Aa—  V) 

,,,  ,  #      .      ,      *  ,_B*    (A'—  A")  (A»— B") 
d'où  ta**!,  tang**  =j;V(A^_B.)(B^_Ba)- 

D'un  autre  côté ,  la  troisième  équation  donne 

^   ,      B* 
tang**.  tang**^—  ; 


on  a 


-i       ii*-        (A*— A")(A»  — B") 
donc  la  relation      ^-.y^y»—^  =  »  > 


ou  chassant  le  dénominateur  et  développant  les  calculs , 
A*— A*A'«—  A^'^-  A'^ss  A'»B"—  B*B" — A'»B« + B*; 
réduisant  et  transposant 

A<  —  B*  =  A'*  (A*—  B»)  +  B'»  (A*  —  B'). 


Donc  enfin,  sj  l'on,  divise  par  A*—  B\  on  trpu^ç    .   .,    , 
À''+B*s:A»+lIft,    ou    4A'•^-4I^s=:4A,l 


ce  qui  prouve  que,  dans  l'ellipse,  la  somme  des  carrés  de 
deux  diamètres  conjugués  quelconques  est  égaie  à  la  somme  des 
carrés  des  axes. 

En  opérant  de  la  même  manière  par  rapport  à  FJ^ypei^ole, 
on  trouverait 

À'»  —  B'«=A*—  Bf,    ou    4A^— 4»^=4A»  — 4B»; 

c'est-âi-dire.  fc  différée  des  cadrés  a^g  diamètre^  coyugtffa 
égale  à  la  différence  dey  cqjçrfa  a\s  g*?*,» 

3o&  Au  reste,  cette  dernière  propriété  et  celle  du  paral- 
lélogramme circonscrit  ou  inscrit,  peuvent  se  déduire  très 
simplement  d'un  calcul  assez  important  en  lui-même,  et  qui 
a  pour  objet,  étant  donnée  V équation  ofune  ellipse  ou  (F une 
hyperbole  rapportée  à  un  certain  système  de  diamètres  con~- 
fugues*  de  retrouver  V équation  de  la  même  courbe  rapportée  au 
système  de  ses  axes  principaux.  ' 

Pour  résoudre  cette  question  par  rapport  à  l'ellipse,  nous 
ferons  usage  des  formules  du  n°  231 , 


x  sin  (C — *)  —  y  cos  (C  —  a)  xsip«4-.y 


cosce 


sinC  ^  smC 

qui  servent  à  passer  d'un  système  oblique  à  un  système  rec- 
t«>gttlwe  de  même  origine 

Substituant  ces  valeurs  dans  Inéquation  de  la  courbe , 

et  chassant  le  dénominateur,  on  obtient  la  transformée 

[  A'acos**  +  B'»cos*  (C—  *)]  f 
+[2A'*sin«cosfle— 2B'*3in(ff— a)cos(C— et)]  xf  }  tr^'B^sin^C. 
+  [A'a$in9*+B'9sin*(É— *)  j  ±* 


Gomme  le  nouveau  système  d'ares  <fpit  jouûr  de  la  propriété 


caractéristique  des  diamètres  conjugués  (n#  258),  il  faut  que 
le  terme  en  xy  disparaisse,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

À'*sin*cas^— B'*sin(C  —  #s)cos(C — «)s=oj...  (i) 

et  alors,  l'équation  se  réduit  a 

+  {Aasinf*4-Ba6ina(ff — *)}a?a  J  v  ' 

II  résulte  d'ailleurs  de  la  nature  de  la  transformation ,  que  le 
système  de  diamètres  conjugués  actuel  est  un  système  rectan- 
gulaire; donc  ce  système  est  celui  des  axes  principaux,  puis- 
qu'on a  reconnu  (n°  262)  que  c'est  le  seul  système  de  diamè- 
tres conjugués  perpendiculaires  entre  eux. 

Ainsi,  l'on  doit  regarder  l'équation  (2)  comme  celle  de 
l'ellipse  rapportée  a  son  centre  et  à  ses  axes»  Cependant,  pour 
qu'on  puisse  la  comparer  à  Aay*  +  Baxa  =  AaBa ,  il  est 
nécessaire  que  le  second  membre  soit  le  produit  des  coefficient 
de  jr%  et  x*.  Mais,  pour  la  ramener  à  cet  état,  on  sait  (n°  233) 

qu'il  suffît  de  multiplier  les  deux  membres  par  un  facteur  K 

P 

égal  èrr^;  M,   N   désignant  les    coefficiens  à&  y*f  x*,  et 

P  la  quantité  toute  connue  qui  est  dans  le  second  membre» 

Calculons  donc  cette  valeur  de  &  relative  à  l'équation  (2); 

on  a 

A'*B'asinaC 

[A'acosa*+B'ac*sa(C—  <*)]  CA^sin^+F^sin*^—  «)]  ' 

Effectuant  les  calculs  indiqués  au  dénominateur ,  et  observant 
que  l'équation  de  condition  (1),  étant  élevée  au  carré,  donne 

À'<  sin1  *  cos*  *  +  B'<  sina  (S  —  a)  cosa  (C—  a) 
=  2A'*B'asin  et  cos  «  sin  (ff — et)  cos  (^  —  et), 

on  reconnaît  que  ce  dénominateur  prend  la  forme 

\  A'aB/ft  [  sina  «  cosa  (C  —  a)  +  sina  (C  —  ce)  cosa  « 

-+•  2  sin  «  cos  (C  —  a)  sin  (£—  a)  cos  et  ] , 
ou  A'âB"  [  sin  «  cos  (C  —  a)  -f  sin  (C  —  m)  cos  «]% 

ou  bien  enfin ,    A'*&È  sina  (•  +  €  —  #)  =  A'aB'B  sina  £ 
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Donc  la  valeur  de  K  devient    K  =  w.nj»   .  .  „  =  .1  ; 

A  'ir*  nxr  Q 

ce  qui  prouve  que  l'équation  (2)  n'a  besoin:  d'aucune  prépara- 
tion pour  être  comparée  a  l'équation 

On  a  donc  immédiatement  les  relations  suivantes 

À'*  COS*  m  +  B"  COS*  (ff  —  m)  =;  A», 
A'»  sin*  m  +  V*  sin*  (C  —  «)  =  B*, 

A'ftB'*  sin*  É  =  A**. 

Les  deux  premières  relations ,  ajoutées  entre  elles,  donnent 

A'*  +  B'*=rA*  +  B\ 

Quant  à  la  troisième ,  elle  donne  sur-le-champ 

A'B'sinf  =  AB. 

Or ,  C  étant  l'angle  que  les  deux  diamètres  conjugués  font 

entre  eux,  on  a  ff  =  «' — *; 

d'où  l'on  déduit       A'B'  sin  (*'  —  «)  ==  AB. 

En  reprenant  absolument  les  mêmes  calculs  à  Fégard  de 
l'hyperbole»  on  trouverait  les  relations 

A'»  —  B*  =  Aa  —  B*,    A'B'  sin  (*' — *)  =  AB. 

N,  B.  Si,  dans  la  question  précédente,  on  veut  déterminer 
l'angle  *  que  forme  le  nouvel  axe  des  x  avec  l'ancien,  il 
suffît  de  résoudre  l'équation  de  condition  (1)   par  rapport 

à   ÛL. 

En  la  multipliant  par  2 ,  on  peut  la  transformer  ainsi  : 
A'*  sin  aa  —  B'a  sin  (2Ê  —  2*)  =  o 
[à  cause  de    2  sin  et  cos  et  =  sin  24,     2  sin  (C  —  ce)  cos  (C— *) 
=  sin  2  (€  —  a)2 , 

ou  bien ,  développant  sin  (2C  —  2*) ,  et  divisant  par  cos  2*, 

A'*  tang  2a  —  B'*  sin  2C  +  B'*  cos  2C  tang  a«^:o; 
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j  B'*  sin  2C 

donc  ^^^A^yccf 

L'angle  a*  étant  construit,  on  le  diviserait  en  deux,  parties 
égales,  et  l'on  obtiendrait  la  direction  de  Xwat  des.  axes  prin- 
cipaux; l'autre  serait  çTaiUeurs  déterminé,  puisqu'il  doit  être 
perpendiculaire  au  premier. 

309. Dans  l'ellipse,  il  existe  un  certain  système  de  diamètres 
conjugués  qui  mérite  une  attention  particulière  ;  c'est  celui  des 
Fig.164.  deux  diamètres  H',  hV  (Jig.  164)  parallèles  aux  cordes  supplé- 
mentaires AC,  B&  (Voyez  n°  a8i.) 

Puisque  le  triangle  ACB  est  isoscèle,  les  angles  CAB,  ÂfiC 
sont  égaux  ;  donc  aussi  les  angles  109 ,  LOA  sont  égaux. 

Or,  a  cause  de  la  symétrie  de  la  courbe  par  rapport  aux 
axes  AB,  CD,  il  est  évident  que  deux  diamètres  qui  font  des 
angles  égaux  avec  AB ,  o*e  part  et  d'autre  du  centre ,  doivent 
avoir  des  longueurs  égales  ;  ainsi  l'on  a ,  pour  ce  système  par- 
ticulier, II7  ou  2A'=LL'ou  aB',  et  l'équation  de  la  courbe, 
rapportée  à  ce  système ,  devient 

y  +  :r*  =  A"; 

c'est-à-dire  que  l'équation  est  de  la  forme  de  celle  du  cercle 
rapportée  a  son  centre  et  à  des  axes  rectangulaires. 

D'où  l'on  peut  conclure  qu'une  équation  telle  que 

y%  +  4^  =î=  4*  ,  qui  exprime  une  circonférence  de  cercle 
lorsque  les  axes  sont  rectangulaires ,  représente ,  dans  l'hy- 
pothèse 4'*xes  obliques ,  une  ellipse  rapportée  à  un  système 
de  diamètres  conjugués  égaux. 

Ce  système  est  d'ailleurs  unique  4aP*  toute  ellipse;;  car 
pour  que  deux  diamètres  soient  de  même  longueur ,  il  faut 
que  leur  inclinaison  sur  le  grand  axe  soit  la  même  des  deux 
côtes  du  centre  \  et  pour  qu'ils  soient  conjugués  j  ils  doivent 
être  parallèles  à  un  .certain  système  de  cordes  supplémentaires 
(  n°  280).  Or ,  il  n'y  a  que  les  deux  cordes  AC  ,  BC  qui  jouis- 
sent de  la  propriété  de  faire  des  angles  égaux  avec  AB  ;  pour 
tout  autre  système  AM ,  BM ,  on  a  évidemment    ' 
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AM  >  BM  ;     o?où     angle  MBA  >  MAB. 

Le  calcul  conduit  aux  mêmes  résultats  ;  en  effet ,  on  a 
trouvé  (  n°  3oo  ) 

A*B»  A*B* 

A"g=        .     **         —    et    B*=  A* 


A*sin*«  +  B*cos*«    ""  —  A*sinV+B'cos,«" 

Egalons  entre  elles  ce*  valeurs,  et  voyons  c$  qui  en  résume  ; 
on  déduit  d'abord  de  cette  égalité, 

A*sia*«>+Bicos*«:ŒA*sin»«+B*co8*«/, 

ou,  remplaçant  cos*«,  cos*«    par  leurs  valeurs  1  — -  sin*«, 
1  —  sin*  m  , 

(A»  —  B*)  sin»*  +  B*  =  (A*—  B*)  ain*«'-f-  B*  ; 

on, réduisant,    (A* —  B*)  (sin* •  —  sin* m)  s=  o. . .  (1) 

Cela  posé,  tant  que  la  courbe  est  une  ellipse  proprement 
dite,  A9*-  B*  est  différent  de  o ,  et  cette  condition  se  réduit  à 

sin*  m  —  sin*  «  =  o  ;    d'où    sin  #'  =  r£  sin  *  ; 

B* 
de  cette  nouvelle  relation  et  de  l'équation  tang  «  tang*'  = —  —> 

qui  fait  voir  que  les  deux  tangentes  doivent  être  de  signes 
contraires,  on  tire 

008  «'  ss  z%  cos  *  ; 

donc,  divisant  ces  égalités  membre  à  membre, 

tang  *  =  —  tan§  «  ; 

ce  qui  prouve  déjà  que  deux  diamètres  conjugués  ne  peuvent 

être  égaux  qu'autant  qu'ils  forment  avec  l'axe  des  x  des  angles 

supplément  l'un  de  Fautre. 

B* 
Cette  valeur  de  tang  •',  reportée  dans  tang  « .  tang  #'=  —  -ji  1 

donne  d'ail 


*        ^  B'  ;,,     ,  -         B 

tang*  «  =  —  ;     d  ou     tang  «  =^  3:  -r- 


i 
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(Le  signe  supérieur  correspondant  ù  tanga,  le  signe  infé- 
rieur correspond  à  <*'.) 

D'où  l'on  Toit  que  les  diamètre»  conjugués  égaux  forment 
avec  l'axe  des  x,  des  angles  dont  les  tangentes  sont  respectai 


B  B 

ment  exprimées  par'  +  t-  et  —  — .  Ainsi  ces  diamètres  sont 

A  A. 

parallèles  aux  cordes  AC  et  BC. 

Si  l'ellipse  devient  un  cercle,  auquel  cas  onai1— B*=:o, 
l'équation  (i)  est  satisfaite ,  quels  que  soient  ce  et  «t7;  c'est-à- 
dire  que  tous  les  diamètres  conjugués  sont  égaux  dans  le 
cercle;  ce  qui  est  évident 

3io.  Dans  Fhyperbole  quelconque,  il  ne  peut  exister  de 
système  de  diamètres  conjugués  égaux;  car,  d'après  la  relatibn 
A'»—  8'*=  A*  —  B*',  si  l'on  suppose  A7  =  B',  il  en  ré- 
sulte nécessairement  A  =  B  ;  et ,  réciproquement,  A  =  B 
donne  À'  =  B'.  D'où  il  suit  que  l'hyperbole  équilutère  est 
la  seule  qui  puisse  avoir  des  diamètres  conjugués  égaux;  et 
tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  de  cette  hyperbole 
aont  des  systèmes  de  diamètres  égaux. 

Ainsi  l'équation  y*  —  x9  =  —  k* ,  dans  le  cas  où  la  courbe 
est  rapportée  h  des  axes  obliques,  représente  encore  une  hy- 
perbole  éf  uilatére.     ?■ 

3 11.  Rapprochons  les  diverses  relations  que  nous  avons  ob- 
tenues entre  les  grandeurs  et  les  directions  des  axes  et  des  dia- 
mètres conjugués;  ces  relations  sont  au  nombre  de  quatre  prin- 
cipales, savoir  : 

A'i+B/a=AA  +  BB»  A'B'sinC  =  AB,  tang*'tang*=— ^, 

G s= «'  —  et ,     pour  l'ellipse  ; 

A'*—  B'»=  A*  —  B%  A'B'  sin  C  =  AB ,  tang*'  tang  *  =      ^ , 
C  =  *'  —  a ,     pour  l'hyperbole. 

Ces  équations  renfermant  sept  quantités  A ,  B,  A',  B',  «,  et,  C, 
on  peut  se  proposer  cette  question  générale  :  Étant  données  trois 
de  ces  sept  quantités ,  déterminer  les  quatre  autres» 
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Mais  nous  nous  bornerons  à  résoudre  les  <knx  samntes  : 
PREMiàBE./  Connaissant  les  deux  axes  a" une  ellipse  et  l'angle 

G  que  deux  diamètres  conjugués  font  entre  eux,  déterminer  ces 

diamètres  en  grandeur  et  en  direction. 

On  a  d'abord;  pour  déterminer  A.',  B',  les  deux   relations 

j.    d'où    )  amC 

oA'B-  =  j£*,  )  (A'-B-^A'+B»-^, 

sm  t        J  l  smb 

et  par  conséquent , 


a'  -  I  \f*  +  B'  +  ^  +  z  \A  +  Bm  -  -AB 

a    V  smb         2  V  ; 


sinÉ' 


r^^A'  +  B'  +  ^-il/A'  +  B--.^. 
2   V  sinC         a  V  sinC 

Quant  à  la  valeur  de  #,  l'équation  Atiang*Ung*/-+-B8=  o, 
devient*  par  la  substitution  de  C+*  à  la  place  de  «' , 

A 'tang  «  tang  (C  +  «)  +  B*=  o , 


ou,  développant  tang(C-f-c)  et  chassant  le  dénominateur,  puis 
ordonnant ,  A*  tang*  «  +  (A*  —  B*)  tang  €  .  tang  «  -f»  B*  e=  •  ; 
donc 

Uiig«=~(A'^to^-dbi^y(A^B')'tui»g;CiqÂ^. 

Pour  que  cette  valeur  soit  réelle,  il  faut  que  tang*£  soit 

£A9B* 
plus  grande  ou  au  moins  égale  à    a»  — RM»'  ^^"dire  que 

l'angle  £,  s'il  est  aigu,  soit  au  inoins  égal  à  celui  dont  la  tan- 

aAB 
gente  est  — =-,  et  s'il  est  obtus,  qu'il  soit  au  plus  égal  a 

'      i  •      •  »        -»        —  aAB 

celui  qui  a  pour  tangente,    Tâ~~S** 

Supposons  tang*  S  =  (A.__By.  *'<*  tangC  =  ±  jj^g; , 
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et  portons  cette  valeur  dans  l'expression  de  tang  *;  eile  se 

nédntt  à  tang  «  et  -  *— ~  X  ±1  j^-gj  =  .+.  ^  ; 

Ba 

ce  qui  donne  |  à  cause  de  la  relation  tang  «  tang  «'  =  —  —  , 

tang«  =  — p  lang«*=  j- 

Ce  résultat  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  dit  n°  281  ;  car  on  a 

reconnu  dans  ce  numéro  que  les  deux  diamètres  parallèles  aux 

Fîg.  164.  cordes  AC,  BC  (Jlg.  164)  forment  entre  eux  le  plus  grand  et  le 

plus  petit  angle  possibles,  suivant  que  Ton  considère  l'angle 

IOL,  ou  son  supplément  IOL'. 

La  réalité  des  valeurs  de  A'  et  de  B'  correspond  aux  menu» 

aAB  ' 

circonstances  ;  car  en  posant    A*  «4-  B* : — 5  =  o ,  on  trouve 

'  r  sm£ 

*       ^_     aAB 
et  par  feonséqu&nt ,  tang  C  ==  zt  .  ^^      . 

La  détermination  de  A'  et  de  B'  au  moyen  des  équations 

AB 
A*  •*-  B'V»  A1—  # ,  AV  =s=  -r-^ ,    relatives  à  l'hyperbole ,  ne 
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serait  pas  aussi  facile;  on  parviendrait  par  l'élimination  de  B', 
\  une  équation  du  quatrième  degré  en  A',  résoluble  à  la 
manière  de  celles  du  second  degré. 

3ia-  Sboomkb  qobstion.  Étant  donnés  deux  diamètres  conju- 
gués d'une  ellipse*  et  VangU  qu'ils  font  entre  eux*  déterminer 
les  axes  en  grandeur  et  en  direction* 

Or,  les  équations  A*  +  B»=i=A'a-f  B'*,  aAB  ss  aA'B sin C, 

1      u  /  (A  +  B)a  =  Afa  +  B"+aA'B'sinCf 

donnent  sur-le-champ,  {  (  A  _  B  j,  =  A,,  +  ^_^ffsln€f 


sin 
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d'où 

A  =  - i/A"+B"+2A'B'sinff  +  £  l/A"+B"— aA'B'sinC, 
B  =  i  /Â7^B'a+2A'B/sin£  —  i  l/A'»+B'*— 2A'B'sinC. 

Ces  vafeurs  sont  toujours  réelle»,  car  de  (A'— B*)*  >^>>  l'a** 
déduit  A'k+  B*  >  2  A'B' ,  et  à  fortiori,  A"+  B'*  >  2^  sin  f. 

Quant  à  l'angle  *,  on  pourrait  le  déterminer  d'après  l'équa- 

B* 
tîon     tàog  *  tang  (C  -+•  *)  =  — —  ;    et   il  faudrait  substituer 

A. 

ensuite  pour  A.*,  B*  leurs  valeurs,  ce  qui  entraînerait  dans 
des  résultats  très  compliqués.  Mais  cet  angle  a  déjà  été  calculé 
plus  simplement  (n°  3o8)  ;  on  a  trouvé 

B'*sin2£ 

•3>i3.  CotisideVonfc  actuellement  4es  équations  4e  l'elHpseét  de 
i'bypefl>ole,  ttrpportées  à  un  système  de  diamètres  conjugués-, 

savoir:     AV+^'-ra  =  A"B",     Jl+?  —  V>j*=s  —  £«V*9 

et  voyons  les  conséquences  qu'on  peut  en  tirer. 

Gomme  ces  équations  sont- absolument  les  mémes,aux  aocens 
près,  .pour  A,  B,  que  celles  de  ces  courbes  rapportées  a  leurs 
axes,  on  conçoit  que  plusieurs  des  propriétés  établies  au  «com- 
mencement de  ce  chapitre  doivent  se  reproduire  ici, par  rap- 
port aux  diamètres  conjugués.'  Observons  en  outre  que,  pour 
passer  de  l'ellipse  à  l'hyperbole,  il  suffit  encore  de  changer  B'* 
en  —  B'ft  dans  l'équation  de  la  première  courbe. 

Cela  posé,  soient  OB,  OC  (fig.  17$),  deux  demi-diamètres  Fig.  175. 
conjugués  donnés  en  grandeur  et  en  direction ,  dans  l'ellipse 
que  nous  supposons  rapportée  a  ces  diamètres  comme  axes. 

On  tire  de  l'équation    A'V  +  ^V  F=  A'§B'â , 


ou  bien,  comme 


y»  #* 

tT  .1.7  ~T7  —  *-  : 
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PM=y,  OP=x,  OB=A',  d'où  APs=A'+a?,  PB^A'—  v, 


PAf  B' 


* 


APxPB       A'*# 

Donc  le  c<wW  âfzui*  ordonnée  parallèle  à  l'un  des  diamètres 
conjugués*  est  au  rectangle  des  distances  des  extrémités  de 
l'autre  diamètre  au  pied  de  V ordonnée*  dans  un  rapport  cons- 
tant. Cette  propriété  est  analogue  à  celle  du  n°  2^5. 

3 14.  La  liaison  qui  existe  entre  l'ordonnée  et  l'abscisse  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  étant  la  même,  soit  qu'on  sup- 
pose les  deux  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle 
droit,  soit  qu'on  suppose  qu'ils  font  un  angle  quelconque,  on 
peut  en  conclure  le  moyen  suivant  de  construire  l'ellipse,  con- 
naissant un  système  de  diamètres  conjugués  en  grandeur  et  en 
direction.  * 

Soient  OB,  OC  les  demi-diamètres  donnés.  Au  point  O 
élevez  OC  perpendiculaire  à  OB  et  égal  à  OC/  puis  sur  les 
deux  lignes  OB.,  OC'  considérées  comme  les  demi-axes  d'une 
ellipse*  décrivez  la' courbe  AC'BD'A.,  d'après  l'un  des  moyens 
connus.  Élevez  aux  points  V*  P\..  des  ordonnées  PN>  PTï'.,...  à 
cette  courbe;  menez  ensuite  les  lignes  PM.,  P'M'...  parallèles 
à  OC,  et  respectivement  égales  à  PN.,  P'N'...  ,*  les  points  M,  M'., 
appartiendront  à  la  courbe  cherchée,  qui  sera  alors  représentée 
par  ACBDA. 

En  effet,  il  est  évident  que  pour  les  mêmes  abscisses,  les  or- 
données des  deux  courbes  sont  égales. 

Les  résultats  précédens  sont,  en  tout  point,  applicables  à 
l'hyperbole  (  voyez  le  n°  386  pour  cette  même  question). 

3i5.  Le  problème  des  tangentes  étant  résolu  par  la  méthode 
du  n°  a83,  pour  une  ellipse  rapportée  à  un  système  de  diamè- 
tres conjugués,  conduirait,  dans  le  cas  où  l'on  donnerait  te 
Fig.  176.  point  de  contact  (x*  ,y)  {Jig.  1 76) ,  a  Péquation 

B'V  ,  ,N 

y—y  =— av(x~  x)' 
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dans  laquelle    a  =  —  pr-,    n'exprimerait  plus  ime  tipgef*tft 

trigonométrique,  mais  bien  (n*  139)  le  rapport  des  sinus  des 
angles  que  forme  la  tangente  MR  avec  les  deux  diamètres 
conjugués  OB ,  OC 

Cette  équation,  à  l'aide  de  la  relation 

se  réduit  d'ailleurs  à  la  forme    Â!*yy'  +  Wxx'z*  A'^S 

Faisons  dans  cette  équation ,  y  =î  o  ;  il  en  résulte'    x  =i  -^-; 

«test  la  valeur  de  l'abscisse  OR  du  point  e&  la  tangente  vent* 
contre  l'axe  des  x->et  si  de  cette  distance ,  on  retranche  xf  on 
OP,  on  obtiendra  pour  la  valeur  delà  sooiangentePft,  - 


PR 


X* 


On  parvient  au  même  résultat,  en  posant^*»  o^daflrf  l'éqva* 
tion  non  simplifiée  de  la  tangente,  et  ©herdiant  'la  valeur  ooé« 
respondante  de  x  — •  x°* 

Il  vient  eu  effet,  pour  y  =  o,  a?  —  i*  ==  w*5"' 

ou,  à-tansede  ta  relation  / 

•  A*/»  =  B"  (À'»  -  *"),  *  -  *'  =  A'*  ~?*\ 

Ce  résultat  est  analogue  à  celui  qui  a  été  obtenu  (n°  2Ô5) 
pour  la  soutangente  de  l'elfipse  rapportée  &  ses  axes  principaux. 

Quanta  Péquation  delà  normale  et  a  Pexpression  de  là  sou- 
normale,  elles  seraient  plus  compliquées"  que  celles  du  ri6  286, 
puisqu'il  faudrait  faire  entrer  en  considération  la  condition  de 
perpendiculaire  de  deux  droites,  dans  l'hypothèse  d'axes 
obliques. 

3 16.  Nous  pouvons  actuellement  généraliser  la  proposition 
du  n°  289. 

Soit  LL'  (fîg.   176)  une  droite  menée  à  volonté  dans  le  plan 

25 
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oYune  ellipse,  et  proposons-nous  de  mener  par  les  différent 
points  H',H'...  de  cette  droite,  des  tangentes  à  la  courbe. 

Pour  cela,  supposons  la  courbe  rapportée  à  un  système  de 
diamètres  conjugués  OX ,  OT,  dont  Pnn  soft  parallèle  à  la  droite 
donnée,  ce  qui  est  toujours  possible.  Désignons  par  af,yies 
coordonnées  du  point  H',  et  par  x9,  y*  celles  du  point  de 
contact  de  l'une  des  tangentes  menées  par  ce  jtoint. 

L'équation  de  cette  tangente  sera  de  la  forme 

y  — y  =  a  (x  —  x'))  a  ayant  pour  Taleur  —     ,-^. 

Or,  pour  déterminer  x",  y",  on  a  les  deux  équations 

AY/  +  B'V/=A'>B\..(0,Ay>+BV==A^...(2) 

Mais  au  lien  d'effectuer  l'élimination  de  x?>  y"  entre  ces 
équations,  on'  peut  construire  les  lieux  géométriques  qu'elles 
représentent.  (  Voyez  n°  289.  ) 

La  seconde  n'est  autre  chose  que  l'ellipse  déjà  tracée* 
Quanta  l'équation  (1)  qui  représente  une  ligne  droite,  faisons 


1      A* 

•T        ■   m  - 


r1   — — 

successivement      „         '    >  ;  il  en  résulte 

Ces  deux,  résultats  étant  construits  et  portés  respectivement 
de  O  en  P,  et  de  O  en  G ,  détermineront  «ne  ligne  PG,  dont 
les  intersections  M',  tri  avec  la  courbe  seront  les  points  de 
contact  des  deux  tangentes  que  Ton  peut  mener  du  point  H'. 

À* 

Gela  posé,  comme  la  valeur    ar"  =  — ,  correspondante  à 

x 

y*  =  o ,  est  indépendante  de  l'ordonnée  y'  du  point  H',  on  peut 
conclure  que  si ,  par  un  second  point  H'  de  la  droite  LL',  on 
mène  deux  tangentes  H*M",  ctU'Wjla  ligne  de  jonction  Wm* 
passera  nécessairement  par  le  même  point  P  de  la  droite  OX. 
En  général,  si  des  diffèrens points  d'une  droite  LL'  tracée 
à  volonté  sur  le  plan  d'une  ellipse  (  ou  d'une  hyperbole  ) .,  on 
mène  des  tangentes  à  cette  courbe  j  et  qu'on  joigne  successi- 
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ventent  les  points  de  contact  relatifs  à  chaque  couple  de  tan- 
gentes j  toutes  les  lignes  de  jonction  jouissent  de  la  propriété  de* 
concourir  en  un  même  point,  qui  se  troupe  placé  sur  le  diamètre 
conjugué  du  diamètre  parallèle  à  la  droite  donnée. 

Lorsque  la  droite  est  extérieure  à  la  courbe,  le  point  de 
concours  est  intérieur,  et  réciproquement.  Gela  résulte  évi- 

A'a 
demment  de  l'expression  x*=  -7-,  qui,  pour  a/>  A',  donne 

x"  <  A',  et  pour  x'  <  A', ...  x°  >  A'. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  également  vraie;  mais 
nous  renvoyons,  pour  la  démonstration,  à  celle  que  nous  en 
avons  donnée ,  par  rapport  au  cercle  (n°  ai 5). 

317.  Remarque*  Si  le  point  de  la  droite  LL',  par  lequel  on 
'mené  les  deux  tangentes,  est  situé  en  R,  c'est-à-dire  sur  le 

diamètre  OX,  comme  on  a  pour  ce  point,  y'  =  o,  l'équation  (1) 

devient  B'»xV  =  A'*B'»  :     d'où     x"  =  ^. 

x 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (a) ,  on  en  déduit 
nécessairement  pour  y",  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires. 

Ce  qui  démontre  que  la  ligne  qui  joint  les  points  de  contact 
des  deux  tangentes  menées  par  un  point  quelconque ,  est  divisée 
en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point, 
et  est  parallèle  au  conjugué  de  ce  diamètre. 

3 18.  L'ellipse  étant  toujours  rapportée  à  deux  diamètres 
conjugués  AB,  CD  (jig.  176),  soient  menées  les  deux  cordes  Fig.  176. 
supplémentaires  AK,  BK.  On  a,  pour  les  équations  de  ces 
droites  rapportées  aux  axes  OX ,  O  Y , 

y=3m{x—A'),    J=m(x  +  A')  ; 

{ m ,  m'  désignant  ici  des  rapports  de  sinus  ). 

Appelons^/,  j/  les  coordonnées  du  point  K  ;  les  équations  précé- 
dentes dev  iennent  pour  ce  point,  j^a=  w^a/r-A'),  y=  m'(j/+A') . 

i   >  '23  •  • 
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y'* 
d'où  Ton  déduit  m .  m'  as    /<t  * — -7- . 

x'*  —  A  » 

lVun  autre  côté,  la  relation  À'*/*  +  ffVsA^B'»  donne 

Aya-BV-'A");    d'oà    _*;  =  _^. 

B'* 
Donc  m.  7n  =  —  -tt^. 

« 

Même  relation  que  pour  les  cordes  menées  des  extrémités  du 

grand  axe. 

B/ft 
On  trouverait  pour  l'hyperbole,    m.m'  =  «pj • 

319.  Première  conséquence.  Menons  une  tangente  quel- 
conque MR,  et  le  diamètre  OM  qui  passe  par  le  point  de 
contact. 

On  a  trouvé  (n°  3i5)  pour  le  coefficient  de  x  dans  Péqua- 

V*x* 
tion  de  la  tangente,    a  =  —  ■  ,s  tt. 

D'ailleurs,  l'équation  du  diamètre  étant  y=a'x,  puisqu'il 
passe  par  le  point  x*,  y"9  il  >en  résulte  y"  =  a'x* ,  d'où  Fon, 

y" 

déduit  a  =  w  ; 

x  ' 

il  vient  donc,  a.a= — tt;, 

,  B'» 

relation  qui,  comparée  avec  la  précédente     m.m  =— ™, 

donne. »«•••• .     tz.a  =77».  m. 

Donc  si  l'on  suppose  AK.  parallèle  à  OM ,  auquel  cas  on  a 
m  =  a',  il  en  résulte  a  =  7»  ;  c'est-à-dire  que  MB.  est  paral- 
lèle à  BK. 

Ainsi,  pour  mener  une  tangente  en  un  point  donné  M 
d'une  ellîpscf,  dont  on  ne  connaît  de  position  qu'un  diamètre 
AB,  il  suffît  de  Joindre  le  centre  au  peint  M,  de  tirer  la  corde 
AK  parallèle  à  OM.,  puis  de  mener  MR  parallèlement  à  la 
seconde  corde  supplémentaire  BK. 
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Ce  moyen  a  l'avantage  de  ne  supposer  connus  de  position,  ni 
les  axes  ni  les  foyers  de  la  courbe. 

.  Seconde  conséquence.  Soit  ON  le  diamètre  conjugué  du  dia- 
mètre OM  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  la  tangente  MR. 
Puisque y  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir,  la  corde  AS.  étant  paral- 
lèle a  OM,  la  seconde  corde  BK  est  parallèle  à  la  tangente,  et 
qu'on  sait  d'ailleurs  (n°  292)  que  cette  tangente  est  parallèle  au 
diamètre  ON,  il  s'ensuit  nécessairement  que  le  diamètre  ON 
est  aussi  parallèle  à  la  corde  supplémentaire  BK. 

De  là  on  peut  conclure  que  deux  diamètres  respectivement 
parallèles  à  deux  àordes  supplémentaires  qui  partent  des  extré- 
mités d'un  diamètre  quelconque,  forment  un  système  de  dia- 
mètre* conjugués. 

C'est  la  proposition  du  n°  280  généralisée. 

Cette  propriété  et  la  précédente  ont  lieu  pour  l'hyperbole. 

320.  D'après  cela ,  pour  fixer  sur  l'ellipse  ou  sur  l'hyperbole, 
la  position  d'un  système  de  diamètres-  conjugués  faisane  entre 
eux  un  angle  donné  *  il  faut,  sur  un  diamètre,  quelconque  AB., 
décrire  un  segment  de  cercle  capable  de  P angle  donné  ;  ce  seg- 
ment, qui  d'abord  passera  parles  points  A  etB,  coupera  la 
courbe  en  un  autre  point  K  tel,  que  si  l'on  tire  les  cordes  AR, 
BK,  et  que  par  le  centre  on  mène  ensuite  OM,  ON  qui  leur 
soient  parallèles,  on  obtiendra  les  deux  diamètres  demandés. 

La  même  construction  s'applique  à  l'hyperbole. 

N.  B.  On  observera  toutefois  que ,  pour  l'ellipse ,  cette  cons* 
traction  n'est  pas  toujours  possible,  parce  que  les  angles  formés 
par  des  cordes  qui  s'appuient  sur  un  diamètre  ont  des  limites 
déterminées. 

En  effet,  on  a  vu  (n°  281)  que  les  angles  des  diamètres  con- 
jugués d'une  ellipse  ont  pour  maximum  ,  l'angle  obtus  correfr* 
pondant  aux  deux  cordes  supplémentaires  qui  joignent  les  ex- 
trémités du  grand  axe  à  l'une  des  extrémités  du  petit  axe,  et 
pour  minimum,  le  supplément  de  cet  angle;  or,  en  vertu  du 
numéro  précédent,  tout  angle  inscrit  et  appuyé  sur  un  dia-* 
mètre  est  toujours  égal  à  celui  d'un  certain  système  de  diamè- 
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très  conjugués;  donc  ces  angles  ont  le  même  maximum  et  4e 
même  minimum  que  ci-dessus.  ' 

Ainsi,  avant  d'exécuter  la  construction  précédente,  il  fau- 
drait s'assurer  si  l'angle  donné  se  trouve  dans  les  limites  qui 
viennent  d'être  assignées. 

32i.  Nous  terminerons  cette  théorie  par  la  question  suivante: 

Une  ellipse  ou  une  hyperbole  étant  tracée  sur  un  plan ,  dé- 
terminer son  centre  et  ses  axes  principaux:  en  grandeur  et  en 
direction. 
Fig.t?7*      Soit  une  courbe  LHL'H'  (Jig.  177  )  que  Ton  sait  être  une  el- 
lipse ,  mais  dont  on  ne  connaît  aucun  élément 

D'abord ,  pour  trouver  le  centre ,  tirez  deux  cordes  quelcon- 
ques mm'.,  nn',  parallèles  entre  elles  j  et  Joignez  les  milieux  de 
ces  deux  cordes  par  une  droite  HH',  qui,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  (n°  258) ,  sera  un  diamètre.  Prenant  ensuite  le  milieu  de  ce 
diamètre*  vous  aurez  le  centre  demandé. 

Actuellement ,  pour  obtenir  les  axes,  on  pourrait,  après 
avoir  tracé  un  diamètre  quelconque  LL',  décrire  (n°3ao) 
une  demi  -  circonférence  j  et  Joindre  les  points  L  ^  L'  au 
point  K  où  cette  demi-circonférence  rencontre  la  courbe;  puis 
enfin  *  mener  par  le  point  O  les  deux  diamètres  AB>  CD  parai* 
ieles  à  LK,VK. 

Mais  il  est  plus  simple  de  décrire  du  point  O,  comme  centre 
avec  le  rayon  OL',  un  are  de  cercle  qui  coupe  l'ellipse  aw 
point  K,  puis  de  diviser  cet  arc  en  deux  parties  égales  au 
point  I  ;  et  la  ligne  de  jonction  OI  représente  la  direction  de 
l'un  des  axes. 

Car,  d'après  la  construction,  les  demi -diamètres  OL',  OK 
sont  égaux  -,  ce  qui  exige  qu'ils  fassent  des  angles  égaux ,  soit 
avec  le  premier ,  soit  avec  le  second  axe. 
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£  III.  De  THjrperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 

3m.  II  résulte  de  tout  ce  qui  a  été  dit  jusqu'à  présent  sur 
l'ellipse  et  l'hyperbole,  que  toutes  les  propriétés  de  la  première 
courbe  existent  également  dans  la  seconde ,  à  certaines  modi- 
fications près,  pour  quelques-unes;  mais  la  réciproque  n'est 
pas  vraie  ;  nous  voulons  dire  que  l'hyperbole  jouit  de  plusieurs 
propriétés  qui  ne  peuvent  appartenir  à  l'ellipse  :  ce  sont  les 
propriétés  relatives  aux  asymptotes.  Pour  en  compléter  l'en- 
semble, nous  allons  nous  proposer  de  rechercher  l'équation  de 
?  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  *  comme  axes  coor- 
donnés. 

L'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes  étant 

substituons  à  la  place  de  x  et  dey  les  valeurs 

x  =  x  oos  «  +  jr  cos  «', 

y  œ  x  sin  «  -f-  y  sin  •'  p 

pitres  a  faire  passer  î«  courbe  d'un  système  rectangulaire  a  un 
système  oblique  ( voyez  n*  219)-,  il  vient 

(**«»'•'  —  B*cm>m')y*  1 
•+■  (aA'sin a  sin/  —  2B*  cos  «  cos  /)  xy  \  =  —  AfBa ....   (a) 
.+  (A* sin**  —  Bft cos*«) x*  S 

Gela  poté,  prenons  pour  «ouvel  aie  des  x,  l'asymptote  OK 
(Jig.  178)  située  au-dessous  du  premier  axe,  et  pour  nouvel  Fig.ijS. 
axe4es  y,  Pasymptote  OL;  les  angles  «,  «'  ont  aiors  une  valeur 
déterminée  (n°  238)  par  les  équations 

tang#  =  — ^f     lang«'s=5-; 
d'où  l'on  déduit 

A  B 

cos«  =  — ,    sin*  = — 


|/à*  +  B-  1/  A*  +  B« 

cos/  =-—4=,     sin   '  B 


^A'  +  B*  l/À'+B^ 
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et  par.  conséquent , 


A"  «in*  -  —  B»  cos*  -  = 


A'B»  —A'B' 
A'-f-B' 


o 


f 


\      .  «  A'B'  — A'B* 

A»  sin*  m  —  B'  eos»  •  =      ^        — -  =  o, 

aA'sin*  sin  « — air  cos«  oos  «  =  —  tFt-s;* 

A  +11 

IFon  l'on  voit  que  les  termes  en  y*  et  en  x'  disparaissent  par 
l'effet  de  cette  transformation;  et  si  l'on  met  dans  l'équation  (2) 
la  râleur  dn  coefficient  de  xy ,  on  obtient ,  tonte  réduction  faite, 

v-*4* » 

Ceète  équation  9  qui  ne  renferme  que  le  rectangle  des  varia- 
bles et  nne  quantité  toute  connue,  est  la  forme  caractéris- 
tique de  l'équation  de  toute  hyperbole  rapportée  à  «es  asymp- 
totes considérées  comme  axes  coordonnés. 

En  effet,  supposons  qu'on  veuille,  réciproquement,  déter- 
miner »,  m  dans  l'équation  (a) ,  de  manière  que  les  termes  en 
x*  et  en  ^  disparaissent;  il  faut  établir  les  relations 

A*  sin1*' — B*cosâ«'=so,    A' sin**— B»  cos'  *=o. 

Or,  la  première  donne 

A'tang*«  —  B*=o;    d'où    tang«'  =  :fc^, 

•  B 
la  seconde  donne  aussi  tang  *  =  ±  —  t 

ce  qui  prouve  que,  si  l'on  prend  pour  «'  l'angle  dont  la  tan- 

B 
gente  est  +  -r- ,  il  faut  prendre  pour  «  celui  qui  a  pour  tan- 

gente  —  «j.  Donc  les  nouveaux  axes  par  rapport  auxquels  l'é- 
quation est  ramenée  a  la  forme    ay  =  ft' ,    sont  les  asymptotes 
de  la  courbe. 
Il  est  d'ailleurs  visible,  d'après  cette  équation,  de  laquelle  on 
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A*  k* 

déduit    jr  =  — ,  ou  ar  =  — ,    que  plus  x  augmente ,  plus  y 

x  y 

diminue  ;  et  si  l'on  suppose  que  x  soit  plus  grand  qu'aucune 

grandeur   donnée,  y  devient   moindre  qu'aucune   grandeur 

donnée;  et  réciproquement.  Ainsi  les  nouveaux  axes  jouissent 

de  la  propriété  caractéristique  de»  asymptotes  (n*  264). 

A*  +  B* 
3a3.  Faisons,  pour  plus  de  simplicité,       T — =  k%\ 

l'équation  (3)  devient  xy  =  k*. 

Appelant  C  l'angle  LOK  des  deux  asymptotes  (Jig.  178)  , 
et  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  sîn  C  , 

l'on  obtient  xy  sin  C  =  ft'.sin  C. 

Cela  posé,  soient  M  un  point  quelconque  de  la  courbe,  MP, 
MQ  les  coordonnées  de  ce  point  parallèles  aux  asymptotes  ;  on 
forme  ainsi  un  parallélogramme  OPMQ,  qui  a  pour  mesure  de 

sa  surface,  OP  X  MH  =  xy  sin  £. 

Or,  cette  expression  est  égale  à  k*  sin  £,  quantité  constante 
et  indépendante  de  la  position  du  point  M. 

Donc  tous  les  parallélogrammes  construits  sur  des  coordonnées 
parallèles  aux  asymptotes  sont  équivalent  entre  eux* 

N.  B.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  surface  constante 
est  égale  à  la  moitié  du  rectangle  OBEG  construit  sur  les  demi- 
axes. 

En  effet,  l'angle  €  des  deux  asymptotes  étant  double  de  l'angle 
LOX,ona 

sin  C  =  sin  2#'  =  a  sin  m  00s  **; 

maison  a  trouvé  (n°  3aa) 

/  A*  •     /  B 

cos«  =— 7==i  .  sin  m  = 


j/A*+B*  •         l/A^  +  B" 

,,  ,         .   .         2AB     ^  A*  +  B*    .    .      AB 

d4>u      swC  =±  A>   ,  -^ et 7 .sin C  =  — . 

A»  +  B*  4  a 

Observons  encore  que,  si  l'on  joint  les  points  A,  B  aux  points 
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C,D,  extrémités  du  second  axe,  la  figure  ainsi  formée  est 
un  losange  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  asymptotes ,  et 
qui  est  quadruple  du  losange  OIB1' construit  sur  les  coordonnées 
du  point  B\ 

Or,  le  premier  se  compose  é? idemmeat  de  quatre  triangles 
BOC,COA,  AOD,DOB,  moitiés  respectivement  des -quatre 
rectangles  OBEC,  OAeC,  OAe'D ,  OBE'D;  ce  qui  prouve,  d'une 
autre  manière,  tyze  le  grand  losange  est  la  moitié  du  rectangle 
construit  sur  les  axes ,  ou  que  le  petit  losange  est  moitié  du 
rectangle  construit  sur  les  demi-axes. 

La  figure  ADBC ,  qui  a  pour  expression  (  A*  +  B*  )  sin  C , 
on  aAB,  s'appelle,  on  ne  sait  trop  pour  quel  motif,  la  puis- 
sance de  l'hyperbole.  Dans  le  eas  de  l'hyperbole  èquUafmre  j 
cette  puissance  se  réduit  à  2A* ,  et  le  losange  devient  un  carré 
qui  a  pour  côté  A  y/ 2. 

3&4«  Proposons-nous  actuellement  de  mener  une  tangente  en 
Pi&I79*un  point  donné  M  [fig.  179)  de  l'hyperbole,  en  employant  la 
méthode  du  n°  198. 

Soient  (**,  y")  les  coordonnées  du  point  M,  (*',y)  celles 
d'un  second  point  de  la  courbe. 

L'équation  de  l'hyperbole  étant  jy«^\   -«  (») 

la  sécante  sera  représentée  par  le  système  des  trois  équations 

.  xy  =  k\ (*) 

*y  =  k* (4) 

V  y9 

Pour  obtenir  la  valeur  du  coefficient   -, *, retranchons 

x  —  x 

les  deux  relations  (3)  et  (4)  l'une  de  l'autre;  it  rient 

s'y  —  x*y*  =  o;  équation  qui,  par  l'introduction  des  deux 
termes    —  x*y*y*+*y*'    q«i  se  ttétruisent ,    se  changa  en 

^(y~y*)+y(^-*')=o;  d'où  £=£  =  -£. 


/ 
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Donc  la  sécante  est  encore  représentée  par  les  équations 
suivantes 


y 


—  /  =  —  ?r(*— *V-..  et    xy=k\ 


Maïs  si  Pon  veut  que  cette  droite  devienne  tangente,  il  faut 
supposer  a/  =  x"  et  y  =  y;cequi  donne 

équations  dont  la  première  est  celle  de  la  tangente  demandée, 
lorsqu'on  suppose  que  la  seconde  est  satisfaite. 

3*5.  Remarque.  Pour  passer  de  la  sécante  à  la  tangente, 
il  a  suffi  évidemment  d'introduire  la  condition  x'z=x",  puis- 
que y'  n'entre  pas  dans  les  deux  équations  de  la  sécante- 
Et,  en  effet,  il  résulte  de  l'équation  de  la  courbe,  xy=zk*, 
qui  ne  donne  qu'une  seule   valeur  de  y   correspondante    à 

une  valeur  de  x%  et  réciproquement,  que  la  condition 

jf'ssx"  entraine  nécessairement  y'  =y .  Il  n  en  est  pas  de 
même,  lorsque  la  courbe  est  rapportée  à  ses  axes  ou  à  un 
système  de  diamètres  conjugués,  parce  qu'à  la  même  valeur  de 
x,  il  correspond  toujours  deux  valeurs  de  y;  ainsi,  Pon  doit, 
dans  ce  cas,  introduire  les  deux  conditions  à  la  fois. 

Si  l'on  appliquait  la  méthode  générale  du  n°  196,  c'est-à- 
dire  que  l'on  combinât  entre  elle*  les  deux  équations  xy  =  ft% 
et  y — y'z=za(x —  x'),  pour  former ,  soit  une  équation  en  x 
seulement,  soit  une  équation  en  y,  on  trouverait,  pour 
la  condition  qui  exprime  que  les  deux  valeurs  de  x7  ou  celles 
de  y  sont  égales,  la  relation  unique  (y^  —  ax'y^  /±ak*  =  o, 
sans  aucune  solution  étrangère  (n°  197);  et  cela  s'explique  en 
observant  que  les  deux  valeurs  de  x  ne  peuvent  être  égales, 
sans  que  celles  dey  ne  le  soient  «n  même  temps,  et  récipro- 
quement. 

3a6.  Voyons  les  conséquences  qu'on  peut  tirer  de  l'équation 
de  la  tangente,  y  — j**b  —  £7  (x—  x"). 


3g6  db  l'hypebbolb 

Soit  fait  dans  cette  équation,  y  =  o  ;  il  en  résulte 


.y 

*%•  '79»  Or,  cette  valeur  de  x—x*  est  égale  à  la  distance  OR  (Jig.  179) 
diminuée  de  l'abscisse  OP,  c'est-à-dire  à  la  soutangente  PR; 
d'ol  l'on  Toit  que  PR  =  OP.  Donc ,  à  cause  des  triangles  sem- 
blables OTR,  PMR,  on  a  nécessairement  MR  =  MT;  ainsi, 
la  portion  'A* une  tangente  comprise  entre  les  asymptotes ,  est 
divisée  en  deux  parties  égalée  au  point  de  contact;  propriété 
déjà  démontrée  n°  3o5. 

Actuellement,  les  deux  triangles  OMP,  PMR  donnent , 


(Trigon.,  n°9a)...   \  %         ^J    ^      J 

l  MR  =x"H-/â~**V  • 


cosMPR 
cosMPR 


tfoàPon  déduit  OM— MR=4*y  .cosMPR=4*y -cosÉj 

is  l'équation  x*y=k%=s — -j-*-  donne  4^r^#=At  +  Bt; 

4 

d'ailleurs,  on  a  Cs=a«,  d'où  cosC=cosa«  — sin*«,  oa  met- 
tant pour  oos*«,  sin'a,  leurs  valeurs  trouvées  n°  322  9 

-      A»—  B* 

00s  C=   ■ 

A»  +  B»' 

Donc  l'expression  de  OM  —  MR  devient 

OM  —  MR=A»  —  B\ 
Or,  on  a  obtenu  (n°  307)  la  relation  A's—  B^seiA*—  8e; 


donc  enfin,  OM  —  MR=A'â—  B>. 

Ainsi,  en  supposant  que  OM  soit  le  demi-diamètre  A',  oa 
peut  conclure  que  MR  représente  le  demi-diamètre  B'j  c'est- 
'•     que  la  portion  de  tangent*,  TR,  représente  en  grandeur 


> 
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le  diamètre  conjugué  tS  de  celui  qui  passe  par  le  point  de  con- 
tact; c'est  la  seconde  propriété  du  n°  3o5. 

De  là  résulte  aussi  immédiatement  cette  propriété ,  que  les 
parallélogrammes  inscrits  à  l'hyperbole  ont  leurs  sommets 
placés  sur  les  asymptotes» 

Considérons  encore  une  sécante  quelconque  à  l'hyperbole,  SS' 
(fie- 179)>  et  désignons  par  (x'  >y)  les  coordonnées  du  point  N, 
par  (x* ,  ym)  celle  du  point  N'. 

On  a  trouvé  (n°  3^4)  pour  le  système  des  équations  propres  à 
représenter  cette  sécante,-,  j^— ^'=»— *L  (x— x?) r..  x*y*=h?. 
Or,  si  l'on  fait  dans  la  première,  ^  =  o,  l'on  obtient 


.#__' 


x  —  x'  =  £Jl  =  x';  c'est-à-dire,  OS' -*-OQ'  ou  Q'S^OQ; 

y 

et  par  conséquent ,  Q^ = Q*N. 

D'où  l'on*  voit  que  les  deux  triangles  NQ"S,  N'Q'S'  sont  égaux, 
puisqu'ils  sont  équiangles  et  qu'ils  ont  un  côté  égal.  De  la  ré- 
sulte nécessairement  NSssN'S';  ce  qui  démontre  que  les  deux 
parties  d'une  sécante  comprises  entre  la  courbe  et  les  asym- 
ptotes,, sont  égales  entre  elles  (n°  3o6). 

Nous  avons  cru  devoir  revenir  sur  des  propriétés  déjà  éta- 
blies, pour  faire  voir  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la  combinaison 
de  l'équation  xy=k*,  avec  celle  de  la  ligne  droite;  mais  on  doit 
reconnaître  que  les  démonstrations  qui  en  ont  été  données  pré- 
cédemment sont  préférables  à  celles-ci. 

327.  La  dernière  propriété  fournit  un  moyen  aussi  simple 
qu'expéditif  de  construire  une  hyperbole,  dès  que  l'on  connaît 
les  asymptotes  et  un  seul  point  de  la  courbe. 

Soient  LL',  KK'  (fîg.  180)  les  deux  asymptotes,  et  M  le  point  Fig.180. 
donné  de  position  sur  leur  pian.   A 

Menez  de  ce  point j  des  droites  sous  toutes  les  directions  pos* 
,1  sibles,  et  à  partir  des  joints  8j  s'^  8ff>. . .  ou  ces  droites  ren- 
\ ,         contrent  h *  asymptote  KK.',  prenez  des  parties  sm^  s'm'j  8*m% . . . 


3g8       de  L'mrrjwoui  happortAb  a  ses  asymptotes. 

égales  aux  distances  SM  ^  SfHj  STM.,.. ..  A*  poû»*  M  4  ceux 
où  £*«  mêmes  droites  rencontrent  t autre  asymptote  ;  les  pointe 
mfmtm*,  ainsi  déterminés,  appartiennent  à  la  courbe. 

Remarque*  que,  par  cette  construction!  Von  obtient  à  la  Jbia 
des  points  de  l'une  e£  l'autre  branches;  car  la  proposition  des 
sécantes  a  été  démontrée,  même  pour  une  sécante  telle  que 
Mm"  ou  Mm*. 

On  peut,  dans  cette  même  circonstance!  déterminer  les  axée 
en  grandeur  et  en  direction. 

D'abord ,  si  l'on  divisé  en  deux  parties  égales  l'angle  C  des 
deux  asymptotes,  ainsi  que  son  supplément,  on  aura  les  direc- 
tions des  deux  axes. 

En  outre |  le  point  M  étant  connu  de  position,  ses  coordon- 
nées x  ,  y  parallèles  aux  asymptotes ,  sont  aussi  connues. 

On  a  donc  la  relation  a/y=A*,  on  A.%-\-B*=fac'y  >•  •  •  (0 

i  B 

mais  on  a  aussi  (n°  238). . .  tang  -C  =  :±  -~  ; 

d'où  B'ssA'tang'ic...  (a) 

Combinant  entra  elles  les  équation»  (i  )  et  (a),  en  troare 

A»(i  +  tM#ie)=4*y; 


d'où 


._    4*v   _ 


A'  =        .y-*         ~4</  .  C08»  -  €  ; 


et  par  conséquent        A  =  a  oot  -  C  |/  x' y  , 


B==Àtang-C=at»ng-C.coi-£  l' x'/ =»*"*-*  V*V  . 
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§   IV-    DE    Là    PARABOLE. 

Propriétés  de  cette  courbe]  rapportée  à  ses  axes 

principaux. 

r 

t 

3^8.  Commençons,  ainsi  que  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole,  par 
indiquer  les  caractères  analytiques  ou  géométriques  qui  distra-» 
guent  les  points  pris  sur  la  courbe  f  de  ceux  qui  sont  placés  as 
dehors  ou  en  dedans. 

i°.  Soit  y*  =  apx  l'équation  de  la  parabole  MAro. 

Considérons  les  trois  points  N,  M ,  N'  {fig.  i8t )  situés  sur  Fig.i8i« 
une*  même  perpendiculaire  à  Taxe  des  x,  et  dont  le  premier  se 
trouve  hors  de  la  courbe,  le  second  sur  la  courbe ,  et  le  troisième 
en  dedans. 

On  a  évidemment  HP  >  MP  et  N'P <  MP  ;   donc,  puisque 

pour  le  point  M ,         MP=t=2p.AP,       ou       y%  —  %pxTs;Q9 

il  s'ensuit  que,  pour  le  point  extérieur  N,  on  a  y*  — -  zpx  >  o, 

et  pour  le  point  intérieur  N',  y%  —  zpx  <  o. 

N.  B.  Si  le  point  extérieur  avait  la  position  N",  l'abscisse 
AP*  de  ce  point  serait  négative,  et  l'on  aurait  à  fortiori 

f~  apx>o. 

2°.  Suivant  la  définition  de  la  parabole  (n°  241  ) ,  chacun  de 
ses  points  M  est  à  égale  distance  du  foyer  F  et  de  la  directrice 
LL'i  mais  si  l'on  considère  deux  points  R  et  R',  F  un  au  dehors 
et  l'autre  en  dedans  de  la  courbe ,  en  menant  par  ces  points 
'  QHM',  Q"MTL'  parallèles  à  AX,  puis  joignant  le  point  F  aux  % 
points  R  et  M',  R'  et  M*,  on  a  d'abord , 

pour  le  point  R ,  FR  +  RM'  >  FM'  ou  M'Q*  ;  donc  FR  >  RQ' ; 

c'est-à-dire  que  la  distance  d'un  point  extérieur  au  foyer  est 
plue  grande  que  sa  distance  à  la  directrice. 

Pour  le  point, R',  FR'<FM"  +  MffR',  ou  <Q"M*+M"R'; 
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d'où    FR'<  Q'B.';  ainsi  la  distance  cfun  point  intérieur  au 
foyer  est  moindre  que  sa  distancé  à  la  directrice* 

•  * 

Y 
3ag.  De  l'équation  y=zpx,on  dédoit  —  =  a/?';   ce  qui 

fait  Toir  que,  dans  la  parabole,  le  carré  d'une  ordonnée  esta 
l'abscisse  correspondante  dans  un  rapport  constant  appelé  le 
paramètre  de  la  courbe  ;  en  d'autres  termes ,  les  carrés  des  or~ 
données  sont  entre  eus  comme  les  abscisses  correspondantes;  ou 
les  ordonnées  croissent  comme  les  racines  carrées  des  abscisses). 

Ce  dernier  caractère  établit  une  différence  sensible  entre 
le  cours  de  la  parabole  et  celui  de  chacune  des  branches  de 
l'hyperbole.  En  eftet,  puisque  Von  a  pour  celle-ci  : 


,  il  en  résulte  que  les  valeurs  de  y  croissent  presque  proportion- 
nellement aux  abscisses  pour  des  valeurs  de  x  un  peu  considé- 
rables. L'hyperbole  s'élève  donc  beaucoup  plus  rapidement  au- 
dessus  de  l'-axe  des  x  qu'une  branche  parabolique.  Enfin,  lorsque 
x  est  très  grand ,  le  cours  de  l'hyperbole  est  presque  celui  d'une 

ligne  droite  ayant  pour  équation  y=z-x;  tandis  que  le  cours 

de  la  parabole  approche  beaucoup  de  celui  d'une  ligue  «boite 
parallèle  à  l'axe  des  x. 

L'équation  y*  =  *px  donnant  encore  ap  :  y  1 1  y  l  x,  on  peut' 
en  conclure  le  moyen  suivant  de  décrire  la  parabole  par 
points  : 

P  renés  sur  le  premier  axe  principal  j  étala  gauche  de  Vori-  • 
Fig.ith.  jrô*  A  (fig*  182) ,  une  distance  AC  égale  à  ap;  élevé*  sur  AX 
de  différens  points  PjP'j  P"...  des  perpendiculaires*  puis  dé- 
crivez sur  les  lignes  CP,  CP^  CP" . . . .,  comme  diamètres j  des 
circonférences;  enfin  ,par  les  points  Q>  Q'^  Q*.  • ..,  où  ces  cir- 
conférences rencontrent  le  second  axe*  menés  des  parallèles  au 
premier;  les  points  M ,  M',  M" . . .  déterminés  par  la  rencontre 
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de  ces  parallèle*  avec  lès  perpendiculaires,  tout  des  points  de  la 
parabole  demandée. 

En  effet ,  pour  une  abscisse  quelconque  AP,  tous  avez 

ca:aq::aq:ap,  ou  2d:mp::mp:ap-,  d'où  mp=2^.ap. 

■ 

Les  points  de  la  branche  inférieure  se  déterminent  en  pro- 
longeant les  perpendiculaires  de  parties  égales  à  elles-mêmes.  1 

33©.  Mesure  d'un  segment  parabolique.  Afin  de  suivre  le  \ 

même  ordre  que  pour  les  deux  autres  courbes,  proposons-nous 
de  déterminer   Faire  d'un    segment  compris   entre    un   arc  . 

de  parabole  MAro ,  et  une  corde  Mm  perpendiculaire  au  pre- 
mier axe,  ou  simplement  Paire  du  demi- segment  APM. 

Pour  y  parvenir ,  considérons  sur  l'arc  AM  {fig.  i83)  uneFig.i83. 
suite  de  points  M ,  M',  M', ...  ;  et  de  tous  ces  points ,  menons 
des  perpendiculaires  et  des  parallèles  à  l'axe  AX;  ces  droites 
déterminent  des  rectangles  RPP'M',  R^PT^M*,. . .  •  que  nous 
nommerons  rectangles  intérieurs ^et  d'autres  rectangles  R'QQ'M', 
R'QfQ'M",*  . . .  qui  seront  appelés  rectangles  extérieurs. 

Or,  en  désignant  par  x  et  y,  x'  et  y',  x"  et  y* . . . .  les  coor- 
données des  différens  points  M ,  M",  M*, . . . .  on  a  pour  la 

surface  s  du  rectangle  intérieur  RPP'M',        s  =  y  (x  —  a/) , 
et  pour  celle  du  rectangle  extérieur  cor- 
respondant t ,  /  =  a/ '(y  —  j/)  ; 

d'où  l'on  déduit  \  ss £(x~  *) 

t      x(y  —  y) 

Biais,  puisque  les  points  M,  M'...  se  trouvent  sur  la  courbe, 
on  a  les  relations    >y*=  apx,  y,%  =  zpx',    qui  donnent 

ap  ap       7 

il  vient  donc ,  par  la  substitution , 
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4©2  mesuhb  b'uk  segment  parabolique. 

On  obtiendrait  pour  les  deux  rectangles  suivans , 

*'  y' 

et  ainsi  des  antre*. 

Observons  maintenant  que  les  points  M,  M'»  M*. . . .  peu- 
vent être  pris  sur  la  courbe ,  de  telle  manière  qu'on  ait  la 

v      v'      y" 

suite  de  rapports  égaux ,    ^ss-^zs-^ —  i  -j-  m  f 

m  étant  une  fraction  constante  aussi  petite  que  l'on  veut  (  il 
suffit ,  pour  cela ,  de  prendre  sur  ÀY  des  parties. 

AQ'=AQX-i-,     AQ'=AQ'X--J-, puis  de 

mener  par  les  points  Q^  Q". . .  des  parallèles  à  AX). 

s    s' 
Au  moyen  de  cette  condition ,  les  rapports  -,  -,...  deviennent 


S  S'  ** 


d'où  ,  en  vertu  d'un  principe  connu , 
j4-a/  +  **  +  ...  S 

TTr+r+rr.'  ou  T  =  a  +  m' 

ce  qui  démontre  déjà  que  le  rapport  entre  la  somme  des  rectan- 
gles intérieurs  et  celle  des  rectangles  extérieurs  est  égal  à  la 
quantité  constante  a  •+-  m. 

Cela  posé,  comme  il  est  évident  que,  si  l'on  prend  pour  m 
une  très  petite  fraction,  la  somme  des  rectangles  intérieurs 
différera  fort  peu  du  demi-segment  AMP  ;  que  la  somme  des 
rectangles  extérieurs  différera  aussi  fort  peu  de  la  ligure  mîxti— 
ligne  AMQ,  et  que  ces  différences  seront  d'autant  plus  pe- 
tites ,  que  la  fraction  représentée  par  m  aura  une  moindre 
valeur ,  on  peut  conclure  qu'à  la  limite ,  c'est  -  à-  dire  que ,  lors- 
qu'on supposera  m  =  o ,  les  deux  sommes  de  rectangles  se 
confondront  avec  les  surfaces  AMP,  AMQ,  et  l'on  aura  né- 
cessairement 


AMP 

^M0  =  2 ,  d'où  AMP  =  aAMQ ;    ainsi,    APMQ  =  3AMQ, 

et  par  conséquent , 

AMQ  =  iAPMQ,  ou  AMP=|APMQ==|:r.> 

Donc  enfin  f  la  surface  du  demi-segment  -parabolique  .AMP 
est  égale  aux  deux  tiers  du  rectangle  construit  sur  les  coor- 
données extrêmes, 

II  résulte  de  là  qu'un  segment  parabolique  est  une  surface 
carrable;  ce  qui  n'a  lieu  ni  pour  le  cercle  ni  pour  l'ellipse, 
dont  les  aires  dépendent  du  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre. 

Problème  des  Tangentes. 

33 1.  Pvoposons-nous  actuellement  de  mener  une  tangente  a 
la  parabole  par  un  point  (x*,  y")  donné  sur  la  courbe. 

Une  droite  menée  par  ce  point  et  par  un  second  point  (j/,  y') 
de  la  courbe ,  est  représentée  par  le  système  des  trois  équations 


jn  ' 


y»  =s  *px',. (a) 

y^a/u?'. (3) 

Pour  obtenir  la  valeur  de  •*•? — **-„,  retranchons  les  équations 
(2)  et  (3)  l'une  de  l'autre  •  il  vient 

Ainsi ,  la  sécante  est  encore  exprimée  par  les  deux  équations 


j,~/=îy,+?(*~^    et  y 


m  as  2px  . 


Mais  pour  que  cette  droite  devienne  tangente,  il  faut  que 

26; . 
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l'on  ait  à  la  fois    y'=y"9  x'  =  x*  ;     ce"qui  donne 

dont  la  première  est  l'équation  de  la  tangente,  lorsqu'on  sup- 
pose que  la  seconde  est  satisfaite. 

33a.  Remarque.  Comme  Péqnatîon y— y*sss>  ,  ,     n{x— x') 

est  indépendante  de  x  ,  il  s'ensuit  que  l'hypothèse  y  =  y* 
suffit  pour  établir  le  contact  de  la  droite.  Cela  tient  à  ce 
que ,  l'équation  de  la  courbe  étant  y*  =  apx ,  à  une  va- 
leur dey  il  ne  correspond  qu'une  seule  valeur  pour  x;  ainsi , 
dès  qu'on  suppose  que  deux  ordonnées  de  la  courbe  sont  égales, 
il  doit  en  être  de  même  des  abscisses  correspondantes.  La  réci- 
proque n'est  pas  vraie. 

Aussi  y  en  appliquant  la  méthode  générale  du  n°  196,  ce  qui 
revient  à  combiner  entre  elles  les  deux  équations 

y=V*>    J~  /  ~a(x  —  x'), 

on  trouve  pour  le  résultat  de  l'élimination  de  y, 

a*x* -f-  a  [a (y  —  ax')  —  p]  x  +  (  y'— ax')*=  o, 

et  pour  le  résultat  de  l'élimination  de  x , 

cry*  —  a/y  —  ap  (ax*  — y')  =  o. 

Pour  que  les  deux  racines  de  l'équation  en  x  soient  égales , 
il  faut  que  l'on  ait 

[a  (y _  ax')  -  Py  -  a*  (/-  axj  =  o , 

ou,  développant  la  première  partie,  supprimant  les  deux 
quantités  a%  (y  —  ax*)*,  —  <*"  (y9  —  <**)*>  qui  *e  détrui- 
sent ,  et  ordonnant  par  rapport  à  a , 

apr'.û* — apy'.a  +p"=  o.. . .  (1) 

Quant  aux  deux  valeurs  de  y ,  elles  deviennent  égales  au 
moyen  de  la  condition      p*  +  aap  (a  jf — yf)  =  o , 
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ou,  ordonnant  par  rapport  à  af 

2px' .  a*  —  zpy  .  a  «4"  P*  =  °  >  •  •  •  •  (2) 

résultat  identique  arec  le  résultat  (i). 

Mais  on  voit  que  la  seule  hypothèse  que  les  deux  valeurs 
de  y  soient  égales ,  conduit  à  la  véritable  condition  de  con- 
tact ,  sans  condition  étrangère  ;  tandis  que  celle  qui  exprime 
l'égalité  des  deux  valeurs  de  x ,  donne  Heu  à  une  première 
équation  qui  renferme  les  solutions  a  =  oo ,  a  =  oo  ,  puis* 
qu'on  a  supprimé  des  termes  en  a4  et  a3. 

Si  l'on  suppose  le  point  (a/,  y)  donné  sur  la  courbe, 
comme  on  a  alors    y'*  =  zpx'9    l'équation  (i)  devient 

y'*a% — 2£y'a+p'  =  o,  ou  ( jr'a  —  p)*  =  o ;  d'où  a=  ^7. 

C'est  en  effet  la  valeur  du  coefficient  de  x  — -  x*  dans  l'équation 
de  la  tangente  (en  remplaçant  toutefois  y'  par  y'). 

333.  Lotion   ,-./-£<,—■)   de^parlW 

nouissement  du  dénominateur,  et  d'après  la  relation y**=  **px* , 

yy"=p(x  +  xp), 

équation  qui  ne  diffère  de  y*  =  7px  qu'en  ce  que  y*  et  ar  ,  ou 
y  .y  et  x  +  x  ,  sont  remplacés  par  yyn  et  x  -J-  x*.     . 

Soit  fait,  dans  l'équation  simplifiée  de  la  tangente»  y  =s  o 
{fig.  184  )  ;  il  en  résulte  Fig.  184. 

x  +  x#=:o,     d?oo     x  =  —  x",    ou    AR  =  —  AP. 

Ainsi ,  pour  mener  une  tangente  à  la  parabole  en  un  point 
donné  M,  il  suffit  de  prendre  une  distance  AR  égale  à  V obstine 
AP  de  ce  point j  et  de  joindre  le  point  M  au  point  R. 

Si  l'on  suppose  y  =  o,  dans  l'équation  non  simplifiée ,  et 
qu'on  cherche  la  valeur  de  x  —  x",  on  trouve 

v"* 
x  —  x*= —  *—  s — ax* 
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ce  qui  démontre  qu'abstraction  faîte  du  signe ,  la  soutangente 
PR  est  double  de  l'abscisse  du  point  de  contact.  Le  signe  dont 
elle  est  affectée  convient  d'ailleurs  â  sa  position  actuelle ,  puis- 
qu'elle se  compte  à  la  gauche  dt»  point  P. 

334.  JL»*équation  de  la  tangente  au  point  M  étant 
on  a  ;  pour  celle  de  la  normale  au  même  point, 

y" 

y  —  /=ss—  "*-(*  —  *?); 

r 

et  si  l'on  fait ,  dans  cette  nouvelle  équation ,    y  =  o ,     il  vient 

.  *  —  x\    ou    ?§=2L=p. 

Donc ,  dans  la  parabole ,  la  sounùrmale  est  constante,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  de  contact,  et  égale  à  la  moitié 
du  paramètre. 

335.  Gomme  dans  l'expression    a  =  ~,   l'ordonnée  y*  peut 

passer  par  tous  les  états  de  grandeur,  il  s'ensuit  que  la  tangente 
est  susceptible  elle-même  de  prendre  toutes  les  situations  pos- 
sibles, par  rapport  au  premier  axe. 

Soit  y"  =  o,  on  trouve  a  =  00  ;  c'est-à-dire  que  la  tan- 
gente menée  par  le  point  A  est  perpendiculaire  à  AX.  Elle 
ne  devient  parallèle  à  cet  axe  qu'au  point  pour  lecfuel  on  a 

y ="oo. 

Si  l'on  vent  connaître  en  quel  point  la  tangente  fait 
avec  l'axe  principal    un  angle  de  5o°,  il  n'y  a  qu'à  poser 

-ï~  =  1  ;    ce  qui  donne    y"=spf     et  par  conséquent , 

%P  % 

Or,  cette  abscisse  n'est  autre  chose  que  celle  du  foyer  F* 


• 


DE  LA    TANGENTE   ET    DU    RAYON   VECTEUH.  4°  7 

Ainsi,  dans  toute  parabole,  la  tangente  fait  un  angle  de  5o° 
à  V extrémité  de  l'ordonnée  qui  passe  par  le  foyer. 

336.  Menons  le  rayon  vecteur  FM  (Jpg.  184  ) ,  et  calculons  Fîg.  i8f 
Pangle  FMR ,  comme  nous  Pavons  fait  pour  l'ellipse. 

En  désignant  par  a  et  at  les  tangentes  des  angles  MRX, 
MFX,  on  a  évidemment 

tangFMR    ou    tangv  = 


i  -+-  aaf* 


Or,  Fequation  du  rayon  vecteur  passant  par  le  point  F,  pour 
lequel  on  a  y  -=zo  et  x=s~,  est  de  la  fbroie 

y=a'(x— |); 

et  comme  il  passe  en  outre  par  le  point  G*-**,  j*),  il  en  résulte 

^  =  a'(V—  £\    «Pou    a'=-^L. 

On  a  d'ailleurs    a  =  ^  ;    donc  l'expression  de  tang  Y  devient 

*y p 

*  a 

ou  bien,  à  cause  de  y^sa/juc",  ou  ay<,ft=s4pjc#t 

tan*  V  —  JEfÙtE  L  —  £^ïl±£l--L 

LYoii  Pou  voit  que  Pangle  FMR  est  égal  à  Pangle  MRF. 

Ainsi ,  la  tangente  divise  en  deux  parties  égales  V angle  FM  H 
formé  par  le  rayon  vecteur  FM  et  une  parallèle  à  l'axe  des 
x,  menée  par  le  point  M. 

C'est  ce  qu'on  peut  encore  reconnaître  de  la  manière  sui-' 
vante  : 


4o8  0E  LA   TANOSKTS 

On  a  trouvé  (  n°  333  ) 

AR  =  AP;    d'où    F»=?+AP. 

D'un  autre  côté ,  soit  LL'  la  directrice  \  le  rayon  vecteur  FM 
est  égal  à  la'  perpendiculaire  MG,  ou  -  +  AP  ;  donc  le  triangle 
FM R  est  isoscele ,  et  donne    angle  FMR  =  angle  MRF. 

337.  Cette  propriété  fournit  le  moyen  de  mener  une  tan- 
gente par  un  point  de  la  courbe,  ou  par  un  point  pris  hors 
de  la  courbe. 
Fig.  184.  i°.  Pour  mener  une  tangente  par  le  point  M  (Jig.  184  ) ,  tire* 
la  ligne  MH  parallèle  à  AX;  joigne*  le  point  Y  au  point  G,  où 
cette  parallèle  rencontre  la  directrice;  puis  abaisse»  MR  per- 
pendiculaire sur  FG;  tous  aurez  la  tangente  demandée  ;  car  7 
le  triangle  FMG  étant  isoscele,  la  ligne  MR  divise  la  base  FG 
et  l'angle  au  sommet  en  deux  parties  égales. 

On  peut  reconnaître ,  à  posteriori,  que  la  ligne  qui  divise 
l'angle  FMG  en  deux  parties  égales  n'a  que  le  point  M  de 
commun  avec  la  courbe. 

En  effet,  soit  N  un  tout  autre  point ,  et  tirons  les  lignes  FN 
et  GN,  puis  abaissons  ;la  perpendiculaire  NR  sur  LL'. 

On  a,  d'après  la  construction,  NF  =  NG  ;  mais  l'oblique 
NG  est  plus  grande  que  la  perpendiculaire  NR;  donc  NF  est 
plus  grand  que  NK ,  et ,  par  conséquent  (  n°  3a8  ) ,  le  point  N 
est  situé  hors  de  la  courbe. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  construction  dépend  unique- 
ment de  la  définition  de  la  parabole. 

20.  Pour  mener  la  tangente  par  un  point  N  donné  bors  de 
la  courbe ,  décrivez  de  ce  point  comme  centre j  avec  un  rayon 
égal  à  la  distance  NF.,  une  circonférence  de  cercle  qui  coupe 
la  directrice  au  point  G;  menez  Gf  parallèle  à  AXy  et  le 
point  d'intersection  M  est  le  point  de  contact. 

Car,  par  construction ,  vous  avez 

NG=NF,     et    MG^tMFj 


XT    DU  HATOW    VBCTSUR.  4°9 

donc  la  ligne  NM  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  corde 
FG ,  et  divise  l'angle  FMG  en  deux  parties  égales. 

La  même  circonférence  rencontre  la  directrice  en  un  second 
point  G',  tel  qoe ,  si  par  ce  point  on  mène  une  ligne  paral- 
lèle à  AX,  le  point  oh  cette  parallèle  rencontre  la  courbe 
est  le  point  de  contact  de  la  seconde  tangente  qu'on  -peut 
mener  par  le  point  N« 

338.  Conséquence  de  la  propriété  précédente* 

On  vient  de  voir  que,  si  l'on  joint  le  point  F  au  point  G,  la 
ligne  de  jonction  FG  est  perpendiculaire  sur  la  tangente,  et 
est  divisée  en  deux  parties  égales  par  cette  même  tangente. 
D'un  autre  côté,  l'axe  des  y  étant  mené  par  le  point  À  mi- 
lieu de  BF,  passe  nécessairement  aussi  par  le  milieu  de  FG; 
donc  le  pied  I  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  F  sur 
la  tangente ,  se  trouve  sur  Taxe  des  y. 

Cela  démontre  que ,  si  du  foyer  on  abaisse  de»  perpendicu- 
laires sur  les  tangentes  à  la  parabole j  le  lieu  géométrique  des 
pieds  de  toutes  ces  perpendiculaires  nest  autre  chose  que  le 
second  axe  principal. 

Cette  propriété  correspond  à  celle  du  n°  297.,  relative  à 
l'ellipse  et  à  l'hyperbole. 

* 

De  la  Parabole  rapportée  à  ses  diamètres  ou  à  ses 

axes  conjugués. 

339.  Noua  avons  vu  (  n°  260  )  que  si,  par  un  point  quel- 
conque A'  (fîg.  i85)  de  la  parabole,  on  mène  une  tangente fig. i85. 
A'H,  puis  une  parallèle  A'K  au  premier  axe,  ces  deux  droites, 
appelées  axes  conjugués,  sont  telles,  que  toute  corde  MM'  pa- 
rallèle à  A'H ,  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  la  ligne 

A'H ,  qui ,  pour  cette  raison ,  se  nomme  un  diamètre. 

Il  résulte  de  la  que  l'équation  de  la  parabole,  rapportée 
à  ce  système ,  doit  être  de  la  forme    y  =  kx;    k  étant  une 


> 
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constante  qui  dépend  toutefois  de  la  position  du  point  A/  sur  là 
courbe. 

Pour  déterminer  par  l'analyse  la  valeur,  de  cette  constante, 
nous-  exécuterons  une  tranfbrmation  ayant  pour  but  de  rap- 
porter la  parabole  à  un  nouveau  système  d'axes*  tel  que  l'é- 
quation conserve  la  même  forme  que  lorsque  la  courbe  est 
rapportée  à  ses  axes  principaux. 

L'équation  de  la  parabole  rapportée  à  ses  axes  étant 

substituons  pour  x9  y  leurs  valeurs 

x  =  x  cos  a  +  y  cos  &    +  a, 
y  =  x  sin  «  +  y  sin  *'  +  4, 

au  moyen  desquelles  (  n°  219)  on  passe  d'un  système  rectan- 
gulaire à  un  système  oblique  d'origine  différente,  il  vient 

sinV.jr*+asin«sin«.xy+sinVi.*'-f  {ibsinm — zpcos*)yi 

+(aisin«—  ap  cos*)x  >=o..(a) 
-+*  A*— apa  J 

Or  >  |iar  hypotbèse,  cette  équation  doit  se  réduire  à  la  forme 
y*  =  kx  ;     donc  il  faut  poser  les  différentes  conditions 

sin«'.siu«=o,  $in*«=o,  frsin*' — pcos«'=o,  ft1—  2pa=o; 

20 

et  Péquation  (2)  devient  alors  v*=   .  T  / .  x. . .   (3) 
^  "        sin*  • 

Comme  la  seconde  des  conditions  établies  entraîne  nécessai- 
rement la  première»  il  s'ensuit  que ,  pour  déterminer  «,  • ,  a,  6, 
nous  n'avons  réellement  que  trois  équations  distinctes.  Ainsi, 
le  nombre  des  systèmes  d'axes*  par  rapport  auxquels  l'équa- 
tion conserve  la  forme  ci-dessus,  est  infini. 

La  relation  sin  m = o  nous  apprend  d'ailleurs  que  le  nouvel 
axe  des  x}  qui ,  d'après  la  forme  de  l'équation  (3) ,  n'est  autre 
chose  qu'un  diamètre,  est  parallèle  à1  l'axe  principal.  Donc, 
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dansja  parabole,  tous  les  diamètres  sont  des  parallèles  à  l'axe 
principal;  résultat  déjà  connu  (n°  260) . 

En  second  lieu,  l'équation  &*  — •  2pa  =  o ,  étant  ce  qne  devient 
y*=2px,  ou^*  —  2/wr=o,  lorsqu'on  y  remplace  x  ety  par 
les  coordonnées  a  et  b  de  la  nouvelle  origine,  on  doit  con- 
clure que  cette  origine  est  placée  sur  la  courbe.  En  donnant  à  a 
une  valeur  arbitraire,  on  tirera  de  l'équation  &*— -  2pa=o,  la 
valeur  correspondante  de  b  ;  et  le  point  A'  déterminé  par  ces 
valeurs,  représentera  la  nouvelle  origine. 

Enfin  ,  l'équation     b  sin  *'  — p  cos  *'  =  o ,     donne 

tang«'=j, 

expression  semblable  à  celle    a  =  £ ,    qui  a  été  trouvée  pour 

la  tangente  à  la  parabole;. ce  qui  prouve  que  le  nouvel  axe 
des  y  est  tangent  à  la  courbe. 

fous  ces  résultats  s'accordent  avec  ce  qui  a  été  dit  (n°  258) 
sur  les  axes  conjugués. 

De  la  relation    tang  *'  =  £  on  déduit  cos*  *'= 


\/b*  +  p*' 
et  par  conséquent,  sin9 «  =  tang*  «ÉcosV  =  ,%P~  a  =  — £«-  ; 

Or,  si  l'on  suppose  que  AG  soit  l'abscisse  de  la  nouvelle  ori- 
gine A'  rapportée  aux  anciens  axes,  et  qu'on  tire  le  rayon 
vecteur  FA',  on  sait  que  ce  rayon  vecteur  a  pour  exprès- 

sion,    û+^.   Donc    -^-£-7  =  £A'F  ;     c'est-à-dire  que  le 

paramètre  de  la  parabole  rapportée  à  un  système  d'axes  conr 
juguésj  ou  bien,  le  coefficient  de  x.,  dans  V 'équation  (3), 
est  égal  au  quadruple  de  la  distance  du  foyer  à  la  nouvelle 
origine. 
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Désignant  par  ap'  ce  nouveau  paramètre ,  on  obtient  enfin 

y*  =  2p'x, 

pour  l'équation  de  la  parabole  rapportée  à  Pan  de  ses  dia- 
mètres. 

Nous  pourrions  ici,  comme  pour  Pellipse  et  l'hyperbole, 
nous  proposer,  réciproquement,  de  passer  de  l'équation  de  la 
parabole  rapportée  a  un  système  d'axes  conjugués,  à  celle  de  la 
courbe  rapportée  à  ses  axes;  mais  ce  calcul  ne  conduirait  à 
aucun  résultat  important. 

34o.  L'équation y*=zprx9  ou  ±-s=z2p' ,  prouve  que,    pour 

un  système  quelconque  d'axes  conjugués,  les  carrés  des  ordon- 
nées sont  proportionnels  aux  abscisses  correspondantes;  c'est 
la  propriété  du  n°  329 ,  généralisée,  puisque  les  axes  principaux 
formeut  un  système  particulier  d'axes  conjugués. 

Cette  propriété  étant  vraie,  quelle  que  soit  l'inclinaison  des 
axes,  on  peut,  par  un  procédé  semblable  à  celui  qui  a  été 
employé  (n°  3i4)>  construire  la  parabole,  connaissant  l'angle 
de  deux  axes  conjugués  et  le  paramètre  correspondant. 
Fig.  186.  Soient  fiX.,  A  Y  (fig.  186)  les  deux  axes  conjugués  donnés. 
Elevez  au  point  A  une  perpendiculaire  à  AX.,  et  construise*  sur 
AX^AT  '.,  considérés  comme  axes  principaux j  une  parabole  AIRS 
ayant  2p'  pour  paramètre  ;  menez  ensuite  de  différent  points 
P ,  P' . . .  des  parallèles  à  ÀY'  et  A  Y,,  et  prenez  des  parties  PM, 
VM' ....  égales  à  PN^  FW. . ..  ;  les  points  M ,  M',.  •  •  appartiendront  à 
la  courbe  demandée.(  A>y  est  le  n°  386  pour1  cette  même  question.) 

34i*  En  résolvant  le  problème  des  tangentes,  d'après  la  mé- 
thode du  n°33i,  on  trouve  pour  l'équationde  la  tangente,  lorsque 

le  point  donné  est  sur  la  courbe,  y  —y"  =  y  («*  -—  x')  >  oa  > 

y  % 

simplifiant  d'après  la  relation  y*%  =  %px* ,   yy* = p'  (x + x") . 
Soit    fait    dans  la    seconde    équation,  jr=o;  on  trouve 
Fig.  i85.  x  =  —  x»  ;  c'est-à-dire  {fig.  i85)  ,  A'R  =  —  A'P. 


•* 
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L'hypothèse  y  =  o,  introduite  dans  la  première ,  donne .... 


,*% 


x=  x*=s—  21-  =3  _  ax*  ;  ce  qui  prouve    que  &z  soutan- 

gente  PR  «**  négative  et  numériquement  double  de  l'abscisse  du 
point  de  contact. 

Ces  résultats  sont  analogues  à  ceux  du  n°  333. 

Quant  à  la  soimormale  j  la  propriété  démontrée  n°  334 
ne  peut  avoir  lieu  dans  le  cas  d'axes  conjugués  obliques;  car  le 
coefficient  de  x,  dans  l'équation  de  la  normale,  dépend  essen- 
tiellement de  leur  inclinaison. 

342.  Supposons  actuellement  qu'il  s'agisse  de  mener  une  tan- 
gente par  un  point  N  (Jig.  1 87  ),  ou  fx',  y),  pris  hors  de  la  courbe;  Fig.187. 
on  a,  pour  déterminer  les  coordonnées  x',y*fda  point  de 

contact , les  équations    y"*t=&px*    et    yy"-=.p'  (x'-f-  x"). 

Mats  au  lieu  d'effectuer  l'élimination,  qui  n'offrirait  aucun 
intérêt,  on  peut,  en  regardant  x",  y"  comme  des  variables* 
construire  les  lieux  géométriques  de  ces  équations. 

La  première  représente  évidemment  la  parabole  déjà  cons- 
.  truite. 

Quant  à  la  seconde,  qui  représente  une  ligne  droite,  en  y 

y-  =  o,    )                        (X'=-f  ' 
faisant  successivement  4  -.* «     /on  Irouve  <  je Px 

'S  V~Y' 

Si  l'on  porte,  sur  les  axes  AX,  AY,  des  parties  AI,  AH  res- 

pectivement  égales  a   —  xf     —  7>  et  qu'on  tire  la  droite  IH, 

on  a  le  lieu  géométrique  demandé;  ainsi  les  points  M,  m,  où  cette 
droite  de  jonctiou  coupe  la  courbe,  sont  les  points  de  contact 
des  deux  tangentes  qui  doivent  passer  par  le  point  N. 

Comme  le  résultat  *"  =  — xf  correspondant  à  y  =  o ,  ne  dé-         v 
pend  pas  de  l'ordonnée  y  du  point  N ,  il  s'ensuit  que,  si  Ton 
prend  un  second  point  N'  sur  une  parallèle  à  l'axe  des  y  menée 
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par  le  point  N,  et  qu'on  tire  les  deux  tangentes  N'fcT,  N'm', 
la  ligne  de  jonction  des  nouveaux  points  de  contact  doit  passer 
par  le  même  point  I  de  l'axe  AX;  et  ainsi  de  suite,  pour  les 
autres  points  de  la  droite  LL'. 

Cette  dernière  droite  peut  d'ailleurs  être  regardée  comme 
une  droite  située  à  volonté  sur  le  plan  de  la  parabole  ;  donc  la 
propriété  démontrée  (n°  3 16)  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole ,  est 
également  Traie  pour  la  parabole»  Il  en  est  de  même  de  la  récî- 
p  roque. 

Il  faut  observer  néanmoins  que,  si  la  droite  donnée  était  une 
Fig.188.  parallèle  LL'  (Jig.  188)  à  l'axe  principal ,  c'est-à-dire  un  dia- 
mètre, les  lignes  de  jonction  des  points  de  contact  M  et  m, 
M'  et  m,  ne  concourraient  plus  en  un  même  point,  mais  elles 
seraient  toutes  parallèles  entre  elles  j  c'est-à-dire  qu'alors  elles 
se  rencontreraient  toutes  à  l'infini,,  en  un  point  situé  sur  l'axe 
conjugué  de  ce  diamètre. 

En  effet ,  supposons  pour  un  instant  la  courbe  rapportée  à 

ce  diamètre  et  à  son  conjugué  A  Y  j  comme  pour  un  point  M 

de  la  ligne  LL' ,  on  a  *  quelconque,  mais  y   égal  à  o ,  il  s'en- 

pX' 
suit  que  les  résultats  x*==— x',  y*z=z~  obtenus  ci-dessus  et 

j 
correspondais  respectivement  à  y  =0,  x"=o,  se  réduisent  à 


.»  *j      „*.      m.a 


x"  =  —  x'    et     j    , 

J  o 


=  £*• 


d'où  l'on  voit  que  la  ligne  de  jonction  des  deux  points  de  con- 
tact M  et  m  va  rencontrer  l'axe  des  y  à  l'infini. 

Aatnnunt  :  l'équation  de  la  ligne  de  jonction  qui ,  générale- 
ment ,  est  de  la  forme y'y'=p' (j/-t-a:*),  se  réduit  dans  l'hypo- 
thèse de  y  =  o ,  à  p'  (*'  +  **)  =  o ,  d'où  x*  =  —  x*9  équation 
d'une  parallèle  à  l'axe  des  y. 

343.  Nous  terminerons  la  théorie  de  la  parabole  par  les 
questions  suivantes  :  une  parabole  étant  tracée  sur  un  plan, 
déterminer,  i°.  ses  axes  principaux  ;  2°.  un  système  d'axe*  con- 
jugués faisant  entre  eux  un  angle  donné  ;  3°.  le  paramètre  à  l'axe 
principal ,  ou  à  un  diamètre  quelconque. 
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Traces  d'abord  deux  cordes  parallèles  mm\  nri,  et  prenez 
les  milieux  de  ces  cordes;  la  ligne  ab  [fig.  189)  qui  joint  ces  Fig.189. 
milieux  (n°  262),  est  un  diamètre. 

Gela  posé ,  comme  tout  diamètre  est  parallèle  à  l'axe  princi- 
pal ,  et  que  celui-ci  divise  en  deux  parties  égales  tonte  corde 
de  la  courbe ,  qui  lui  est  perpendiculaire,  il  s'ensuit  que,  si  l'on 
tire  une  corde  quelconque  MM'  perpendiculaire  a  ab.,  et  qu'on 
mène  par  le  milieu  P  de  cette  corde  une  parallèle  à  la  même 
droite  ab ,  on  obtiendra  AB  pour  le  premier  axe  principal;  ÀG, 
perpendiculaire  à  AB,  sera  le  second  axe» 

Pour  résoudre  la  seconde  question  >  faites  en  un  point  quel" 
conque  G  de  AB^  un  angle  NGB  égal  à  celui  des  deux  axes 
conjugués  ;  puis  j  par  le  point  Q^  milieu  de  N  N'.,  menez  A'B' 
parallèle  à  AB,  et  au  point  A!  tracez  A'C  parallèle  à  NT?'; 
tous  aurez  le  système  d'axes  conjugués  demandé. 

N.  B.  Cette  construction  fournit  évidemment  le  moyen  de 
mener  à  la  parabole  une  tangente  parallèle  à  une  ligne  donnée 
NN'. 

Quant  à  la  troisième  question,  comme,  d'après  les  cons- 
tructions précédentes ,  on  connaît  les  grandeurs  des. lignes  AP, 
MP,  ou  A'Q,  NQ,  les  deux  paramètres  a/>,  2p' s'obtiendront 


.% 


1  1    •  MP  .     ,        Î*Q 

par  le  moyen  des  relations    2/>  =  --5    et    ip  =  - •-,-»• . 

Le  paramètre  à  l'axe  principal  étant  connu,  on  peut  en  dé- 
duire facilement  la  position  du  foyer  et  celle  de  la  directrice. 

344  Aux  questions  précédentes,  s'en  rattache  une  autre, 
qui  a  rapport  aux  trois  courbes  du  second  degré. 

Une  portion  de  section  conique  étant  tracée  sur  un  plan,  on 
propose  de  déterminer  la  nature  de  cette  courbe  j  c'est-à-dire 
de  reconnaître  si  la  courbe  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 
une  parabole. 

Tracez  deux  cordes  parallèles  dans  une  première  a  puis  dans 
une  seconde  direction  ;  joignez  les  milieux  des  deux  premières 
cordes  et  les  milieux  des  deux  autres.  Suivant  que  ces  lignes  de 
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jonction  se  couperont  en  dedans  de  l'arc  donné,  ou  au  dehors 
de  cet  arc ,  ou  qu'elles  seront  parallèles  j  la  courbe  sera  évidem- 
ment une  ellipse,  une  hyperbole ,  ou  une  parabole. 

Quant  a  la  détermination  des  diflerens  élémcns  de  la  courbe, 
on  aura  recours  aux  moyens  indiqués  (n°*3xo,  3a  i  et  343). 

§  IV.  Équations  polaires  des  trois  courbes  du  second 

degré. 

345.  Jusqu'à  présent ,  nous  avons  supposé  une  courbe  déter- 
minée de  position  sur  un  plan,  par  le  moyen  d'unie  équation 
entre  deux  variables  exprimant  les  distances  de  chacun  de  ses 
points  à  deux  droites  fixes  comptées  parallèlement  à  ces  droites  ; 
mais  il  existe  un  antre  moyen  qui ,  dans  certains  cas,  offre  des 
Fig.  190.  avantages  sur  le  précédent  (Jig*  190). 

Pour  fixer  ies  idées  sur  ce  nouveau  mode  de  représenter 
analytiquement  les  lignes,  considérons  une  courbe  quelconque 
jtiMm'j  une  droite  Ofi  déterminée  de  position  sur  le  plan  de 
cette  courbe,  et  un  point  fixe  O  sur  cette  droite.  Menons  de  ce 
point  |  nommé  pôle  s  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  une 
ligne  OM  appelée  rayon  vecteur;  et  désignons  par  r  ce  rayon 
vecteur,  par  v  l'angle  qu'il  forme  avec  la  droite  fixe  OB. 

H  est  évident  que  si ,  de  quelque  manière  que  ce  soit,  on  par- 
vient à  établir  une  relation  entre  r  et  f,  qui  soit  vraie  pour 
tous  les  points  de  la  courbe  et  rfait  lieu  que  pour  ces  pointa, 
la  courbe  sera  entièrement  déterminée;  car,  en  donnant  à  y 
une  série  de  valeurs  v\  v*  ^  <F9 . . . .  on  tirera  de  la  relation 
f{jrt  v)  =  o ,  des  valeurs  correspondantes  r9 ,  r*,  r9. . . .  pour  r. 
Formant  alors  au  point  O  des  angles  LOB,  L'OB. . . .  égaux 
à  v',  p",  . . .  •  et  portant  sur  OL,  OL',.  • . .  des  parties  égales 
k  r',  r*,. . .  •  on  obtiendra  des  points  M,  M',. . . .  qni  appar- 
tiendront à  la  courbe. 

Les  variables  r  et  v  sont  ce  qu'on  appelle  des  coordonnées 
polaires,  et  l'équation /(r,v)  =0  est  dite  V équation  polaire 
de  la  courbe. 


J 
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346.  Une  courbe  étant  tracée  sur  un  plan ,  on  peut  se  pro- 
poser de  déterminer  directement  une  équation  polaire  de  cçtfa» 
courbe,  en  prenant  d'une  manière  convenable  \ep6le  et  la  droite 
fixe  menée  par  ce  point.  Mais  ordinairement,  on  suppose  que 
la  courbe  est  déjà  fixée  par  le  moyen  d'une  première  équa- 
tion entre  des  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques  (celles-- 
ci s'appellent  coordonnées  rec  H  lignes)  ;  et  il  s'agit  alors  d'en 
déduire  une  équation  entre  des  coordonnées  polaires.  Or, 
cette  transformation  de  coordonnées  peut  être  facilement  exé- 
cutée* 

•Soient,  en  effet,  ÀX,  ÂY  (Jig.  190)  deux  axe»  par  rapport 
auxquels  on  a  une  équation  telle  que  f(x>  y)  a»  o. 

Menons  par  le  point  fixe  O  les  lignes  OX',  OY'  parallèles 
à  ces  axes,  et  désignons  par  a,  b,  les  coordonnées  ÂH,  OH 
du  pôle  O,  par  a.  l'angle  BOX',  par  C  l'angle  des  deux  axes';  le 
rayon  vecteur  OM  et  l'angle  MOB  seront  d'ailleurs,  comme 
ci-dessus,  représentés  par  r  et  v.     , 

Cela  posé,  la  figure  donne  évidemment 

AP    ou    x  =  a  -J-  OK, 
MP    ou    y  =  b  +  MKj 

1         tuais  on  a,  d'après  le  triangle  yOK, 

j  OK  :  OM  ::  sin  OMK  :  sin  OKM, 

*  MK  :  OM  ::  sin  MOK  :  sin  OKM; 

r  sin  (C  —  v  —  m) 


F» 

3s» 


d'où  l'on  tite 
i  *  OK 


•f 


^** 


sin 


C 


mk  =  '**?+*). 

sinC 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  x  et  de  y} 
on  obtient 

,  rsin(ff —  v  —  *)  ,    ,   rsinCv-f-*)  ,  x 

xz=a-\ i-—; S     y=*b-\ .    -        ,»»..  (1) 

sin  C  ^  sin  C 

'  27 
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valeurs  qui,  reportées  dans  V équation  J[x,  y)  =  o9  donneront 
V équation  polaire  demandée. 

Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  ce  qui  a  lieu  commu- 
nément, on  a 

Csâioo",    d'où    sinC  =  i,  sîn(£  « — v — «)  =  cos  (vv+ *) ; 

\  et  les  formules  deviennent 

a:s==a  +  rcos(i>  +  «),  y=£  + rsin(y4-«)«-  •  0») 

Outre,  cette  hypothèse,  on  peut  encore  supposer  que  la 
droite  fixe  soit  parallèle  à  Taxe  des  x\  auquel  cas  on  a  m  =  o  , 
et  les  formules  détiennent 

xs=a4-rcos  v9  y=b  +  rsln  v. ...  (3) 

m 

EnBn ,  dans  ces  mêmes  circonstances ,  on  peut  prendre  pour 
pôle  l'origine  même  des  anciennes  coordonnées;  et  les  for- 
mules se  réduisent  à 

x  =  rcosf ,  ^sssrsinv. . .   (4) 

Les  deux  derniers  systèmes  sont  ceux  dont  l'emploi  est  le 
plus  fréquent. 

347»  Pour  donner  une  prem$re  idée  de  leur  usage,  propo- 
sons-nous de  déterminer  V équation  polaire  du  cercle ,  en  pre- 
**g>  1911  nant  pour  pôle  un  point  quelconque  O  (fig.  19O  situé  sur  le 
plan  de  ce  cercle. 
-L'équation  du  cercle  rapporté  à  son  centre  et  à  des  axes 

rectangulaires ,  étant    y*  +  oc*  =  Ra , 

il  suffit  de  remplacer  jr  et  x  par  leurs  valeurs    (3);  ce  qui 
donne  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  r, 

r*+  2  (6  sin  v  -j-  a cos  v)r  +  a*+  b% —  R*=  o 

(la  droite  fixe,  à  partir  de  laquelle  se  compte  l'angle  v, est  une 
ligneOB  parallèle  à  ^'axe  des  x). 

Désignons  par  r ,  r"  les  deux  racines  de  cette  équation; 
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on  a,  d'après  an  principe  connu, 

Or 9  cette  relation  étant  indépendante  de  Pangle  v  que  fbVme 
la  direction  du  xayon  -vecteur  OM  arec  OB,  il  s'ensuit  que 
pour  deux  lignes  quelconques  Mm,  M'»',  menées  par  le  point 
O,  on  a  la  relation 

OMxOro=OM'XOm',    ou    OM  :OM'  ::  Om'tOro; 

ce  qui  prouve  que  deux  cordes  se  coupent,  dans  un  cercle,  en 
parties  réciproquement  proportionnelles* 

Tant  que  le  point  O  est  intérieur  au  cercle ,  a*  •+•  i* ,  ou  ÀO , 

est  plus  petit  que  AC  ou  R9;  ainsi,  a%  +  î1 — *R*.est  négatif. 
Cela  doit  être,  puisque  les  disUneas  OU,  Om  sont  comptées 

en  sens  contraire  l'une  de  l'autre, 

>  »  » 

Si,  au  contraire,  le  point  O  est  extérieur,  oonran?  en  O', 

a* +6»,  ou  A&  est  plus  grand,  que  11»,  et  e^-f-A^-u-R»  est 
positif.  La  propriété  des  sécantes  se  trouva  d'ailleurs  démon- 
trée, puisque  la  relation  ci-dessus  donne  O'N  X  O7*  égal  k 
une  quantité  constante,  quelle  que  soit  l'inclinaison  de  la  sé- 
cante. 

Il  en  est  de  même  de  la  propriété  de  la  tangente  par  rapport 
à  la  sécante;  car  le  triangle  rectangle  àEKV  donne  évidem- 
ment 


O'DssÀO'— àD=±**+4*— R*;    d'oïl     O'D^OTSTxO'/i. 

348.  Soit  encore  proposé  de  trouver  l'équation  polaire  de 
l'hyperbole,  en  prenant  pour  pôle  le  centre  même  de  la  courbe, 
et  pour  droite  fixe  le  premier  axe. 

Il  ne  s'agit,  pour  cela,  que  de  substituer  les  valeurs. ...... 

x  =  r  cos  v  et  y  ==  r.sin  v  (fig.  1^7)  dans  l'équation  Fig.  13; 

Ay-BV  =  -A*; 

il  vient  (Aa  sin*  y  —  B»  cosa  v)  r1  =  —  AgB* 

27.. 
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rfcAB 


d'où  r  = 


cas  v  •  l/B* —  A*  tang*  v 

'  Q» ,  ce  résultat  dénoatre  d'abord  que  si ,  pas)  le  point  O ,  Pon 
ji&e  «ne  ligne  quelconque  M/fc',  les  deux  parties  OM-,  Om  «ont 

ifaaks  Qtd*  signes  coutruires.. 

De  plus,  pour  que  la  valeur  de  r  soit  réelle,  il  fant  que  l'on 

B* 
aiÇ  tfljigV  plqs.  petit,. ou  tout  au  plus  égal  à  — . 

B*  B 

Soit  tâng*v  =  — J  il  en  résulle  tangv=db  —. 

On  yok  dane  que  les  droites  menées. par  le  point  O,  de  ma- 
nière qu'elles  forment  avec  AX  des  angles  avant  pour  tan- 

B  B 

geotes  ++r  •t**»*— ,  ces  droites,  dis-je,  déparent  les  lignes 

qui  rencontrent  la  courbe  de  celles  qui  ne  la  rencontrent 
pas.  (Voyez  n°  aoo.J 

.,  Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  entrevoir  avec  quelle  faci- 
lité tihe  transformation  de  coordonnées  rectilignes  en  coor- 
données  polaires,  met  en  évidence  certaines  propriétés  des  li- 
gnes courbes. 

349-  Passons  maintenant  à  la  détermination  des  équations 
polaires  des  trois  sections  coniques,  dans  le  cas  le  plus  usité, 
celui  ou  Ton  prend  pour  pôle  l'un  des  foyers  de  la  courbe, 
et  pour  droite  fixe,  le  premier  axe. 
Fig.192.  Ellipse.  Soit  F  (fig.  192)  le  foyer  pris  pour  p^le;  on  a 
dans  ce  cas,  b  =  o,  a  =  c}  et  les  formules  (3)  du  n°  346 
deviennent 

»r  =  c  +  r  cas  v^   y  =  rsini/. 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe, 

iy+BVsrA'B1, 

ou  plutôt,      Ay  -f  (Aft—  c»)  x*  =  Aâ(A*—  c*) 

(afin  de  n'avoir  dans  les  calculs  que  deux  constantes  A  et  c). 
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Il  Tient  (Aft—  c%  cosV)  iH^^— c*)c.eoJv .  r—  (Aa—  ca)a==  o  ; 
d'où 

i  j        r  '        '-     ti 


— (A*— c>)c.co8^dry/(Aft--c>)VcosV^-(A>--ca)tt(A,--c,cosV)' 

A*  —  c*cosft*>  ?J 

ou,  réduisant  la  quantité  sotrô  le  radical , 

(A*—- c*)  (— ccos  1/  rh  A) 
A*  —  c*  cos*  v  ' 

expression  qui,  considérée  successivement  avec  le  signe  supé- 
rieur, puis  avec  le  signe  inférieur,  donne,  toute 

faite , 

A*  —  c*  4  A»  —  c% 

r=- — _      et    ras- 


A  +  c  cos  *>  '  A  —  c  cos  f  " 

'Discussion.  De  ces  deux  valeurs,  la  piemière  est  essentiel- 
lement positive  ;  car  A*  —  c* ,  ou  B*,  est  positif,  et  quand  bien 
même ,  cos  v  serait  négatif,  comme  un  cosinus  ne  peut  surpasser 

l'unité,  et  que  c,  ou  {/ A*  —  B%  estiuomdrequeA,  onapéce*- 

sairement  A  ■+•  c  cos  v  >  o. 

La  seconde  est,  par  la  même  raison,  essentiellement  néga- 
tive; et  cela  doit  être,  puisque,  pour  une  positiou  quelconque 
du  rayon  vecteur,  on  a  toujours  deux  points  M  et  m,  N  et  n , 
dans  une  position  inverse  l'une  de  l'antre ,  par  rapport'  ait 
point  F.  Mais  en  faisant  abstraction  du  signe  de  la  seconde  va- 
leur ,  on  voit  qu'elle  se  déduit  de  la  première ,  en  changeant 
cos  v  en  —  cos  v;  d'où  il  résulte  que  celle-ci  suffit  à  elle  seule, 
pour  donner  tous  les  points  de  la  courbe,  avec  la  condition  de 
faire  passer  l'angle  v  par  tous  les  états  de  grandeur,  depuis  c* 
jusqu'à  4<>o0. 

Faisons  diverses  hypothèses  sur  l'angle  v,  et  déterminons  les 
valeurs  correspondantes  d§  r. 

Soient    v  =  o ,  d'où  cos  v  =  i  ;     on  prouve 
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r-£ £-  =  A-c  =  FB; 

A  +  c 

A*  —  c*        B*        --- 

v  =  ioo°,  «Toi  cos  v  =  o  j  donc  r  =  j r=  —  =  FN  ^ 

demi-paramètre; 

v  =  2000,  d'où  cos  v  =  —  i  \    donc    r  =  A  +  c  =  FA;, 
v  =  3oo°,  d'où  coa  v  =  o  ;    donc 

A*-.c*        B* 

^ -"A- -  A  "  ^ 

» 

Dans  l'hypothèse  de  v  =  ioo°,  la  seconde  râleur  générale   x 

A*  —  c*            Bâ 
de  r  devient      r  ==•-—      ■    ■      = r. 

A  A 

Ces  hypothèses  suffisent  pour   faire  voir   que  l'équation 

A*  —  c* 

t  =  A    .    ■  représente  tons  les  points  de  la  courbe»  aussi 

A-f-ccosv     r 

bien  que  l'équation    Ay  +  B*  xft  =  AW. 

35o.  Hyperbole.  L'équation  de  cette  courbe  rapportée  à  ses 
axes,  étant 

Ay-BVs-A*,  ou  Ay— (c1— Aa)^*=— À^c*— A»), 

il  faut  substituer  à  la  place  de  y  et  de  x9  les  valeurs  y  5=  r  sin  v 
et  x  =  c  +  r  cos  v  ou  plutôt,  x=c  —  r  cos  v  ;  parce  que 
Ffg.193»  les  sommets  B  et  A  (fig*  193)  de  la  courbe,  se  trouvant  placés 
à  gauche  du  point  F,  on  doit  compter  l'angle  v  dans  le  sens 
FB4;  ce  qui  revient  à  remplacer  v  par  200?  —  v  dans  la  for- 
mule X  =  c  -f-  T  COS  V. 

On  trouvera  par  cette  substitution,  et  après  les  simplifications 
qui  ont  déjà  été  exécutées  pour  l'ellipse  > 

_    c*  —  A»         _J_     c*— A* 


•A+ccosi*'  A—  scostf 


DK   l/lIYFBlIBOUft.  42^ 

La  discussion  de  ces  valeurs  mérite  beaucoup  d'attention. 

Tant  que  l'angle  v  est  moindre  que  iooQ,  eos  v  est  positif  et 
diminue  de  plus  en  plus ,  à  mesure  que  v  augmente  jusqu'à 
cette  limite;  donc  la  première  expression  de  r  est  positive  et 
augmente  de  plus  en  plus,  depuis  r  =  c — A,  ou  FB,  qui 
correspond  évidemment  à     v  =  o,    ou   cos  v  —  i  ,     jusqu'à   ' 

c*— A*        B* 

r  =  — r —  ou  -  qui  correspond  à    v  =  ioo°,  ou  cos  v  =^  o. 

A  .A 

Quand  v  surpasse  ioo°,  cos  v  est  négatif  et  augmente  numé- 
riquement; il  en  est  de  même  de  c  cos  v,  et  pour  que* 
A  +  c  cos  v  reste  positif,  il  faut  que  v  soit  moindre  que  l'angle 

A 
pour  lequel  on  a     A  +  ccosvs^o;     d'où    cos  v  = \  et 

par  conséquent, 

/•< . .  /  c%  B 

I  tangv=Vsec*v—  i  =  \J  ^—  *=  — £> 

c'est-à-dire  que  si  l'on  mène  par  le  point  F ,  la  ligne  FG  pa- 
rallèle à  l'asymptote  OL ,  l'angle  t*  ne  doit  pas  être  plus  grand 
queOFG. 

A 

Soit    v  as  OFG,  d'où  cos  \t  = -;  il  en  résulte 

7  c 

c»— A*  c»  — A* 

r  SS r  2= =  00. 

c 

Cela  doit  être,  puisqu-'alors  le  rayon  vecteur  est  parallèle  à  OL. 

Lorsque  v  dépasse  l'angle  OFG,  la  première  expression  de  r 
devient  négative;  mais  observons  que,  comme  cette  expression 
ne  change  pas,  si  l'on  remplace  v  par  —  v  (car  on  sait,  n°  5zy 
que  cos  —  v  =  cos  -f-  v),  elle  est  susceptible  de  représenter  la 
portion  Bmmmf . . . . ,  tout  aussi  bien  que  la  portion  BM"M". . . . 
de  la  première  branche. 

Il  suffit,  pour  une  valeur  quelconque  donnée  à  y,  OFM*, 
par  exemple,  de  décrire  du  point  F  comme  centre,  et  d'un 
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rayon  égal  à  la  râleur  correspondante  de  r,  un  arc  de  cercle 
M*Dm",  puis  de  prendre  Dm*=  DM*. 

Voyons  maintenant  ce  que  devient  la  seconde  expression, 
lorsqu'on  fait  passer  l'angle  v  par  diflerens  états  de  grandeur. 

On  peut  mettre  celle  seconde  expression  sous  la  forme 
I 


ç  cos  v  —  A' 
Cela  posé,  soit  d'abord     v  =  o ;     il  vient 

c*  —  A» 


c— A 


=  c  +  A  =  F  A. 


De  plus,  on  voit  que  r  restera  positif,  tant  que  l'angle  v 
aura  une  valeur  moindre  que  celui  pour  lequel  on  a 

a  j>  <  «A.  B 

ecosv  —  A  =  o,  d'où  cos^=  —  ,  ettang  v== —j 

c'est-à-dire  tant  que  le  rayon  vecteur  sera  situé  entre  FA  et 
FK'  parallèle  à  la  seconde  asymptote  OH'. 

A 
Soit    v  =  OFK' ,    d'où    cos  v=  —  ;  on  trouve 

c 

_  c'  —  A»  _ 

"""        o        """" 

Dans  la  même  hypothèse,  la  première  expression  générale 
de  r  devient 

r=— — *_  =  £.— A  -«  £L  =  fi=1fn. 

A  A  2A  aA  a 

A  +  c  X  - 
c 

Pour  une  valeur  de  v  plus  grande  que  OFK',  la  seconde 
expression  devient  négative;  mais,  d'après  la  remarque  faite 
ci- dessus,  cette  seconde  expression  représente  non-seulement 
la  portion  AmS,  mais  encore  la  portion  Am'S'  de  la  seconde 
branche. 
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IL  résulte  de  cette  discussion ,  que  la  première  branche  de 
l'hyperbole  est  représentée  en  rayons positifs ,  par  la  première 
expression  de  r,  pour  des  valeurs  de  o  positives  ou  négatives 
et  comprises  entre  zéro  etOFG,  ou  entre  zéro  et  OFK; 

Que  la  seconde  branche  est  aussi  représentée  en  rayons  posi- 
tifs  par  la  seconde  expression  de  r,  pour  des  valeurs  de  v    , 
positives  ou  négatives  et  comprises  entre  zéro  et  OFK',  ou  entre 
zéro  et  OFG'. 

Il  n'en  est  donc  pas  de  l'hyperbole  comme  de  l'ellipse.  Dans 
celle—ci ,  la  première  expression  de  r  est  suffisante  pour  repré- 
senter tous  les  points  de  la  courbe  en  rayons  positifs;  mais 
dans  l'hyperbole,  la  considération  des  deux  expressions  est  in- 
dispensable. 

35 1.  Parabole.  En  faisant  pour  cettç  courbe,  relativement 
a  la  manière  de  compter  l'angle  *>,  la  même  observation  que 
pour  l'hyperbole,  on  sera  conduit  à  substituer  dans  l'équa- 
tion y*=2.px  {fig.  194)>  le»  valeurs  y=-t  sin  *»,*=:-  —  roosv.  Fig.  19 j« 
/  2 


On  obtient  par  cette  substitution,  et  observant  que 

sin'i'  =  1  —  cosV , 

(1   —  cos*  n)  r*  -f-  %p  cos  i».r  —  jpa  ss  o, 

»  ',         —  pcos  vdz  V^d'cps6  v -f p*  (  1 — cos9 1>)_  p(—  cos  v:±  1  ) 

1  —  cos*  v  1  —  cos'v 

donc         r  =  — -J- ,    et    r  =  — 


1  +  cos  v  1  —  cos  v 

La  première  expression  est  essentiellement positiçe,  et  la  se- 
conde négative;  cela  tient  à  ce  que,  pour  une  position  quelcon- 
que MFtk  du  rayon  vecteur,  les  deux  points  M,  m  sont  tou- 
jours en  opposition  par  rapport  au  point  F. 

Mais  la  première  peut,  donner  à  elle  seule  tous  les  points  de 
la  courbe,  si  l'on  fait  varier  l'angle  v  depuis  o°  jusqu'à  4oo°. 

Soit  v  =0,  d'où  cosy=ij  on  trouve  r=-  =FA-, 
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v  =  ioo°,  ou  cosv  =  o;  il  en  résulter  =p=  FNj 

v  =  200°,cosv  =  —  i;        donc        r==-  =  oo; 

1  o  ' 

v  =  3oo°,cos  v  =  o;  donc       r=-=FN. 

352.  Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière,  nous 
exposerons  le  moyen  d'obtenir  les  équations  polaires  des  trois 
courbes ,  directement;  c'est-à-dire  en  partant  des  définitions 
de  ces  courbes.     > 

EllipBt.  On  a  trouvé  (n°  228)  que  le  rayon  vecteur  FM,  ou 
Fîg.  iga.  r ,  a  pour  expression ,  A  —  -j-  (Jig.  192) ,  *  représentant  la  dis- 
tance du  point  O  au  pied  de  la  perpendiculaire  MP. 

Gela  posé ,  soit  x'  la  distance  FP  ;  on  a  évidemment  x=c-f-x/  j 
mais  le  triangle  rectangle  FPM  donne  af  =  r  cos  v;  d'où 
x  =  c  +  r  cos  v. 


Substituant  cette  valeur  dans  l'expression     r=A— —  , 

.  .    ^           À*  —  c  (c+  r  00s  v)      À*  — -  c*  —  cr  cos  l'- 
on obtient    r  =  '  —  =  . * 

A  A 

d'où  l'on  déduit  r  =      A*  "~  * 


A  +  c  cos  v 


ex 
Pour  le  rayon  Fm,  on  a  également    r  =  A  —  r-  ; 

mais  ici 

x  ou  Op  =  c— Fp  =  c  —  *,   et  j/rrrreos  pFi?i=:rcosv 
d'oii  «sc-r  cos  v. 

_,  A  —  c(c  — rcosv)      A*  —  c*  +  crcosv 

Donc    r  as ^— r -  = ; — -  j 

A  A 

À»  —  c* 
et  par  conséquent ,  r  = 


A  —  c  cos  v 
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On  obtient  l'expression  du  second  rayon  indépendamment 

de  son  signe,  parce  qu'on  l'a  cherchée  directement,  Mais  en 

tant  que  les  deux  expressions  sont  liées  entre  elles  par  une 

même  équation,  elles  doirent  y  entrer  arec  leurs  valeurs  cor- 

relatives, 

ex 
Hyperbole.  On  a  trouvé  (n°  235)  FM  ou     r  =  -r-  —  A 

{fig*  193)  y  mais  la  figure  donne  a:  ou  OP  =  c  —  a/,  x'=rcos  v  j  Fîg.  193. 
d'où  df  =  c  — rcosv; 

c(c  —  rcosv)        .-      c*  —  À*  —  cr  cosv 

donc     r  sa — —  —  A  =  —  , 

A  A  " 

c*  —  À*  * 
et  par  conséquent.  r  =  - — : . 

*  A  +  c  cos  v 

Pour  le  point  m,  on  a        Tm  ou  r  =  - — |-  A  j 

A. 

mais  x  ou  Op  =  Fp  —  FO  =  a/  —  c,  a/  =  r  cos  v,      d'où 

x  =  r  cou  v  —  c  j 

,  c(rcosv— c)        .        cr  cosv  —  c*  +  A* 

donc    r  s= -J-  A  :s= ~  ■  , 

A  A 

_  (cft  _  Aft^  ca  A* 

et  par  conséquent,    r  =  -r— - i  — . 

A  —  %c  ços  v         ccos  v  —  A 

Le  second  rayon  a  une  expression  tout- à-fait  identique  arec 
celle  du  n°  35o  ;  et  cela  doit  être,  puisque  ce  rayon  est  tantôt 
positif ,  tantôt  négatif. 

Parabole.  On  a  obtenu  (n°  24*)  FM  ou  rzssx  -f  £  (Jtg.  ig4)  ;  Fig.ictf. 

1 

mais  x  ou  AP=s^— -a/, a/  =rcost>;  d'où  x=-  —  rcosv; 

donc    r=sp  —  r  cos  v,  et  par  conséquent,     r  =s  — -£ . 

^  1  +  cos  v 

On  obtiendrait  de  même  le  second  rayon  vecteur,  mais  abs- 
traction faite  de  son  signe. 
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Des  sections  coniques  semblables. 

Les  propositions  qui  suivent  ne  se  rattachent  à  aucune  tle» 
théories  précédentes  j  mais  elles  n'en  sont  pas  moins  impor- 
tantes à  connaître. 

353.  Deux  ellipses  on  deux  hyperboles  sont  dites  semblables, 
lorsqu'elles  ont  leurs  axes  proportionnels.  Ainsi ,  soient  A  et  B 
les  demi- axes  d'une  première  ellipse,  a  et  b  ceux  d'une  se- 
conde ellipse;  ces  deux  courbes  seront  semblables,  si  l'on  a  la 
proportion 

A  :  B  ::  a  :  fc,    ou   a  :  a  ::  B  :  b. 

Cette  dénomination  rient  de  ce  que  les  deux  courbes  jouis- 
sent alors  des  mêmes  propriétés  que  les  figures  semblables 
de  la  Géométrie;  c'est  ce  que  nous  nous  proposons  de  dé- 
montrer. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  placerons  les  deux  courbes 
Fîg.ig5.  l'une  sur  l'autre  (fig-  19^)  >  de  manière  qu'elles  soient  concen- 
triques, et  que  leurs  axes  se  confondent. 

Soient  donc  deux  ellipses  pour  lesquelles  OA,  Oa,  désignant 
les  demi-grands  axes,  les  moitiés  des  seconda  sont  déterminées 
par  les  parallèles  AG ,  Acj  en  sorte  que  l'on  a 

oa  :  Oa  ::  oc  :  Oc,   ou   a  :  a  ::  b  :  b...  (i) 

Cela  posé,  i°.  considérons  une  ligne  quelconque  OL  me- 
née par  le  centre,  et  appelons  D,  d  les  demi -diamètres 
OM,  Om;  T,  X,  les  coordonnées  du  point  M,  et  y,  x,  celles 
du  point  m. 

Puisque  les  trois  points  O,  m,  M  sont  en  ligne  droite,  on  a 

Y  :  x  ::  y  :  x  ::  D  :  d-, 

et  comme  M,  m.  appartiennent  aux  deux  courbes ,  on  a  aussi 

A'Y"  =  B1  (A*  —  X*) ,    a»y  *  =  b*  (a*  —  **)  j 
d'où,  divisant  l'une  par  l'autre  ces  deux  équations  et  ayant 


A  A  X  U 

et  par  conséquent,    --  «sa  -—  a=  -—  =s  -7  . . . .    (2) 
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égard  à  la  relation  (i) , 

Y1  :  /  ::  à*  —  x*  :  a*  —  *•; 

mais  on  a  déjà         ....  Y1!)1   !!  ï1:  i1; 

donc    X*  :  a;»  ::   A*  —  X*  :  û*  —  x%  ou  a4Xâ  ===  AV, 

X        A         Y        D 

x         a        y 

Ainsi,  les  lignes  MP  et  mp}  OP  et  Op,  OM  et  On»,  sont  dans 
le  rapport  des  axes  A  et  a, 

2°.  Soient  deux  autres  points  M' ,  m  placés  sur  une  même 
ligne  OL' ,  et  nommons  D' ,  d!  les  demi-diamètres  OM',  Om  ; 
on  obtiendrait  de  même  D'  l  o?  Il  A  Z  a  H  T>  Z  d;  donc, 
aï  l'on  tire  les  cordes  MM',  mm',  on  forme  ainsi  deux  trian- 
gles semblables  OMM',  Omrri ,  qui  donnent 

MUT  :  mm    II  D  :  d  :;  A  :  a\ 

de  plus,  les  cordes  MM',  mm!  sont  parallèles. 

3°.  Concevons  actuellement  qu'on  ait  inscrit  aux  eliipsea. 
deux  polygones  dont  les  sommets  soient  deux  à  deux  en  li- 
gne droite  avec  le  centre;  il  résulte  de  la  proposition  precé-* 
dente,  que  ces  polygones  ont  leurs  cotés  parallèles  et  respec- 
tivement proportionnels;  donc  ils  sont  semblables.  Ainsi,  les 
contours  de  ces  polygones  sont  proportionnels  aux  demi-axes 
des  deux  ellipses ,  et  leurs  surfaces  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  de  ces  demi-axes. 

Ces  deux  résultats  étant  vrais,  quel  que  soit  le  nombre  des 
côtés  des  polygones ,  le  sont  encore  à  la  limita- 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  contours  E>  e^  des  deux  el- 
lipses, sont  entre  eux  dans  le  rapport  des  demi-axes,  et  leurs 
surfaces  S  et  s.,  dans  le  rapport  des  carrés  de  ces  demi-axes; 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

e  :  e  ::  a  :  «,   et  s  :  s  ::  a*  :  a*. 

Cette  dernière  relation  se  déduit  encore  de  l'expression  trou- 
vée n°  277, pour  la  surface  de  l'ellipse. 

On  a  en  effet    S  =  xA.B,     s  =  xa.b'} 
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«  ,  S       A    *B         A* 

dou  .  -=*—  .  T  =s  — . 

s        a        o  d* 

Il  en  est  de  même  de  deux  secteurs  elliptiques  correspon- 
dais aux  mêmes  diamètres. 

4°.  Soient  F,/*,  les  foyers  des  deux  ellipses;  et  désignons 
par  C,  c,  les  excentricités  OF,  Q/";  on  a 

C  =  {/JT^z^Jl  yji  —  ^,  c  «=  a  yj  i  —  j> 

donc,  à  cause  de  la  relation  (i), .  • . .  C  ;  c  II  A  :  a. .  ♦  •  (3) 

5°.  11  résulte  des  relations  (2)  et  (3)  que,  si  l'on  joint  le» 
points  M y  m  aux  points  F,  y*,  on  forme  ainsi  deux  triangles 
semblables  OMF,Q/7*/',  qui  donnent  FM  ;  //»,::  OF  :  O/ 
X  À  :  <*;  de  pins,  ces  rayons  recteurs  sont  parallèles. 

C'est  ce  qu'on  pourrait  encore  reconnaître  au  moyen  des 
équations  polaires  des  deux  ellipses.  * 

6°.  Soient  les  tangentes  MR,  mr;  on  a  trouvé  (n°  z84)  pour 
les  soutangentes  PR ,  pr, 

TO       Aft  —  X*  aa  —  x* 

PR  =  — ^—  ,/>;  =  — —  ;f 

.,  ,       PR       A»  —  X*      a:         Xa       a:         X         A 

pr        aa  —  ûp*      X         or4      X         *         a 

et  pour  les  sounormales  ¥S,ps} 

Aa  — Ba     „         Ca  v  rfl 

PS= — —  .  X  sa  —.X,     ps=z-s; 

d  ou  —  =  —  =  —  • 

ps  x  a 

-  N.  B.  L'expression 

A»  R*  Bft 
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ne  dépendant  que  de  l'abscisse  du  point  M,  et  du  rapport  des 
axes,  il  s'ensuit  que,  pour  toutes  les  ellipses  semblables,  les 
normales  menées  aux  points  M ,  in* . .  * .  qui  correspondent  à 
la  même  abscisse  QP,  rencontrent  le  grand  axe  au  même 
point  S. 

7°.  La  similitude  des  triangles  MPR,  mpr,  qui  ont  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  proportionnels,  prouve  que  les  tan- 
gentes MR,  Tttr,  sont  parallèles;  donc  (n°  29a)  les  deux  demi- 
diamètres  conjugués  des  diamètres  OM,0/n,  sont  situés  sur 
une  même  droite;  et  si  l'on  appelle  A',  B'  les  demi-diamètres 
conjugués  de  Fa  première  ellipse ,  a',  V  les  demi-diamètres 
conjugués  correspondais  de  la  seconde,  on  a  la  proportion 

A'  :  a'  ::  v  :  v  ::  a  :  a. 

On  pourrait  multiplier  indéfiniment  les  conséquences  qui 
résultent  de  la  comparaison  de  deux  ellipses  semblables  ;  mais 
celles  qui  viennent  d'être  développées  suffisent  pour  démontrer 
que  deux  ellipses  qui  ont  leurs  axes  proportionnels,  ont  tous 
leurs  ilémens  homologues  ,  proportionnels  et  également  inclinés, 
s'ils  sont  linéaires;  ou  dans  le  même  rapport  que  les  carrés  des  ' 
axes,  si  ce  sont  des  éléraens  de  superficie. 

Les  mêmes  propriétés  s'appliquent  à  l'hyperbole,  et  se  dé* 
montreraient  d'une  manière  tout-à-fait  analogue. 

On  reconnaît  en  outre,  i°.  que  deux  hyperboles  semblables, 

dont  les  axes  sont  dans  la  même  direction,   ont  les  mêmes 

B       b  . 

asymptotes,  puisque  -r-  et  -  expriment  les  tangentes  trigono- 

A.       a 

métriques  des  angles  que  ces  droites  font  avec  l'axe  des  x. 

2°.  Que  deux  hyperboles  équilatères  sont  toujours  sembla- 
Il        b 
ilesj  puisque  les  rapports  -r-  et  -  sont  égaux  l'un  et  l'autre  à 

a.       a 

l'unité. 

354.  Deux  paraboles  quelconques  sont  toujours  des  figures 
semblables. 

Eu  effet,  soient  îP,  ip  {fig.  196)  les  paramètres  de  deux  F,8,,96- 
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paraboles»  que  nous  supposerons  placées  l'une  sur  l'autre,  de 
manière  que  leurs  axes  coïncident  ;  F  et  f  en  sont  les  foyers. 
i°.  Prenons  deux  abscisses  AP,  À/>  telles ,  que  l'on  ait  la 

proportion   ap  :  Ap  ::  af  :  à/,  ou  x  :  x  ::  p  :  p-f 

et  désignons  par  Y,  y  les  deux  ordonnées  correspondantes. 
On  a  les  équations 

.    Ta=aP.xf    y*  =  *p.x-,  d'où   Y%:y  :;PX:px; 

mais ,  par  hypothèse , 

x  :  x  ::  p  :  />;   d'où —    px  :  Px  ::  p*  :  P*-f 

donc 

Ta  :  y*  ::  P*  :  p%    ou  Y  :  y  ::  p  :  P  ::  x  :  x. . .  (i) 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  trois  points  A  ,  m ,  M  sont  en 
ligne  droite  ,  et,  de  plus,  que  l'on  a 

am  :  Am  ::  x  :  x  ::  p  :  p.. 

a°.  Joignant  les  points  F, y  aux  points  M ,  m,  on  forme  ainsi 
deux  triangles  semblables ,  AFM,  Afin,  comme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  calés  proportionnels;  donc  les  rayons  vec- 
teurs FM,  fm ,  sont  parallèles  ;  et  l'on  a  en  outre,  la  proportion 

fm  :  fm  ::  af  :  kf  ::  p  :  p. 

3°.  Soient  deux  antres  points  ni  et  M'  placés  sur  les  deux 
courbes,  comme  le  sont  les  points  M,  m;  on  obtiendrait  de 
même     A  AI'   !  krrl  \\  P  :  p,     et  par  conséquent, 

AM'  :  km'  ::  am  :  km. 

Donc  si  l'on  tire  les  cordes  MM',  mm'i9  ces  cordes  sont  paral- 
lèles et  dans  le  rapport  Pîp. 

Concevons  maintenant  que  l'on  ait  inscrit  aux  arcs  AM , 
Am  deux  portions  de  polygone  dont  les  sommets  M  et  m , 
M'  et  m ,...  soient,  deux  à  deux,  en  ligne  droite  avec  le  point  A; 
ces  portions  de  polygone  sont  semblables,  comme  ayant  leurs 
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côtés  parallèles  et  respectivement  proportionnels;  d'où  il  sait 
que  leurs  contours  sont  dans  le  rapport  P  l  p ,  et  leurs  surfaces 
dans  le  rapport  P*  :  p\  - 

Cette  double  proposition  étant  traie  pour  les  limites  de  ces 
deux  polygones,  on  a  également 

arc  AM   :  arc  km  \\  P  :  p,  et  AMP  :  Amp   ::  Pa  !  p*. 

Ce  dernier  résultat  se  déduit  encore  de  l'expression  obtenue 
(n°  33o)  pour  l'aire  d'un  segment  parabolique. 

2  2 

On  a  trouvé  AMP  =  x  X.Y,     Amp  =  -  x.y\ 

•  AMP         X  .  Y 
d'où  - = — , 

Amp  x  .y 

et  par  conséquent, 

0 

AMP=X       X_X*_£ 
Amp       x    '  x      .  xa  *""  p*  * 

et  ainsi  de  suite  ;  d'où  l'on  voit  que  les  élémens  homologues  de 
deux  paraboles  quelconques  sont  dans  le  rapport  de  leurs  para- 
mètres *  si  ces  élémens  sont  linéaires,  et  dans  le  rapport  des 
carrés  de  ces  mêmes  paramètres ,  si  l'on  considère  des  élémens 
de  superficie. 

355.  Les  ellipses  et  les  hyperboles  qu'on  obtient,  en  cou- 
pant un  cône  par  une  suite  de  plans  parallèles  entre  eux,  sont 
des  courbes  semblables. 

En  effet;  l'équation  générale  des  sections  coniques  étant  (n°  268) 


on 


on  en 


S—Z^-TvIpàixC.x  —  sia  (m  +  €).x*), 

COS    5*»  *  , 

.  ,  sin«sin(«-f»f)     .        asin«sin£ 

déduit     ."'"^^i?, 


suivant  que  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

38 
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Or ,  tant  que  le  plan  sécant  reste  parallèle  à  lui-même,  l'angle 

«  ne  change  pas;  d'ailleurs  C  est  une  quantité  constante  et 

•  B 

donnée  à  priori.  Donc  le  rapport  -r-  est  lui-même  constant , 

pour  toutes  ces  ellipses  ou  hyperboles. 

Quant  aux  paraboles,  les  plans  qui  les  produisent  sont  né- 
cessairement parallèles  entre  eux  ;  ce  qui  peut  servir  à  con- 
firmer que  deux  paraboles  quelconques  sont  toujours  sem- 
blables. 


CHAPITRE  VI 


> 


Discussion  de  V équation  générale  du  second  degré  à 
'  deux  variables.  Détermination  du  centre  et  des 
axes.    Considérations  générale^  sur  les  sections 
coniques.  Applications  de  ces  principes. 


§  l*r.  Discussion  de  l'équation  du  second  degré  par  la  sépara* 

tion  des  variables. 


356.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  paragraphe,  de  faire 
voir  comment  on  peut  déduire  de  la  résolution  même  d'une 
équation  du  second  degré  à  deux  variables,  c'est-à-dire 
parla  séparation  des  variables,  déduire,  dis-je,  ta  nature, 
la  forme  ,  et  même  la  position ,  par  rapport  à  des  axes 
quelconques ,  de  la  courbe  représentée  par  cette  équation.  Nous 
reviendrons  ensuite  sur  la  double  transformation  de  coordon- 
nées, à  l'aide  de  laquelle  il  est  toujours  possible  (n°*25o,  a5a  et 
253)  de  ramener  l'équation  à  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 
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Reprenons  l'équation  générale 

A^*+Ba?:y^Gra  +  D<y  +  Ex+F=©,...  (i) 

qui  peut  %tre  mise  sous  la  forme 

,  Bx  +  D      .    C  E         F 

y*-\ _:r4.-x*+-*+ï  =  o...    (a) 

On  tire  de  cette  équation  résolue  par  rapport  à  y ,  ' 

=— (B^P)dz^  v/rB'^ACy+aCBD-aAEjjr+D^AF.CS) 

Cela  posé,  soient  AX,  AY  (ftg.  197)  les  deux  axes  auxquels  Fig.197. 
on  suppose  que  la  courbe  est  rapportée.  En  donnant  à  co  une 
suite  de  valeurs,  on  obtiendra  pour  y  des  valeurs  correspon- 
dantes qu'on  pourra  construire,  lorsque  toutefois  ces  valeurs 
seront  réelles. 

Comme  la  quantité  sous  le  radical  de  la  valeur  de  y,  est  un 
trinôme  du  second  degré  en  x,  et  que  le  signe  d'une  sembla- 
ble expression  dépend  principalement,  comme  l'on  sait,  de 
celui  du  premier  terme ,  nous  sommes  conduits  a  faire  sur  le 
coefficient  B*  —  4AC,  les  trois  hypothèses  suivantes: 

B»— 4AC<o,  B»  —  4AC  =  o,  Bg— 4AC>o. 
Première  hypothèse,     B*—  4AC<^o,     ou  négatif. 

Dans  cette  hypothèse  générale,  le  trinôme  du  second  degré , 
égalé  à  o,  peut  donner  lieu  à  trois  circonstances  :  ou  les  deux 
racines  de  cette  équation  résolue  sont  réelles  et  inégales  *  ou    ' 
elles  sont  réelles  et  égales >  ou  bien ,  elles  sont  imaginaires. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas,  et  désignons  par  xf ,  x* 
les  deux  racines;  ce  trinôme  peut  (Algèbre,  5*  édition, 
n°  98) ,  être  mis  sous  la  forme 

(B*  — 4AQ  {x  —  x')  {x  —  x"). . .  (4) 

28, . 
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Il  résulte  encore  des  principes  établis  (Algèbre»  n°  m), 
sur  les  trinômes  du  second  degré  que,  pour  toute  râleur  de  x 
comprise  entre  x  et  x"  (ces  lettres  désignent  des  quantités 
réelles  quelconques,  positives  ou  négatives),  les  facteurs  x—x\ 
x  —  x"  sont  de  signes  contraires;  donc  leur  produit. ...  •• 
{x  —  x')  (x  —  x")  est  négatif;  et  comme,  par  hypothèse, 
B*  —  4^C  est  lui-même  négatif,  il  s'ensuit  que  l'expression  (4) 
ou  la  quantité  sous  le  radical  de  la  valeur  de  y ,  est  positive; 
ainsi  cette  dernière  valeur  est  nécessairement  réelle. 

Mais  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  non  comprises  entre  x' 
et  x° ,  les  facteurs  x — x4 ,  x— x"  sont  de  même  signe;  donc  le 
produit  (4)  est  négatif ,  et  les  valeurs  correspondantes  dey 
sont  imaginaires. 

Concluons  de  là,  que  si  AG,  AH  représentent  les  racines 
xf ,  x* ,  et  qu'on  mène  par  les  points  G,  H  deux  parallèles  GG', 
HH'  à  l'axe  des  y,  la  courbe  a  une  infinité  de  points  entre 
ces  parallèles;  mais  elle  n'en  a  aucun,  nien-decà,  ni  au-delà. 
La  courbe  est  donc  limitée  par  ces  droites,  dans  le  sens  positif, 
et  dans  le  sens  négatif  des  x. 

Supposons  actuellement  que  les  racines  xf  et  x"  soient  réelles 
et  égales.  Dans  ce  cas ,  le  trinôme  du  second  degré  en  x  prend 

la  forme  (B*  —  4AC)  {x  -*x")\ 

et  l'on  voit  que,  pour  toute  valeur  de  xt  différente  de  x'  9 
cette  expression  est  essentiellement  négative  j  et  la  valeur  de  y 
correspondante  est  imaginaire. 

Mais  si  l'on  suppose  x  =  x' ,  le  radical  disparaît,  et  la  valeur 


qe  y  devient      y  s=  — j— — 


2A 

Donc  lorsque  les  racines  a/,  x"  sont  réelles  et  égales,  la 
courbe  se.  réduit  à  un  seul  point, 

(Bx'  +  D) 
*  =  *>?  = ;j— 

Admettons  enfin  que  ce*  racines  soient  imaginaires. 
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Gomme  on  sait  que,  dans  ce  cas,  si  l'on  désigne,  pour  abré- 
ger ,  le  trinôme  en  x  par  mx%  +  aiu:  +  P  y  on  Peut  'e  trans- 
former ainsi  : 


m 


[0  + £)'  +  *']'  °U  C"--4AC,[(x+i) '+*], 


k*  étant  essentiellement  positif,  il  s'ensuit  que,  quelque  va- 
leur qu'on  donne  à  a:,  le  signe  de  la  quantité  sous  le  radical 
de  la  valeur  de  y  est  négatif,  et  par  conséquent,  que  cette 
valeur  de  y  est  imaginaire*  Donc  la  courbe  est  elle-même 
imaginaire,  c'est-à-dire  que  l'équation  (i)  ne  peut  rien  repré- 
senter. \ 

Nous  reviendrons  tout  à  l'heure  sur  la  forme  caractéristique 
qui  convient  à  l'équation  (i),  dans  les  deux  cas  précédera. 

N.  B.  Quand  les  deux  racine*  x' ,  x"  sont  réelles  et  inégales, 
il  résulte  de  l'inspection  de  la  valeur  générale  de  y ,  qui  ne 
renferme  x  qu'au  numérateur,  et  dont  le  dénominateur  À  ne 
peut  être  nul,  puisque  ce  serait  supposer  Ba—  4AC  positif, 
il  résulte,  dis-je,  de  cette  inspection,  qu'à  des  valeurs  de  x 
limitées,  il  doit  correspondre  des  valeurs  de  y  limitées*  Ainsi 
la  courbe  est  limitée  dans  tous  les  sens. 

D'ailleurs,  si  l'on  résout  J'équation  (i)  par  rapport  à  x, 
on  trouve  une  expression  en  y,  dont  la  quantité  sous  le  ra- 
dical, est  un  trinôme  du  second  degré  en  y,  ayant  pour  coef- 
ficient de  y,  B8— 4àC,  et  qui,  étant  égalé  à  o,  donne  lieu 
à  deux  racines,  y  >  y" 7  réelles  et  inégales,  lorsque  x1 ,  x"  sont 
elles-mêmes  réelles  et  inégales;  car,  autrement,  la  courbe 
serait  imaginaire,  ou  se  réduirait  à  un  seul  point ,  ce  qui  se- 
rait contre  l'hypothèse.  Ces  valeurs  y' ,  ya  étant  construites  et 
représentées  par  AK,  AL,  si  l'on  mène  par  les  points  K. 
et  L  deux  parallèles  KK',  LL'  à  l'axe  des  x,  on  obtient  les 
limites  de  la  courbe  dans  le  sens  des  y\  en  sorte  que  la 
courbe  est  entièrement  renfermée  dans  le  parallélogramme 
NIRS. 
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Deuxième  hypothèse,     B*  —  fybC  —  °- 

.  Cette  .hypothèse  réduit  la  quantité  sous  le  radical  à  une 
expression  du  premier  degré  en  a:;  et  si  l'on  appelle  x  la 
racine  que  donne  ce  binôme  égalé  à   o,  on  peut  le  mettre 

sous  la  forme  a(BD  —  aAE)  (x  —  a/). 

Or,  il  peut  également  se  présenter  trois  circonstances  :  ou  le 
coefficient  BD  —  xAE  est  positif ,  ou  il  est  négatifs  ou  bien  > 
il  est  égal  à  o. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  évident  que,  pour  toute  valeur 
de  x  plus  grande  que  x9 ,  le  facteur  x  —  x' ,  et  par  conséquent, 
2(BD  —  2ÀE)  (x  —  x') ,  est  positif;  mais,  pour  toute  valeur 
de  x  plus  petite ,  cette  expression  est  négative.  Donc ,  si  AG 
{fig*  J97)  '^présente  cette  valeur  a/,  qui  peut  d'ailleurs  être 
positive  ou  négative,  et  que,  par  le  point  G,  l'on  mène  GG' 
parallèle  à  AT ,  la  courbe  s'étendra  indéfiniment  à  la  droite 
de  cette  parallèle,  mais  n'aura  aucun  point  à  sa  gauche» 
puisque,  pour  des  valeurs  de  x  égales  à  AG,  ou  plus  grandes 
que  AG ,  les  valeurs  de  y  correspondantes  sont  réelles ,  tandis 
qu'elles  sont  imaginaires  pour  des  valeurs  de  x  plus  petites 
que  AG. 

La  conséquence  serait  tout-a-fait  contraire,  si  le  coefficient 
BD— -aAE  était  négatif;  c'est-à-dire  que  la  courbe  s'éten- 
drait alors  indéfiniment,  dans  le  sens  des  x  négatifs ,  mais  se- 
rait limitée  dans  le  sens  des  x  positifs,  par  la  parallèle  AG. 

Si  l'on  a  BD— 2ÀÉ=o ,  en  même  temps  que  B*— 4AC=o , 
la  valeur  générale  de  y  devient 

équation  du  premier  degré  en  x ,  qui  exprime  alors  un  sys~ 
tème  de  deux  droites  parallèles  ;  car  le  coefficient  de  x  est  le 
même  dans  les  équations  des  deux  droites. 

Soit,  comme  cas  particulier  de  celui  que  nous  examinons k 
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D*  —  %AF  ^  °*  kes  deux  valeurs  de  y  se  rédoîsent  à  une  seule 
y  =  —  i ~i —  ;  et  la  courbe  dégénère  en  un*  seule  ligne 

2A 

droite. 

Enfin ,  s'il  arrive  que  Ton  ait  D*  —  4ÀF  <  °  »  k*  deu*  droite» 
parallèles  sont  imaginaires;  en  d'autres  termes,  l'équation  (5) 
7i*  représente  rien. 

Troisième  hypothèse,    B*  —  ^kC >  o. 

11  peut,  comme  dans  la  première  hypothèse,  se  présenter 
trois  circonstances  principales  :  ou  les  valeurs  x',  x",  du  trinôme 
du  second  degré  en  x,  égalé  à  o ,  sont  réelles  et  inégale*,  ou 
réelles  et  égales  j  ou  imaginaires. 

Dans  le  premier  cas,  comme  ce  trinôme  peut  être  mis  sous 

la  forme  (B*  —  4AC)  (x  —  af)  (x  —  x") ,    ....   (6) 

toute  valeur  de  x  comprise  entre  x'  et  x*,  rend  les  deux  facteurs 
x  —  x* y  x  —  x"  de  signes  contraires;  donc  leur  produit  et  par 
conséquent,  le  produit  précédent,  est  négatif  ;  ainsi  la  valeur  dey 
correspondante  est  imaginaire.  Mais  pour  une  valeur  quelconque 
de  x,  non  comprise  entre  x'  et  x*,  les  facteurs  x  —  x',  x  —  x" 
sont  de  même  signe;  donc  leur  produit,  et  par  conséquent  le 
produit  (6),  est  positif,  et  la  valeur  correspondante  de  y  est 
réelle.  • 

D'où  il  suit  que,  GG',  H  H'  (fig.  197)  représentant  toujours  les 
parallèles  à  l'axe  des  y,  menées  aux  distances  AG=x',  AH=x*, 
la  courbe  n'a  aucun  point  entre  ces  deux  parallèles;  mais  elle 
s'étend  indéfiniment  à  droite  et  à  gauche  de  ces  parallèles. 

Si  les  deux  racines  x',  x"  sont  réelles  et  égales,  le  trinôme  en  x 

prend  la  forme  (B*  —  4AC)  (x  —  x')* , 

et  la  valeur  générale  de  y  se  réduit  à 

équation  qui  représente  un  système- de  deux  lignes  droites  qui 
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se  coupent;  car  le  coefficient  de*  x  est  pour  l'une, 

—  B+i/B»  — 4AC        A     —Ê— 1/Ba  —  4AC         „     _ 
^ — f     et    j - — pouriautre. 

Lorsque  les  racines  x  ,  x"  sont  imaginaires,  le  trinôme  en  x 
qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

(B.-4AC)  [(*+£)'  +  *•], 

reste  positif,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x  ;  ainsi  les  valeurs 
de  y  correspondantes  sont  toujours  réelles  ;  et  1a  courbe  sJ  étend 
encore  indéfiniment  dans  tous  les  sens. 

Il  résulte  de  la  discussion  précédente  que  les  courbes  do  se- 
cond degré  peuvent  être  divisées  en  trois  classes  bien  distinctes  : 
courbes  limitées  dans  tous  les  sens  >  courbes  limitées  dans  un 
seul  sens  ,  et  courbes  illimitées  ou  indéfinies  dans  tous  les  sens. 

La  première  classe  renferme  comme  variétés,  un  point  ou  une 
courbe  imaginaire  ;  la  seconde,  un  système  de  deux  droites  pa- 
rallèles j  une  seule  droite,  ou  deux  droites  imaginaires  ;  enfin  > 
la  troisième,  un  système  de  deux  droites  qui  se  coupent* 

Ces  résultats  s'accordent  avec  ce  qui  a  été  dit  (n°  256). 

35^.  Un  seul  cas  semble  échapper  à  la  classification  précé- 
dente :  c'est  celui  ou  les  carrés  des  variables  nJ entrent  pas  dans 
r équation;  mais  alors,  cette  équation  étant  de  la  forme 

Bxy  +  fcy  +  Ex  +  F  =  o, 

il  est  évident  que,  pour  une  valeur  de  x  quelconque,  celle  de  y 
sera  toujours  réelle  ;  ainsi  la  courbe  est  nécessairement  illimitée. 
En  effet,  la  quantité  B*  -<-  £A£  se  réduisant  à  B* ,  est  essentiel- 
lement positwe  ;  donc  la  courbe  est  de  la  troisième  classe. 

Nous  verrons  plus  loin  dans  quelle  situation  sont  les  axes  par 
rapport  à  la  courbe,  dans  ce  cas  particulier. 

Si  l'équation  était  privée  du  terme  en  y*,  on  pourrait  la 
résoudre  par  rapport  à  x,  comme  on  l'a  résolue  par  rap- 
port à  y,  et  la  discussion  serait  la  même.  On  voit  .d'ailleurs 
que  la  courbe  est  de  la  troisième  classe  j  puisque  B1  —  ÇAC  se 
réduit  encore  à  B*. 
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358.  Il  peut  être  utile  de  connaître  la  forme  qui  caractérise 
l'équation  générale  (i),  lorsqu'elle  doit  appartenir  à  l'une  des 
variétés  des  trois  classes. 

Considérons  d'abord  la  première  et  la  troisième  classes. 

Si  l'on  suppose  les  deux  racines  x'  et  x*,  réelles  et  égales ,  la 
valeur  de  y  devient 

ou  ebassant  le  dénominateur  et  transposant  la  partie  ration- 
nelle, 

2Àjr  +  Bx  -4-  D  =  ±  (x  —  x')  i/B*  —  4AC; 

ou  bien ,  élevant  au  carré  et  transposant  tous  les  termes  dans, 
le  premier  membre, 

(aAy  +  Bx  +  D)f  —  (Ba  —  4AC)  (x—  x')»  =  o (M) 

•Eu  effectuant  les  calculs  et  remettant  pour  x  sa  valeur, 
on  retrouverait  nécessairement  la  proposée ,  puisqu'on  n'a  fait 
autre  chose,  par  ces  transformations,  que  de  recomposer  cette 
équation. 

Cela  posé ,  si  B*  —  4AC  est  négatif*  le  premier  membre 
de  l'équation  (M)  exprime  alors  la  somme  de  deux  quantités 
essentiellement  positives  *  laquelle  somme  ne  peut  être  égale 
à  o  ,  à  moins  que  l'on  n'ait  séparément , 

aÀy  4-Bx+Dsbo,     x  —  x'  =  oj 

d'où  l'on  déduit 

_     ,  _         Bx'  +  D 

x  —  x,    y  -  ^        . 

•  » 

Ainsi  la  courbe  se  réduit  à9  un  point ,  lorsque  le  premier 
membre  est  la  somme  dé  deux  quantités  positives  *  dont  cha- 
cune est  fonction  de  x,  y\  et  réciproquement. 

Mais  si  B*  —  %AC  est  positif  ',  on  peut  considérer  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (M) ,  comme  la  différence  de  deux 
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carrés,  qui  est  décomposable  dans  le  produit  dé  deux  foc 
du  premier  degré  enx  et  y,  savoir  : 

aA^  +  Bx-f  D+(x  —  x')  V^B8  —  4AC, 
et  2Ay  +  Bx  +  D  — (x  — x')  V/B*  —  4ACf 

lesquels,  égalés  séparément  à  o,  donneront  chacun  pour  lieu  géo- 
métrique ,  une  ligne  droite. 

Ces  deux  droites  se  coupent ,  car  le  coefficient  de  x  est  né- 
cessairement différent  dans  les  deux  équations. 

Ainsi,  la  courbe  dégénère  en  un  système  de  deux  droites  qui 
se  coupent  j  lorsque  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
est  la  différence  de  deux  carrés  dont  chacun  est  fonction  de  x, 
y  ;  et  réciproquement 

Soient  maintenant  x'  et  x"  imaginaires,  B*  —  4^-C  étant 
négatif.  Le  trinôme  du  second  degré  en  x  de  la  valeur  géné- 
rale de  y,  devenant ,  comme  on  l'a  tu  plus  haut , 

(B*-  4AÇ)  [(*  +  £)•  +  *•], 

il  s'ensuit  que,  par  des  transformations  analogues  à  celles  qui 
ont  été  employées  pi-dessus ,  on  peut  mettre  la  proposée  sous. 
la  forme 

(aA^H-Bx  +  D)»— (B*— 4AC)(x+^)â-(B*— 4AC).fc»=o. 

Or,  comme  par  hypothèse  B*  —  %AC  est  négatif,  il  s'en- 
suit que  cette  expression  est  la  somme  de  trois  carrés  essen- 
tiellement positifs,  dont  le  dernier  est  une  quantité  toute 
connue.  Or,  cette  somme  ne  peut  jamais  devenir  nulle,  quel- 
que valeur  qu'on  donne  à  x  et  à  y  ;  ainsi  il  ne  peut  y  avoir  de 
courbe. 

•  Donc  la  courbe  est  imaginaire,  lorsque  le  premier  membre 
est  la  somme  des  trois  carrés,  dont  l'un  est  une  quantité  tont» 
connue;  et  réciproquement. 

Passons  à  la  seconde  classe ,  pour  laquelle  on  a 
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B*  —  4  AC  =  O. 

Si  l'on  suppose  en  même  temps        BD  — aAE  =  o, 

la  valeur  de  y  se  réduit  à  , 

d'où  l'on  déduit 

(2Ày  +  Ba?  +  D)a  —  (D*  —  4AF)  =  o...  (N) 

Cela  posé,  il  peut  arriver  qu'on  ait 

D*— 4AF>o,  D*  —  4AF  =  o,  D*  — 4AF<o. 

*  Dans  le  premier  cas ,  le  premier  membre  est  évidemment 
la  différence  de  deux  carrés*  et  il  peut  se  décomposer  dans 
les  deux  facteurs  du  premier  degré 


aAy  +  Bx  +  D  +  l/D*  —  4AF, 

iky  +  Bx  +  D  —  l/D*—  4AF, 

qui,  égalés  séparément  à  o,  donneront  chacun  pour  lieu  géo- 
métrique une  ligne  droite.  Ces  droite^  sont  parallèles j  puisque 
le  coefficient  de  x  est  le  même  dans  les  deux  équations. 

Ce  qui  établit  une  différence  entre  cette  variété  de  la  se- 
conde  classe  et  celle  qui  correspond  à  la  troisième,  c'est  que 
l'un  des  carrés  dont  se  compose  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (N)  est  indépendant  de  x  et  de  y. 

Dans  le  cas  de  D*  —  4AF  =  o ,  l'équation  (N)  se  réduit  à 

(aAy  +  Bx  +  D)ft=  o; 

c'est-à-dire  que  le  premier  membre  de  la  proposée  est  un  carré 
parfait  *  et  ne  peut  représenter  qu'une  seule  droite, 

Enfin  »  si  D*— ^ÂF  est  plus  petit  que  o,  le  premier  membre 
de  l'équation  (N)  est  la  somme  de  deux  carrés*  dont  l'un  est 
indépendant  de  jc  et  de  v,  somme  qui  né  peut  jamais  être 
nulle;  ainsi  la  courbe  ne  saurait  exister. 
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Dans  le  cas  du  point j  on  a  bien  aussi  une  somme  de  deux 
carrés,,  mais  dont  chacun,  étant  fonction  de  x,  y,  peut  être 
égalé  séparément  à  o. 

359.  La  seconde  classe  de  courbes  présente  aussi ,  par  rapport 
à  son  équation,  un  caractère  tout  particulier  qui  mérite  d'être 
remarqué. 

Les  trois  premiers  termes,  Ày*  +  Bay-f-  Cx%  de  l'équation 
générale  peuvent ,  à  cause  de  la  relation 

B*  —  4AC  =  o,    d'où    B  =  at/À.V/C, 

être  rais  sous  la  forme 

c'est-à-dire  que  leur  somme  forme  un  carré  parfait*  La  réci- 
proque est  vraie. 

360.  Jusqu'ici  nous  ne  nous  sommes  occupés  que  de  la  clas- 
sification des  courbes,  eu  égard  à  leur  étendue;  actuellement, 
il  s'agit  de  faire  voir  comment,  une  équation  numérique  étant 
donnée,  on  peut  construire  la  courbe  qui  lui  appartient. 

Or,  il  est  une  construction  que  l'on  doit  répéter  pour 
chaque  exemple  particulier,  si  l'on  en  excepte  toutefois  ceux 
qui  correspondent  aux  différentes  variétés,  parce  qu'alors  cette 
construction  devient  tout-à-fait  inutile. 

Reprenons  la  valeur  générale  de  y , 
gaJftg+PU.  '  y/  (B*— 4AC)*a+2(BD-2 AE)*+D'-4ÏF  ) 

2A  HA. 

• 

et  observons  qu'elle  se  compose  de  deux  parties  distinctes,  l'une 
rationnelle  et  l'autre  radicale.  Désignons  la  première  par  3/,  et 
concevons  que  l'on  ait  construit  l'équation 

„'_    (ft*  +  p) 

y- jx — . 
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qui  représente  une  ligne  droite ,  dont  on  fixe  ordinairement  la 
position ,  en  faisant  successivement  y  =  o ,  x  sa  o ,  et  déter- 
minant les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y. 

Soit  BC  (fig.  197)  cette  droite;  il  est  évident  que ,  pour  ob- 
tenir les  deux  valeurs  de  y  correspondantes  à  une  valeur  quel- 
conque x  =  AP,  il  faut ,  après  avoir  mené  par  le  point  P 
une  parallèle  à  Taxe  des  y,  ce  qui  donne  PQ  pour  l'ordonnée 
correspondante  de  la  droite,  il  faut,  dis- je,  porter,  à  partir 
du  point  Q ,  et  tant  au-dessus  qu'au-dessous  de  cette  droite, 
deux  parties  QM,  QAî'  égales  à  la  partie  radicale;  les  points  M, 
M',  ainsi  obtenus ,  appartiennent  à  la  courbe. 

On  voit,  d'après  cette  construction,  que  la  droite  BG  jouit 
de  la  propriété  de  passer  par  les  milieux  de  toutes  Us  cordes  de 
la  courbe,  parallèles  à  Vaxe  des  j.  Donc  (n°  258)  cette  ligne  est 
un  des  diamètres  de  la  courbe. 

Observons  maintenant  que,  pour  la  première  et  la  troisième, 
classes ,  le  radical  pouvant  être  mis  sous  la  forme 

-  h/tp  ~ 4AC)  (*  ~ x,)  (x  ~ x#) 

(x  y  xu  sont  supposés  des  racines  réelles) ,  si  l'on  pose  x  =  x', 
ou  r  =  x",  ce  radical  devient  nul,  et  les  deux  valeurs  de  y, 
correspondantes  à  chacune  de  ces  valeurs,  se  réduisent  à  l'or- 
donnée du  diamètre.  Donc  les  points  D,  E,  où  les  parallèles 
GG',  HH'  rencontrent  ce  diamètre,  appartiennent  aussi  a  la 
courbe,  qui  d'ailleurs  est  tangente,  en  ces  points ,  aux  deux  pa- 
rallèles ,  puisque  chacune  d'elles  peut  être  considérée  comme 
une  sécante  dont  les  deux  points  d'intersection  se  réunissent  en 
un  seul. 

Lorsque,  dans  la  troisième  classe,  les  racines  a/,  x"  sont  ima- 
ginaires, le  radical  ne  peut  s'anéantir  pour  aucune  valeur  de  xy 
et  la  courbe  ne  rencontre  pas  le  diamètre  BC  ;  mais  comme 
elle  doit  avoir  tons  ses  points  situés  symétriquement  par 
rapport  à  cette  droite,  sur  des  parallèles  à  l'axe  des  y,  il  faut 
conclure  qu'elle  se  compose  de  deux  branches  distinctes ,  qui 
s'étendent  indéfiniment  au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre  ; 
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de  même que,  dans  l'hypothèse  oi  xf,  x*  sont  réelles,  la  courbe 
se  compose  de  deux  branches  qui  s'étendent  indéfiniment  a 
droite  et  »  gauche  des  deux  parallèles  GO',  HH'. 

Relativement  à  la  seconde  classe,  pour  laquelle  le  radical  re~ 

i      .  .    . 

vient  à    ±  — j  l/a(BD— aA£)  (x — x'),  puisqu'il  n'existe  que 

la  valeur  x=x'  qui  puisse  anéantir  ce  radical,  la  courbe  ne 
rencontre  son  diamètre  qu'au  seul  point  D  d'intersection  de 
ce  diamètre  avec  la  parallèle  GG' ,  à  laquelle  la  courbe  est 
d'ailleurs  tangente  en  D  ;  et  alors  cette  courbe  s'étend  indéfi- 
niment au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre ,  soit  a  la  droite, 
soit  a  la  gauche  de  GG',  suivant  que  le  coefficient  BD— ±A£ 
est  positif  ou  négatif. 

Cette  construction  préliminaire  est  commune  à  toutes  les 
courbes  dont  on  a  les  équations  particulières. 

.   36 1.  On  peut  encore  se  proposer  d'obtenir  d'autres  points 
remarquables  ;  ce  sont  ceux  où  la  courbe  rencontre  les  axes. 

Si ,  dans  l'équation 

Ay*  +  Bxy  +  Cx*  +  Dy  +  Ex  +  F=s  o, 

on  fait  successivement   j  =  o  et  x  =  o ,    il  en  résulte 

Cx'  +  Ex  +  Fnro,   Ay*  +  Dy  +  F  =  o; 

et  |  en  considérant  la  première  de  ces  deux  équations,  suivant 
que  les  deux  valeurs  de  x  sont  réelles  et  inégales  j  réelles  et 
égales j  ou  imaginaires ,  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  en  deux 
points j  ou  en  un  seul  point j  c'est  -  à  -  dire  lui  est  tangente,  ou 
bien,  n'a  aucun  point  commun  avec  cet  axe.  Si  l'on  a  Ctro, 
l'une  des  valeurs  de  x  est  finie,  et  l'autre  est  infinie;  ce  qui 
veut  dire  que  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  en  deux  points, 
dont  l'un  est  situé  à  une  distance  finie  j  et  Fautre  à  une  distance 
infinie.  Lorsque  l'on  a ,  à  la  fois ,  C  =  o ,  E  =  o ,  les  deux  points 
d'intersection  sont  situés  l'un  et  l'autre  à  l'infini. 
Même  raisonnement  par  rapport  à  l'axe  des  y. 
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Ces  principes  généraux  étant  établis,  passons  à  des  applica- 
tions particulières. 

Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  dans  toutes  ces 
applications,  les  axes  rectangulaires;  mais  les  constructions 
seraient  analogues  dans  le  cas  d'axes  obliques. 

Premièbe  classe.  Courbes  limitées  dans  tous  lis  sens 

ou  Ellipses. 

36a.  Soit,  pour  premier  exemple ,  l'équation 

jf*— - a*y  +  3ar*+ay —  4jr~3  =  o,...  (i) 
ou  ordonnant  par  rapport  à  y, 

y —  a(x  —  i)  y  =  —  3x*-J-  4*  +  3; 
on  en  déduit   y  =  x — i  ±  ^  — -aa?ft+ax-J-4*  •  •  (2) 

Égalant  à  o  le  trinôme  sous  le  radical,  on  obtient 

,.  ,  i   .    i    J         i  dt  3 

jc* — je  — a  =  o,    d'où    x  =  -3:  -  t/Q  =  — —  : 

'  a      a  v  ^  a 

ce  qui  donne  a:  =  a ,  x=5  —  i  ;  et  la  valeur  de  ^  revient  à 


y  =  x — i  ±:  |/ — a(ar-f-i)(a? — a)...   (3) 

La  courbe  existe  donc  ;  mais  elle  est  limitée  par  les  droites 
LL',  MM'  (fig  198)  menées  parallèlement  à  Paie  des  y ,  à  des  Fig.198. 
distances  AG,  AH  respectivement  égales  à  —  1  et  +  a. 

Construction  du  diamètre,     .y'— x — 1.  \ 

Pour  ysjo,  on  Irpuve  x  =  1 5  et  pour  x  =  o,  y=  —  1. 

Donc  ce  diamètre  passe  par  les  poifits  C  et  B,  pour  lesquels 
AGssi,  ABs=-^-i. 

Les  points  I  et  Y  où  le  diamètre  rencontre  les  parallèles 
LL',MM',  appartiennent  aujssi  à  la  courbe,  qui  touche  d'ail- 
leurs lea  parallèles  en  ces  points,  puisque  pour  l'abscisse  de 
ckacun  de  ses  points,  les  deux  ordonnées  de  la  courbe  se  ré- 
duisent à  celle  du  diamètre. 

Soit  fait  successivement  x=o,  .7  =  0,  dans  l'équation  (1), 
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il  vient  j^+sy— -3eao;  d'où  y= — ï±:|/4>  ou  ^==st  y ys= — 3» 

£  2         1 

et  a;* — 51-  1  =0;  d'où  ar=5±x  l/i3. 


Les  deux  premiers  points  (x=o,  y=ai)  (x=o,  ^-     3), 

se  construisent  facilement,  en  prenant  sur  l'axe  des  y  y  des  dis- 

""  tances  À,D=i,  AD'= — 3,  et  les  points  D,  D'  appartiennent 

à  la  courbe. 

2       1 
Quant  aux  deux  autres  points  (y  =0,  a?  =  --f,sl/i3), 

2       1 
{y  =  oy  x  =  ^—  -\/j3),  ît  faut  évaluer  approximativement 

\/i3-9  on  trouve  |/i3  =  3}6  à  un  dixième  près;  ce  qui 
donne  x  =  1,8  et  j:  es=  —  o,5. 

Prenons  donc  sur  Taxe  des  x,  deux  parties  AE=  1,8, 
AE'  = —  o,5,  on  aura  E,E'pour  deux  nouveaux  points  de 
la  courbe. 

Comme  elle  doit  passer  par  les  six  points  D,lY,Ef]?,I,I', 
et  qu'elle  est  tangente  aux  deux  parallèles  LL' ,  MM' ,  on  peut 
la  regarder  comme  suffisamment  déterminée  de  forme  et  de 
position. 

Cependant,  si  l'on  résout  l'équation  (1)  par  rapport  à  x,  on 

obtient    x  —  ^w^  —  \  l/— -ay"  — ay  +13. 

Soit  FF*  le  nouveau  diamètre  correspondant  à  j/=  *  ,  j 
pour  avoir  les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens  des  y  ^  posons 

.    -»           «  !              1    .    1     / —     — idz5,2 
— 2y»— a,y+i3=o;  d'où  y=— 1-±-  K  *7= =*,i 

22  2 

et  —  3,i. 

En  portant  sur  Taxe  des  y,  deux  parties  A&  =  2,i  et 
AK*  =  —  3,i  puis  menant  par  les  points  K,  EL"  deux  paral- 
lèles KK'  et  K"K"  à  l'axe  des  x,  on  obtient  les  limites  deman- 
dées; les  points  F,  F'  où  ces  parallèles  rencontrent  le  second 
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diamètre  construit,  sont  d'ailleurs  les  deux  points  de  contact 
de  la  courbe  avec  ces  parallèles. 

Second  exemple ... .   y*+  %*y  +  3*1  —  4*  =  q.  . .   (i) 


On  déduit  de  cette  équation ,     y = — x  ±  V—  2*(*  —  2) . 

Le  diamètre  passe  par  l'origine  et  fait  avec  l'axe  des  x  un  - 
ailgle  de  i5o°j  on  l'obtient  en  prenant  AR=i   (Jig.  199),  etFig.199. 
élevant  une  perpendiculaire    RO  =*—  1 ,  puis   joignant   les 
points  À  et  O. 

Comme  x  =  o  et  x  =  2  anéantissent  le  radical,  il  s'ensuit 

que  la  courbe  rencontre  son  diamètre  au  point  A,  et  au  point  I 

correspondant  à  l'abscisse  AG  =  a.'  « 

Faisons  dans  l'équation  (1),  y  =  o,  puis  *  =  o;  il  vient 

A  *■»■.•■* 

i*«    3**— 4*==0>  d'où  *=°>  *  =  5>  a°«  ^*=o. 

Les  deux  valeurs  de  x  indiquent  que  la  courbe  passe  par 
l'origine  et  par  le  point  £  pour  lequel  on  a  ÀE  =  §. 

Quant  à  l'expression  ^*=o,  d'où  y  =  o3  y  =  o;  elle  in- 
dique que  l'axe  des  y  est  tangent  à  la  courbe  au  point  A;  ce 
qu'on  savait  déjà,  puisque  Aï  est  une  des  limites. 

Résolvons  l'équation  (1)  par  rapport  à  x;  on  en  déduit        ,' 

(y  — 2l 

Soit  Fï"  le  diamètre  correspondant  k  x*= £-_-i  • 

on  tire  de  jr*+  *y  —  2  =  0,  y  =s  —  1  r£  j/3,  c'est-à-dire, 
y  =  0,7  et  ^  sa  —  2,7  à  1*7»  dixième  près* 

Donc  si  l'on  prend  sur  AT,  AK  =  o,7,  AK"  = — 2,7, 
et  qu'on  mène  les  parallèles  KJL',  K/TL*,  les  points  F,  F'  ou  ces 
parallèles  rencontrent  le  second  diamètre,  sont  de  nouveaux 
points  de  la  courbe ,  qui  se  trouve  suffisamment  déterminée  de 
forme  et  de  position,  puisqu'elle  doit  passer  par  les  points 
A,  F,  E,  I,  F*,  et  qu'elle  est  tangente  aux. quatre  droites 
AT,  GI  et  KX' ,  KIT. 

*9 
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363.  Troisième  exemple. ...   y*  —  ary  -f-  a*0—  3s  -f-  2  =o. 
Celte  équation  donne 

y  =  x±  ]/  —  **+3*  —  7l  =  x±:^—  (*—  0(*  —  *)• 

Fîg.  aoo.  î^  diamètre  est  une  droite  AE  (./%-.  aoo)  passant  par  l'origine, 
et  faisant  un  angle  de  5o°  avec  l'axe  des  x\  les  limites  de  la 
courbe  sont  deux,  parallèles  à  Paxe  des  y ,  menées  aux  distances 
AG  =  i ,  AH  =  2  ;  et  la  courbe  est  tangente  à  ces  decut  paral- 
lèles, aux  points  D,  E. 

Les  hypothèses  ,y==o,  jr  =  o,  introduites  successivement 
dans  l'équation ,  donnent  *■•—  3*  •+■  a  œ  o ,  j^«+-  a  =  #,  équa- 
tions dont  les  racines  sont  imaginaires;  ce  qui  prouve  que  la 
courbe  ne  rencontre  pas  les  axes. 

Mous  pourrions,  comme  dans  les  deux  exemples  précédera, 
déterminer  les  deux  limites  dans  le  sens  -des  y\  mais  nous  allons 
avoir  recours  à  une  autre  construction,  qui  peut  s'appliquer 
a  toutes  les  courbes  de  la  première  classe. 

Cette  construction  est  fondée  sur  la  propriété  (  n°  29a)  qui 
consiste  en  ce  que,  si  Ton  forme  un  parallélogramme  sur  «11 
système  de  diamètres  conjugués,  la  courbe  est  tangente  aux 
quatre  côtés  de  ce  parallélogramme. 

D'après  cela,  puisque  DE  représente  un  diamètre  en  gran- 
deur et  en  direction  ,1e  point  O,  milieu  «le  DE,  est  le  centre 

AC   -t  ATI 
de  la  courbe.  Ce  point  a  pour  abscisse,  AI  ou , 

x'  +  xm 

c'est-à-dire, ,    *'  et  **  désignant  les  deux  racines  de 

a 

l'équation  x*  —  3*  ■+»  a  =  o ,  ou  du  trinôme  sous  le  radical 
égalé  à  o;  or,  en  vertu  d'une  propriété  des  équations  «du  se- 
cond degré,  on  a    *' -f-  *"  =  3,    coefficient  du  second  terme 

*'  +  **  3 

pris  en  signe  contraire;  donc ou  ÀI  =  -;    ce   qui 

est  d'ailleurs  évident,  puisque  l'on  a  déjà  pris  AG  =  i  et 
AH=a. 

D'un  autre  côté,  comme  DE  divise  en  deux  parties  égales 
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toutes  les  cordes  parallèles  à  AY,  il  s'ensuit  que  IO  repré- 
sente en  direction  le  diamètre  conjugué  de  DE;  donc ,  si  l'on 

fait    x  =  -,     dans  l'expression     |/—  x*  -+•  3*  —  a,  le  ré- 

2  * 

sultat  sera  la  valeur  du  demi-diamètre  conjugué. 
Cette  hypothèse  donne 

v     4  +  2     a-V4~     S- 

Ainsi,  en  prenant,  à  partir  du  point  N,  deux  parties 
ON  =  -    et    ON'  =  — I,    onobtierit    NN'=i,    pour  le 

2  2  • 

diamètre  conjugué  de  DE;  et  le  parallélogramme  LL'M'M 
construit  sur  ces  deux  lignes  est  tel ,  que  la  courbe  doit  être 
tangente  à  ses  côtés,  et  en  leurs  milieux  D,  E ,  N ,  N'. 

Cette  construction  est  propre  à  donner  une  idée  très  nette  de 
la  forme  et  de  l'étendue  de  la  courbe. 

Dans  les  figures  relatives  aux  deux  premiers  exemples,  nous 
ayons  tracé  ce  même  parallélogramme. 

Le  premier  exemple,  dont  le  radical  est  (n°  362) 

t/ — 2  (x* —  x  —  2), 

x'  4-  x"       1 
donne  pour  l'abscisse  du  centre, =  -= ÀR  {fig.  198).  Fig.198. 

et  pour  .la  valeur  correspondante  de  ON , 

ON==  y/—  ax—  2=|  !/a,     d'ou    NN'=3i/a. 

Le  second  exemple  dom\le  radical  est  {/—  2(xa—  ax) , 
donne  pour  l'abscisse  du  centre,  ' 

x'  4-  £  _ 


2  » 


et  pour  la  valeur  de  ON  (fig.  1 99) ,  Kg,  Igg. 

ON=  V/— a  .  —  1  =  1/2;    d'où    NN'  ==  2J/2. 

29.. 
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On  fait  usage.de  cette  construction,  pour  éviter  la  détermi- 
nation des  deux  limites  dans  le  sens  des  y,  et  principalement , 
dans  le  cas  on  la  courbe  ne  rencontre  pas  les  axes. 

Au  reste,  pour  obtenir  d'autres  points  de  la  courbe,  il  suffi- 
rait de  donner  à  x  des  valeurs  particulières,  et  de  construire 
les  valeurs  de  y  correspondantes. 

364*  Nous  proposerons  pour  exercices,  les  exemples  sui- 
vans  : 

i°.  ,y*  +  2J^y4"2X*"" *y  —  5x+i=o;  la  courbe  est 
une  ellipse  tangente  à  l'axe  des  y  qui  forme  alors  l'une  des  li- 
mites; 

a°,  4y* — " a xy  +  ** — 8ty  +  4x+4=°î  la  courbe  est 
une  ellipse  tangente  aux  deux  axes  coordonnés; 

3°.  4jA+2-r*-K4y —  4r  —  5r=o.  Si.  les  axes  sont  rec- 
tangulaires, la  courbe  est  une  ellipse,  dont  les  axes  principaux 
sont  parallèles  aux  axes  donnés,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  terme 
enxy; 

4°.  y*  +  x*  —  3^  -+-  ax  -f- 1  =3  o .  Dans  le  cas  d'axes  rec- 
tangulaires, cette  équation  appartient  à  un  cercle.  Mais  la  mé- 
thode précédente  de  discussion  ne  suffit  pas  pour  le  faire  recon- 
naître; il  faut  avoir  recours  à  ce  qui  a  été  dit  n°  1 77  ; 

5°.  y*  —  4*y  +  5xÉ  —  ay  -+•  5  =  o  ;  la  courbe  se  réduit 
à  un  point j  car  on  peut  (n°  358^  mettre  l'équation  sous  la 

forme  ty  —  ax  —  iJ^+C* — a)*  =  o;      • 

6°.  ^*  —  a*y  -f-a**— ajr-+-4— °î  '•  courbe  est  imagi- 
naire, car  l'équation  revient  a 

0"-*)'  +  (*-0*  +  3  =  o. 


r^ 
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Seconde  classe.  Courbes  illimitées  dans  un  seul  sens ,. 

ou  Paraboles. 

365.  Ptemier  exemple  : 

{Les  trois  premiers  termes    y%  —  fay  +  4*1  forment  (n°  35p,) 
un  carré  parfait ,  {y  —  2x)\] 

Cette  équation  revient  à  ' 

y*  —  2(2*  —  i)  j  =  —  4xm  +  *)x  +  i , 

et  donne ,  par  sa  résolution , 


a' 


Posant   y  =  ax — i',     on  trouve  pour-   ^f=co,     x=- 

et  pour  x  =  o ,     y  =  — »  i  j  donc  le  diamètre  est  représenté 

par  la  ligne  BC  (Jig.  201  ),  menée  par  les  points  B,  C,  pou*  Fif.901- 


1 


lesquels  on  a    AB  =  — »-i,     ÀC=~. 

Comme  l'hypothèse      3x  -f-  2  =  0,       d\>ït       x=  —  x, 

anéantit  le  radical  et  réduit  ainsi  les  deux  ordonnées  de  la 
courbe  à  celle  du  diamètre,  il  s'ensuit  que  la  droite  GG'  me- 

née  à  la  distance    AGs=  — r,  parallèlement  à  l'axe  des  y, 

est  la  limite  de  la  courbe  ;  et  le  point  D  où  cette  parallèle 
rencontre  le  diamètre,  est  celui  où  elle  est  tangente  à  la 
courbe,  qui  doit,  à  partir,  de  oe  point,  s'étendre  indéfiniment 
au-dessus  et  au-dessous  de  son  diamètre,  dans  le  sens  des  x 
positifs. 

Faisons  successivement  dans  l'équation  (i), 

yzz:o9     et     xso; 
il  en  résulte    4**  —  7X—  1  =  o ,  et  y*  •+•  %y  —  1  =0. 
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La  seconde,  qui  est  la  plus  simple,  donne 

y  =  —  i  ±:  i/aj 

or,  comme  on  a  déjà ,  sur  la  figure',  AB = —  i ,  il  suffit  évi- 
demment de  porter  sur  AT,  et  à  partir  du  point  B,  deux  dis- 
tances BK,  BK'  égales  à     \/i  ou  BH    (en  supposant.  ... 

AH  =  aAC  =  i);  et  les  points  K,  K'  appartiennent  à  la 
courbe. 

Quant  à  la  première,  on  trouve 

7  ±:  1/65     ,  i5  ^       i    ,     ,  v 

x*=r — g — -  =s  -g-  et  —  g,  a  très  peu  près. 

Prenant  dono    AI  =  i  +  g    et    AI'  =  «*-  g, 

on  obtient  1,1'  pour  deux  nouveaux  points  de  la  courbe,  qui 
se  trouve  suffisamment  déterminée  de  forme  et  de  position , 
puisqu'elle  passe  par  les  cinq  points  K,  I',  D,  K',  I,  et  qu'elle 
doit  être  tangente  à  GG'. 

Mais  rien  n'empêche  d'obtenir  de  nouveaux  points,  en  don* 
nant  a  x  des  valeurs  particulières ,  et  construisant  les  valeurs 
correspondantes  dey. 

On  peut  également  construire  la  limite  dans  le  sens  de  Taxe 
des  y,  en  résolvant  l'équation  par  rapport  à  x. 

Second  exemple.: 

y*  —  axy  +  x*  —  %y  +  x  -f-  4  =  o. 
Cette  équation  donne 

y  =  x  +  a  ±:  |/3x. 

fig.309.  Le  diamètre  passe  par  les  points  B,  C  (fig.  aoa),  pour  les-1 
quels  on  a  AB  =  a,  AC  =  —  a,  et  fait  avec  Taxe  des  x, 
un  angle  de  5o°. 

De  plus,  comme  l'hypothèse    x  =a  o ,    anéantit  le  radical , 
il  s'ensuit  que  l'axe  des  y  est  la  limite  de  la  courbe  et  lui  est 
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tangente  an  point  B.  Cest  d'ailleurs  ce  qu'on  reconnaît  en 
faisant    x  =  o     dans  l'équation  ;  on  trouve  en  effet 

y*  —  4y  +  4  =  °>   w  (y  —  a>*  =  °» 

d'où  jr  =  a,    jp  =  a. 

Soit  fait    y  =  or  dans  la  même  équation;  il  vient 

dont  les  racines  sont  évidemment  imagiqaires  ;  ce  qui  prouve 
que  la  courbe  ne  rencontre  pas  l'axe  des  x. 

Pour  obtenir  de  nouveaux  points,  faisons  xs=AP=  t; 
il  en  résulte  y=&3  db  [/3-9  donc,  si  Pon  porte  sur  la  ligne 
PQ,  et  à  partir  du  point  Q^  deux  distances  QM,  Qm.  égales 
à  \/S  ou  i,7,  les  deux  points  M,  m  appartiendront  à  la 
courbe. 

Soient  encore    x  =  3;     il  vient     y  =  5  rfc  y/9 =5  ±  3, 

Ainsi ,  en  prenant  AP'  =  3  et  portant  sur  P'Q',  à  partir  du 

point  Q',  deux  distances  Q'M',   QV    égales  à  3,  on  aura 

, deux  nouveaux  points  M',  m.  La  courbe  est  ainsi  suffisamment 

déterminée. 

366.  On  observera  toutefois  que  comme,  «Paprès  la  discus- 
sion ,  les  deux  lignes  BE ,  BT  forment  un  système  (Taxes  con- 
jugués j  si  l'on  connaissait  le  paramètre  à  ce  système,  la 
courbe  pourrait  être  construite  par  le  procédé  dpi  n°  34o. 

Or,  en  désignant  par  np'  ce  paramètre ,  on  a     ipz=z  — ^ , 

BQ 

.  MQ  et  BQ  étant  les  coordonnées  du  point  M  rapportées  à  ce 

système  ;  mais  on  vient  de  trouver  pour  AP  =  1 ,  MQ  =  y  3  ; 

d'ailleurs,  le  triangle  rectangle  BHQ  donne, 

BH  ou  AP  =  BQ.cos  QBH, 

ou ,  comme*  tang QBH  =  1 ,     d'où    cos  QBH  =  -y- , 
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Ainsi,    BQ  =  AP  .   |/a  =  {/*;    donc  enfin, 

/  3  3      . 

r  y%         2   r 

La  même  observation  est  applicable  à  toutes  les  courbes  de 
la  seconde  classe. 

367.  Nous  proposerons  les  exercices  suivons  : 

i°.  y*  +  %xy  +  x*  —  6y  +9=  o ;  la  courbe  est  une  para- 
bole qui  a  pour  limite  l'axe  des  yf  et  qui  s'étend  indéfiniment 
dans  le  sens  des  x  négatifs; 

a°.  J'*—  3y  +  5jc  —  a  =  o  ;  la  eourbe  est  une  parabole  rap- 
portée à  un  système  d'axés  parallèles  à  ses  deux  axes  princi- 
paux* et  elle  s'étend  indéfiniment  dans  le  sens  des  x  négatifs  ; 

3°.  (yt  +  6ry  +  ox*  —  zy  —  6r-—  i5s=o~,  là  courbe  se 
réduit  à  un  système  de  deux  droites  parallèles,  car  l'équation 
peut  (n°  358)  être  transformée  ainsi 

(y  +  3*  4-  3)  (y  +  3*  —  5)  =  o; 

4°.  ,y*— £xy  +  4e*  "f"2^  —  4,r  "f"  4  =  °  >  on  a  un  système 
de  deux  droites  'imaginaires;  car  l'équation  revient  à 

(  y  —  a*  +  0*  +  3 i  —  9  > 

5°*  ,y*  —  a#y  +  *'+  6^ — 6a?  +  9  ;  le  lieu  géométrique  est 
une  seule  ligne  droite,  car  l'équation  se  change  en 

•     O  —  x  +  3)*  ==  o. 

Troisième  classe.    Courbes  illimitées  dans  tous  les 

sens,  ou  hyperboles. 

Premier  exemple, 

368.  Soit  l'équation. 

y*+zxy—  2*a—  4j  —  *+*o  =  o...  (i); 
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on  en  déduit    y  »  —  *  +  a  ±:  1/3** — 3*  — 6, 
ou ,  décomposant  le  trinôme  sous  le  radical , 

f  =  —  *  +  a:fcl/3(*+i)(*  —  a). 

Construisons  d'abord  le  diamètre  BG  (fig.  2o3)  correspondant  Fig.ao&, 

à  l'équation •  •  •  •  j/  =  —  *  +  2j 

les  parallèles  CC ,  GG'  à  Paxc  des  .y,  menées  aux  distances 
ÀC  =  a,  ÀG=—  i,  sont  tangentes  à  la  courbe,  aux  points 
C,  E;  de  plus,  elles  sont  telles  que  la  courbe  n'a  aucun  point 
situé  entre  ces  droites,  mais  elle  s'étend  indéfiniment  à  droite 
et  à  gauche* 
En  faisant  successivement  y=-o,  x=o,  dans  l'équation  (i), 

on  trouve    aj^-f»*—  io  =  o,    don    *=  a,  *==—-, 

puis    y*  —  4y  +  10  =  °>    valeurs  imaginaires; 

ce  qui  prouve  que  la  courbe  ne  rencontre  pas  l'axe  des  y,  mais 

qu'elle  passe  par  deux  points  C ,  D  de  l'axe  des  x ,  pour  lesquels 

5 
on  a  AG  =  2.  ÀD  = . 

4. 

On  obtiendrait  de  nouveaux  points  en  substituant  à  la  place 
de  x  les  valeurs  particulières  *  =  3,4>"  et  x  =  — 3,  —  4>--> 
mais  ce  qui  précède  suffit  pour  donner  une  idée  assez  exacte 
de  la  position  de  la  courbe  par  rapport  aux  axes. 

Second  exemple. 
Soit  l'équation    ,?*— - 2*7—  3**— oy  +  7*  —  i==o  ;..  .(1) 

on  en  tire         y  =  x-{-  1  db  1/4*'— 5*+ a. 

Le  trinôme  sous  le  radical,  égalé  à  o,  donne  lieu  à  des  va- 
leurs imaginaires  ;  ce  qui  prouve  que  la  courbe  ne  rencontre 
pas  le  diamètre  qui  a  pour  équation , . . .  ,/=  *  +  1 , . . .  et 
est  d'ailleurs  représenté  par  la  droite  CB  (fig.  204).  Fi*  ao^ 


/ 

4 


458  M&ruoDS  g£n£ralb 

Les  hypothèses  jr  =  o  et  *=  o  donnent  d'ailleurs 

t 

3*t-?-74P+ 1=0,  d*ou  **=-£-  et  *=SSR»  *  P®11  V*^*'* 
puis  y%m-*y  —  i  s=o,    d'où   jf  =  i  ±  |/a. 

Prenant  donc  sur  Paie  des  x,  AD' =2  77,  AD  =  g,  et  sur 

Taxe  des  ^,  BE  =  |/a,  BF  =  —  \/a h  d'où  AE=  1  +  V% 
■ÂFsp  1  —  |/a>  on  obtient  quatre  points  D',  D,  E,  F  par 
lesquels  la  courbe  doit  passer. 

On  aurait  de  nouveaux  points  en  attribuant  a  a?  de  nouvelles 
valeurs ,  tant  dans  le  sens  positif  que  dans  le  sens  négatif,  puis 
construisant  les  valeurs  correspondantes  de  y.  Mais  l'analyse  , 
suivante  fournira  des  élémens  propres  a-  fixer  -d'une  manière 
plus  complète  la  forme  et  la  position  de  la  courbe ,  dans  le* 
exemples  qui  viennent  d'être  traités. 

369.  Méthode  générale  pour  déterminer  les  asymptotes. 

Lorsque,  par  la  séparation  des  variables ,  dans  une  équation, 
l'on  a  reconnu  que  la  courbe  a  des  branchée  infinies  *  une  des 
questions  les  plus  importantes  à  résoudre,  consiste  à  rechercher 
les  asymptotes  rectilignes  ou  curvilignes  (n°  a64)  que  ces  bran- 
ches peuvent  avoir. 

Reprenons  l'équation  générale  du  second  degré ,  résolue  par 
rapport  a  la  variable  y ,  savoir  : 

y  =  _  (JHHD) ± _L  y/nu?  +  aj„  +  ~p .;.  (l) 

[m y  ri,  p   désignant  les    quantités    Ba— 4^»    BD«-aAE,. 
D*  -^  4AF;  voyez  n°  356]. 

Le  trinôme  nuf-^znx+p  peut' être  transformé  ainsi: 

<*+%■+£)  «  »[(«-0"+£-£l- 

Dans  l'hyperbole,  m  ou  B* — 4  AG  est  essentiellement  positifs 


mais  h  quantité  £  —  ~  peut  être  iiuJifiÊremmeot  positive 
ou  négative.  Elle  n*  saurait  être  ou&;  car  fi  Ion  avait 

m       isj*         » 

»»*a  +  2/20?  +p  serait  un  carré  parfait,  et  la  courbe  se  ré* 
duiraît  (n°  358)  à  nn  système  de  deux  droites  ;  faisons  donc 

P        *>*      ^  ~ 

*-  —  —  ==-*-  K». 

m      m*      ^*> 

«  * 

le  trinôme  revient  encore  à 


m 


et  l'équation  (1)  se  change  en  celle-ci  : 

y: 0to+D)y(*+s)t/*t/-7 — F~      #% 

7  2A      -  al V,±:7 ^v'"  •  (») 

C*  +  *. 
Or ,  jq  dis  que  si  l'on  pose 


;; 


(.+£)•= 

les  deux  droites  représentées  par  l'équation  (3)  sont  asymptote* 
h  la  courbe. 

En  effet,  remarquons  d'abord  que  le<  valeurs  de  v  et  de  y 
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ont  une  partie  commune,  — — — 1  4U*  n,est  autre  cnoJte 

que  l'ordonnée  du  diamètre.  Ainsi ,  pour  démontrer  que  les 
branches  de  la  courbe  se  rapprochent  sans  cesse  et  autant  que 
Ton  veut  de  ces  deux  droites,  il  suffit  de  faire  voir  que  la  diffé- 
rence des  deux  parties  non  communes  diminue  de  plus  en  plus 
à  mesure  que  x  augmente,  à  partir  d'une  certaine  valeur,  et 
qu'elle  devient  nulle  quand  x  est  infini. 
Pour  le  prouver ,  soit 


il  en  résulte 


w*  —  tt.a=n=: 


4A"' 
d'où 


Or  il  est  évident  qae  plus  x  augmente  (  à  partir  de 
x  ' ~,  valeur  qui  donne  x  -( =tt  o),plus  les  valeurs  de 

m  w,  augmentent  aussi;  elles  deviennent  même  infinies  lors- 
qu'on suppose  a;  =  oo.  Donc,  dans  les  mêmes  circonstances, 
leur  différence  diminue  sans  cesse  et  finit  par  devenir  nulle. 

Les  deux  droites  que  représente  l'équation  (3)  jouissent  donc 
de  la  propriété  caractéristique  des  asymptotes. 

N.  S.  On  peut  observer,  pour  la  pratique,  que  l'équation 
(3)  se  déduit  immédiatement  de  l'ftjuation  (i)  en  extrayant  la 
racine  carrée  du  trinôme 
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nu^  +  aïup-f-p  on  m(**-f- —  *+t-] 

\  m  m/ 

et  ne  tenant  compte  que  des  deux  premiers  termes  de  la  racine. 

370..  Construction  des  asymptotes.  Il  nous  reste  encore  à 
fixer  la  position  de  ces  droites  par  rapport  aux  axes. 

Pour  cela ,  reprenons  l'équation  (3) ,  en  y  remplaçant  m  et  7? 
par  leurs  valeurs  ;  il  Tient 


_      (Bx+D)  ^  j/B'  —  4AC/        aAE  —  BD\ 
y%~  aA     ~"  2Â        V*       B«  —  4AC>/' 

Or  si  l'on  compare  cette  équation  avec  celle  du  diamètre, 

(B*+D) 


aA 


on  reconnaît  que  les  asymptotes  se  coupent  sur  le  diçmètre, 
en  un  point  pour  lequel  on  a 

2AE  —  BD  ,,  ,  aAE  —  BD 

*~  ~B^4ÂC  =  °'    doù*  =  B--4AC" 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  du  diamètre,  on  trouve, 

*     ♦    -aa     r      e>        <      aCD  —  BE 
toute  réduction  faite,  y  =  ■=? nvr» 

j  B — 4AG 

Nous  verrons  bientôt  que  ces  valeurs  ne  sont  autre  chose  que 
les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe,  par  lequel  on  sait  déjà 
(n°  264)  que  les  asymptotes  de  l'hyperbole  doivent  passer. 

Le  point  commun  aux  deux  asymptotes  étant  déterminé ,  il 
suffit  de  mener  par  ce  point  deux  droites  faisant  avec  l'axe 
des  «des  angles  qui  (dans  le  cas  d'axes  rectangulaires)  aient 
pour  tangentes, 


flrr-B+V/B'-4AC      ^^-B-j/B»-4AC. 


2  A  ^  aA 
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construction  qui  peut  se  faire  aisément  dans  chaque  cas  parti- 
culier. 
Soit  repris  le  premier  exemple  du  n°  368 , 

y  =5  —  x  +  a  rfc  i/3x*  —  3a;  —  6. 

La  racine  carrée  de  3(a^  —  a?  —  a)  étant (jc—  -j  |/^  >  on 
obtient  pour  Péquation  des  deux  asymptotes, 

^sr:  — X  +  2dt/x J|/3. 

Si  l'on  pose    a? =  °>     il  en  résulte    xa-, 

3 
d'où ,  substituant  dans  yz=z  —  a:  ■+■  a ,     j/  s=  r . 

Fig.îo3.  Ces  râleurs  sont  les  coordonnées  du  point  O  (/Sg>.  2o3)  par 
lequel  les  asymptotes  doivent  passer.  % 

Après  avoir  mené  par  ce  point  une  parallèle  à  AX  et  pris 
sur  cette  parallèle ,  OR  =  i ,  on  élève  du  point  R  une  perpen- 
diculaire à  AX ,  sur  laquelle  on  porte,  a  partir  du  point  I  (pour 
lequel  RI  =  OR  =  i)  ,  deux  distances  IS ,  IS'  égales  à  |/3  ;  et 
les  deux  points  S ,  S'  appartiennent  aux  asymptotes ,  car  on  a 

RS  =  —  i  +  i/3,      RS'  =  —  i  —  v/3. 

Donc    OS  ,  OS'  ou  LU,  *KR.'  sont  les  asymptotes  cherchées. 

La  construction  serait  la  même,  si  les  axes  étaient  obliques; 
seulement ,  les  valeurs  de  a  et  de  a'  n'exprimeraient  plus  des 
tangentes,  mais  des  rapports  de  sinus. 

On  a  représenté  également  dans  la  figure  ao4,  les  deux 
asymptotes  de  la  courbe  relative  au  second  exemple. 

Le  trinôme  $x* — 5x ■+•  a    ou    4(x*  "~  7  x  *+* -jdonnant 

zÇx  —  -  j  pour  les  deux  premiers  termes  de  la  ratine  carrée» 

(5K 
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ce  qui  donne 

5  i3 


iw.    x 


jf,  =■-«-;    a°.   a  =  3,     d 


8'     JX  -  8 


quantités  faciles  à  construire. 

N.  B.  On  s'est  dispensé  de  reproduire  ici  les  raisonnemens 
qui  serrent  à  prouver  que  les  droites  ainsi  obtenues  sont  asymp- 
totes ;  mais  les  élèves  feront  bien  de  les  répéter  pour  chaque 
exemple. 

371.  La  théorie  des  asymptotes  comprend  deux  cas  assez 
remarquables. 

Le  premier  est  celui  où  Vun  des  carrée  des  variables  manque 
dans  F  équation* 

Soit  l'équation    ky*  +  Bxy  +  Py  +  Ex  +  F  =  o, 

privée  du  terme  en  x*.  On  en  déduit 

y  —  —  2—5  ±  i- t/B'*»+2 (BD-  a AE)  *  +D*— 4AF  ; 

d'où,  extrayant  la  racine  carrée  et  ne  tenant  compte  que  des 
deux  premiers  termes  de  la  racine, 

_     .   BD— 2ÀE 

Vi        -  ■■■■  ■        ■      — »       1  ■ 

ou  séparant  les  deux  valeurs  et  réduisant, 

"     _       E  _      B  AE  —  BD 

y* -g,    y*— jH       £g — • 

Le  premier  de  ces  deux  résultats  indique  que  l'une  des  asymp- 
totes est  parallèle  à  l'axe  des  x. 

Pour  l'équation    Bxy  +  G**  +  Dy  +  Ew  +  F  =  o, 
on  trouverait,  en  la  résolvant  par  rapport  à  x, 
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d'où  ,  extrayant  la  racine  carrée  et  ne  tenant  compte  que  des 
deux  premiers  termes  de  la  racine, 

BE  — 2CD 

*' 5c~ _         2C  » 

•  i           •.                  D     ^                 B       ,  CD  — BE 
ce  qui  donnerait     *  =s  —  -g     et     *  =  —  p  y  H =^ — 

pour  les  équations  des  deux  asymptotes. 

Ainsi,  F  une  d'elles  est  parallèle  à  Vaxe  des  y. 
Les  raisonnemens  du  n°  369  sont  d'ailleurs  applicables  à  ces 
deux  circonstances* 

37a.  Le  second  cas  est  celui  où  V  équation  est  privée  des 
deux  carrés. 

Dans  ce  cas,  on  a  recours  à  une  autre  méthode  pour  déter- 
miner les  asymptotes. 

Soit  l'équation  Bxy  -f-  Ify  +  E*  +  F  csr  o  ;  si  on  la  résout 
d'abord  par  rapport  a  y>  on  trouve 

—  _  E*  +'F 
y  ~        Bx  +  D  ; 

ou  effectuant  la  division  de     E*  H-  F  par  S« «f-  D, 

__        E         DE  —  BF 
y  ~        B  +  B(B*  +  D)' 

Posons  y,  =s  —  ~. 

Je  dis  que  cette  dernière  équation,  dont  le  lieu  géométrique 
est  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  *,  représente  une  asymp- 
tote à  la  courbe. 

En  effet,  prenons  la  différence  entre  l'ordonnée  y  de  la 
courbe  et  l'ordonnée  yx  de  cette  droite;  il  vient 

—        —   DE  —  BF 
9       y\  —  B(8*  +  D)' 
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Or,  il  est  évident  que  plus  x  augmente  (à  partir  Je  x  =  — •  -=r  , 

qui  donne  Bx  +  D  =  o),  plus  cette  différence  diminue. 
Elle  peut  même  devenir  aussi  petite  que  l'on  veut ,  et  se  ré- 
duit à  o  lorsqu'on  suppose  *=  oo,  c'est-à-dire  que  l'or- 
donnée de  la  courbe  et  l'ordonnée  de  la  droite  deviennent  alors 

E 
égales.  Donc  la  droite    y x  =  —  «    est  telle  que  la  courbe  s'en 

rapproche  sans  cesse  et  autant  que  l'on  veut ,  sans  pouvoir  ce- 
pendant jamais  l'atteindre  autre  part  qu'à  l'infini.  Donc  elle  est 
asymptote. 

En  résolvant  l'équation  par  rapport  à  * ,  on  obtient 

"-1    JPH-F) D         DE-BF  , 

By+E-       B^BCB^  +  E)' 

et  si  Ton  pose  *,=•—•—, 

on  prouvera ,  comme  précédemment,  que  cette  dernière  équa- 
tion, dont  le  lieu  est  une  parallèle  à  l'axe  des  y,  représente  une 

DE  — —  BF 
seconde  asymptote  ;  car  la  différence  x — xt  étant  =-7= — ■-— , 

B(By-|-E)' 

E 
diminue  à  mesure  que  y  augmente,  à  partir  de  ^=— -, 

et  peut  même  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée. 

Ainsi    ^y,  =  —  = ,     *,  =  —  —    sont  les  équations  de  deux 
asymptotes  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

Bxy  +  Dy  +  E*  +  F  =  o. 

Ces  droites  étant  d'abord  fixées  de  position ,  il  faut ,  pour 
tracer  la  courbe,  donner  à  x  des  valeurs  particulières  et  cons- 
truire les  valeurs  correspondantes  de  y,  tirées  de  l'équation  de 
la  courbe.  II  suffit  même  d'un  seul  point ,  puisque  (n°  3*7),  con- 
naissant un  point  de  la  courbe  et  les  asymptotes ,  elle  peut  être 
facilement  construite* 

Soit,  pour  exemple ,  l'équation    *y  —  ay  +  *  —  t  =  o . 
[Nous  supposerons  la  courbe  rapportée  à  des  axes  qoelcon- 

3o 
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Fig.y&qués    AX,  AT  (Jig.  2o5);   autrement,   l'hyperbole    serait 
équilatère  ]. 


Cette  équation  donne    y 


«=£±1»-.- 


i 


*  —  a' 


2V  •4™  I  I 

et  résolue  par  rapport  à  *,    jt=  ^  .       =s  a  —  — i — . 

Donc  y  =  — •  i ,  x  =  a ,  sont  les  équations  des  deux  asymp- 
totes qui,  sur  la  figure,  sont  représentées  par  les  droites  HH'r 
LL'. 

Soit  fait  dans  l'équation  proposée  y  fc=  o  \  il  en  résulte  . . . . 
x  =  i  ;  c'est-à-dire  que  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  au 
point  D  pour  lequel  on  a  AD  =  i.  On  a  de  même ,  pour  *  =  o , 

y  = •  Ainsi  la  courbe  passe  par  le  point  G,  tel  qu'on  a 

AG  =  —  -,  et  peut  être  tracée  d'après  la  méthode  du  n*  327. 

373.  Autre  moyen  de  déterminer  4es  asymptotes  dans  le» 
cas  particuliers  qui  précèdent. 
Il  est  remarquable  que  l'équatiou 

E        DE  — BF 

•r—       B  +  B  (fi*+D)  ' 

qui  donne  la  première  asymptote,  peut  également  faire  cou* 
naître  la  seconde  :  il  suffit  pour  cela  d'égaler  a  o  le  dénomina- 
teur de  la  seconde  partie  de  y.  Car  en  posant  B#4-D=sof 

D 

on  trouve  ar=—  — . 

Cette  valeur  de  x  portée  dans  l'équation  de  la   courbe  f 

donner  =  po  ;  ce  qui  prouve  que  la  droite  *  =c  —  -  rencontre 

la  courbe  à  l'infini.  C'est  en  effet  Tune  des  propriétés  dont 
jouissent  les  asymptotes.  Mais  cela  ne  suffit  pas  pour  les  caracté- 
riser*, il  faut  encore ,  pour  qu'une  ligne  soit  reconnue  aeymp- 
totêj  que  la  courbe  puisse  s'en  approcher  sans  cesse  et  autant 
que  l'on  veut. 

Alla  de  faire  ressortir  ce  second  caractère,  nous  désignerons y 
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pour  plus  de  simplicité , 

E            ,        D                   DE  — BF 
—  B  V**y>  —  g  par  x  et ^ —  par  m\ 

l'équation  de  la  courbe  prend  alors  la  forme 

Cela  posé,  je  dis  que  la  droite  x—x   est  telle  que  la  courbe 
s'en  rapproche  sans  cesse  et  autant  que  l'on  veut. 

Car  si  l'on  pose  x  •=*  xf  z*z  &  y  fr  étant  une  quantité  très 
petite,  l'équation  (i)  devient 

Comme  y  et  m  sont  des  quantités  finies  et  déterminées,  on 
voit  que  plus /*  sera  petit,  plus  «y  sera  grand,  plus  par  consé- 
quent les  ordonnées  des  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec 
les  droites  (x  =  x9  ±:  J)  qui  avoisinent  la  droite  x  =  j/>  seront 
grandes. 

Celle-ci 'qui,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  rencontre  la 
courbe  à  l'infini,  est  doue  telle  en  même  temps,  que  toutes  les 
droites  qui  lui  sont  parallèles  rencontrent  la  courbe  en  des 
points  d'autant  plus  éloignés  de  l'axe  des  x  que  ces  droites  sont 
plus  voisines  de  la  droite  x  =  x'>  Done  la  courbe  se  rapproche 
sans  cesse  de  cette  droite j  et  autant  que  Von  veut,  sans  pouvoir 
cependant  la  rencontrer. 

Ce  moyen  est  applicable  même  au  cas  ou  l'équation  du  se- 
cond degré  est  de  la  forme 

Aya  +  Bxy  +  Dy  +  Ex  +  F  s  o,)  ,y,  „     % 

ou  11*,.+  (2  +  1&  +  E*-+.F  =  0.}(^"n° 37"-> 

Considérons  en  effet  la  première  et  résolvons-la  par  rapport 

à  xj  il  vient 

_{^+Dy+F) 

x—  Bjf  +  E       * 

0*1,  si  l'on  effectue  la  division  en  partie, 

3o.. 


à 
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_       A  BD  — AE      B»F  —  BDE+AE' 

x  —  ~~By+        B*        +       B»(By+E) 

Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n°  3^2,  on  prou- 
Ter  ait  facilement  que  l'équation 

__  A  BD— AE 

*~        By+         B* 

représente  une  première  asymptote. 

«ii   ji             ***                  B       ,  AE  — BD 
Elle  donne  en  effet     y  =  —  "Txn To — > 

équation  qui  n'est  autre  chose  que  l'une  <^e  celles  auxquelles  on 
est  parvenu  n°  371. 

Je  dis  en  outre  que ,  si  l'on  pose  By  -f-  E  =  o ,  ce  qui  donne 

E 

on  a  ainsi  la  seconde  asymptote. 
Car  soient,  pour  plus  de  simplicité, 

A_      BD  — AE_  E         ,    B«F— BDE-fAE»_ 

~""B— P'        B»       —  *»  —  B^'  B?  ~m' 

l'équation  de  la  courbe  prend  la  forme 

Gela  posé,  soit  d'abord  y=y';  il  en  résulte  x  =  oo;  ce  qui 

prouve  que  la  droite  y  =2 y  ou  y  =  —  -^  rencontre  la  courbe 

à  V  infini. 

D'ailleurs ,  si  Ton  pose  y  =y  ±  ^  (^  étant  une  quantité  très 

petite) ,  la  valeur  de  x  devient  x = py'  -f-  q  àz  îp  ±:  -j . 

Comme  les  quantités  p ,  q,m,y  sont  des  quantités  finies  et 

déterminées ,  on  voit  que  plus  ï  sera  petit ,  plus  la  valeur  de  -r 
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sera  grande,  plus  par  conséquent  les  abscisses  des  points  de 
rencontre  de  la  courbe  avec  les  parallèles  à  l'axe  des  x . . . . 
(jr  =y  ±z  f)  seront  grandes. 

Ainsi  la  droite  y=y  est  telle,  que  toutes  les  parallèles 
menées  au-dessus  ou  au-dessous  d'elle  rencontrent  la  courbe 
en  des  points  d'autant  plus  éloignés  de  l'axe  des  ^  qu'elles  sont 
plus  voisines  de  cette  droite. 

Donc  la  courbe  se  rapproche  sans  cesse  et  autant  que  l'on 
veut  de  la  droite  y  =  y'. 

Voici  de  nouveaux  exemples  relatifs  à  la  troisième  classe  de 
courbes. 

i°.  j*—  4^y  +  ax*  +  6y  — ç)r+  aso;  équation  d'une 
hyperbole  qui  ne  rencontre  pas  son  diamètre. 

2°.  .y*—  l^xy  +  4*  +  3  =  o;  équation  d'une  hyperbole  dont 
l'une  des  asymptotes  est  parallèle  à  l'axe  des  x.  {Voye%  n°*  3^i 
et  373.) 

3°.  ^•—  2xy— 2=0.  L'hyperbole  est  rapportée  a  son  centre 
comme  origine,  et  Tune  des  asymptotes  est  parallèle  à  l'axe 
des  x. 


4°.  ^— x*+x=o.  Si  les  axes  sont  rectangulaires,  l'hyper* 
bole  est  équilatère  et  rapportée  a  des  axes  parallèles  aux  axes^ 
principaux. 

5°.  zxy  —  x+  1=0.  La  courbe  est  rapportée  à  des  axes 

parallèles  aux  asymptotes.  (  Voyez  n°*  37a  et  3y3.) 

* 

6°-  y* — axy -J- ay  +  4*  — -  8  =:  o.  La  courbe  se  réduit  à 
un  système  de  deux  droites  qui  se  coupent  (n°  358). 

Ce  dernier  exemple  présente  une  circonstance  remarquable, 
lorsqu'on  résout  l'équation  par  rapport  à  x. 

n    4                               y*-Mv  — 8 
On  trouve  x  =  J- *— 7 — . 

*y— 4 

ou,  effectuant  la  division  conformément  à  la  méthode  indi- 
quée ci-dessus  pour  déterminer  les  asymptotes, 
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y 

X  =  'L  +  2. 

a 

D'où  il  semble  résulter  que  la  courbe  se  réduit  à  une  seule  ligne 
droite. 

Mais  observons  que ,  comme  la  division  s'est  faite  exactement, 
c'est  que  le  numérateur  de  la  valeur  de  x  peut  se  mettre  sous 

la  forme  r<-  +  a  }  (jty  —  4)  - 
Ainsi  la  valeur  de  x  revient  à 


(*  +  a)(»>-4) 


ajr  — 4 

d'où  9  chassant  le  dénominateur  et  transposant  > 


(v  —  4)(*—  \~  ^o, 


équation  qui  peut  être  satisfaite, 

soit  lorsqu'on  pose  *y  —  4  =  °>  d*ou  J" =  2  > 

soit  lorsqu'on  pose  x — 3-  —  2  =  0,  d'où  y  =  2x — 4* 

Ainsi  la  courbe  se  réduit  à  un  système  de  deux  droites,  et 
non  pas  à  une  seule  droite,  comme  on  Pavait  cru  d'abord- 

application  de  la  méthode  de  discussion  précédente  à  d'autres 

courbes, 

374*  La  méthode  exposée  précédemment  pour  la  discussion, 
des  équations  du  second  degré  peut  également  s'appliquer  à 
des  équations  d'un  degré  supérieur,  pourvu  que  l'on  puisse 
opérer  la  séparation  des  variables. 

Nous  nous  bornerons  à  une  seule  application,  qui  suffira 
pour  montrer  comment  il  faudrait  opérer  dans  tous  les  cas 
semblables. 

Soit  l'équation  y*  —  x*y + xxy — x3 + ay  -f-  7.x = o , . . .  (1  ) 
qui  est  du  troisième  degré,  mais  qu'on  peut  résoudre  par  rap«* 
port  à  y*  On  en  déduit 


y~ 
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X*  —  2JC  —  9  1      y i 


désignons  la  première  partie  de  cette  valeur  de  y  par  y 

(fîg.  ao6),  et  construisons  d'abord  le  lieu  géométrique  Fig.ao6. 

xa— ax  — a 

Cette  équation  revient  à  x*— ax  —  ay'—  a  =  o,  et  donne 

x  =  i  dbl/ay'-f-  3j  d'où  Pon  voit  que  le  lieu  géométrique  est 
une  parabole  qui  a  pour  diamètre,  ou  plutôt  pour  axe  prin- 
cipal^ la  ligne  EE'  menée  parallèlement  à  l'axe  des^y,  à  une  dis- 
tance ÀP  =  i  ;  la  limite  de  cette  courbe  est  d'ailleurs  DE  menée 
parallèlement  a  AX  par  le  point  D,  pour  lequel  on  a 

3 
a/+3s=:o,  ou  y  =  —  -  =  AD. 

En  faisant    y'  =  o ,     on  trouve 

x=i±^3+  ou  x  =  AQ,  etx:=AQ\ 
Soit  encore    x  s  o  ;    la  valeur  de  y  se  réduit  à 

ainsi  la  courbe  passe  encore  par  le  point  B,  pour  lequel  AB=—  i . 

x*™- •  ax-™  a 
La  parabole  correspondante  k  y'  ±i est   suf- 

ïisamment  déterminée ,  et  peut  être  représentée  par  la  courbe 
IŒQ'R'. 

Je  dis  maintenant  que  cette  parabole  doit  être  considérée 
comme  un  diamètre  de  la  courbe  cherchée. 

En  effet ,  pour  une  valeur  de  x  quelconque,  AP',  il  faut,  après 
avoir  construit  l'ordonnée  P/B'  correspondante  de  la  parabole , 
porter,  à  partir  du  point  B',  au-dessus  et  au-dessous  de  cette 

courbe ,  une  partie  égale  à  la  valeur  du  radical  -  |/x*  •+-  4-   On 
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voit  donc  que  la  ligne  RQEQ'R' passe  par  les  milieux  de  toutes  les 
/  cordes  de  la  courbe  cherchée j  qui  sont  parallèles  à  Vax*  des  y  ; 
donc  (n°  a58)  cette  ligne  est  un  diamètre. 

ActueUement ,  si  nous  observons  que  le  radical  |/**  +  4 

revient  à    **•  \f  i+  \j     on  peut  mettre  l'expression  (a) 
sous  la  forme 


x% —  ax  —  2 

y  = z 


*;"V'+i. 


et  si  Ton  applique  à  cette  équation  les  raisonnemens  qui 
ont  été  faits  n°  369,  on  prouvera  facilement  que  la  courbe 
cherchée  a  pour  asymptotes  le  système  des  lignes  repré- 
sentées par  l'équation 

-       xa  —  aa?  —  a  .  x* 

y"  — - «+» 

7  2  "a" 

.Cette  équation ,  considérée  successivement  avec  le  signe  su- 
périeur/ et  avec  le  signe  inférieur,  devient 

y*  =s:-af  —  x~~if    et    y=B  —  x — 1. 

La  seconde  de  ces  deux  -  ci  est  celle  d'une  ligne  droite  LL' 
passant  par  les  deux  points  B,  B",  pour  lesquels  ÀB=  — -  1  et 
ÀB*  =  —  i. 

Quant  à  la  première ,  on  en  déduit 

et,  en  la  construisant,  on  obtient  une  nouvelle  parabole  SIS' 
ayant  pour  axe  principal  II'  (ou  x  =  -},  et  pour  sommet  le 
point  I ,  qu'on  obtient  en  posant 

11  est  à   remarquer  que  les  deux  asymptotes  LL',  SIS' 
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ont  le  point  B  commun  et  se  touchent  en  ee  point  5  car  la 

partie  non  commune  de  leur  équation  étant  —  ,    si  Ton  pose 

xsso,     il  en  résulte    y  =  —  1. 

Ce  même  point  appartient  aussi ,  comme  on  l'a  vu  plus  haut , 
.au  diamètre  parabolique  RQEQ'Il'. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  quelques  points  de  la 
courbe  cherchée. 

Soit  d'abord  fait    ^«o    dans  l'équation  (1);  il  en  résulte 

—  tfS+axŒO,     ou    ^(jc4  — a)  =  o; 
d'où  x  =  o,   ,x  =  +\/af    x  —  -~ j/a; 

ainsi  la  courbe  passe  par  l'origine  À  et  par  les  points  G,  G', 
pour  lesquels  on  a  .  AG  =4/2 ,  AG'=  ~V/'a* 
Soit  encore    x  =5  o ,    on  trouve 

^g  +  a^==o,     d'où     ^  =  0,  ,y  = —  2; 

donc  la  courbe  passe  par  le  nouveau  point  H  pris  sur  l'axe  des 
y 9  k  une  distance  AH  =  —  2. 

Faisons  ensuite    x  =  1     dans  l'équation  (2);  ir  vient 

ce  qui  donne  les  nouveaux  points  E*,  E",  pour  lesquels  on  a 

AP=i,  PE  =  —  -,  EE*  =  ii/5,  EE"=  —  -^5. 
Posons  enfin    1  =  2  =  APr  \    on  trouve 

ta — '1  rfc-y'ao. 

Ces  deux  valeurs  construites  donnent  encore  les  points  K  et 
K'  pour  deux  points  de  la  courbe. 

Ije  lieu  géométrique  cherché  devant  passer  par  les  points 
K  ,  G ,  E",  A  >  puis  K',  E*,  H ,  G',  et  ayant  pour  asymptotes  la 
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parabole  SIS'  et  la  droite  LL',  est  nécessairement  représentée 
par  les  deux  lignes  indéfinies  KGE'AT",  G'HN'E*K\  .  ' 

N.  B.  Si  Pon  combine  l'équation  de  la  courbe  avec  l'équation 
y  =  —  x  —  a ,  qui  est  celle  d'une  droite  parallèle  à  l'asymp- 
tote LL'  et  menée  a  la  distance  A.H=— a,  on  trouve  pour  ré- 
sultat de  cette  combinaison,  x*  =s  o  et  ^  =  —  a  ;  ce  qui 
prouve  que  la  droite  HH'  est  tangente  à  la  courbe  au  point 
H.  Cela  justifie  la  forme  donnée  en  ce  point  à  la  branche 
G'HK'. 

On  trouverait  encore  que  l'équation 

x*y  +  axy  —  x*  +  y  =  o 

p.  „  représente  une  courbe,  telle  que  DEADf  (fig.  207),  passant 
par  l'origine,  et  tangente  en  ce  point  à  l'axe  des  x  ;  elle  a  d'ail- 
leurs pour  asymptotes ,  les  droites  a:  =  —  1  et  ^  =  1. 

Ceux  qui  désireraient  étendre  leurs  connaissances  sur  la 
discussion  des  courbes  de  degré  supérieur  au  second ,  peuvent 

1  consulter  Pouvrage  de  Gumeh  ,  ayant  pour  titre  :  Introduction 

à  F  Analyse  des  lignes  courbes. 

§  II.  Détermination  du  centre,  et  des  axes,  par  la 
transformation  des  coordonnées. 

3^5.  Nous  avons  vu  (n°  a5o  et  suivans)  qu'on  peut  toujours  > 
une  équation  du  second  degré  à  deux  -variables  étant  donnée, 
la  ramener  à  l'une  des  formes  My* -|-  Nx*  =  P,  y*  =  Qx, 
par  deux  transformations  de  coordonnées  ;  savoir ,  par  un 
changement  de  directions  d'axes ,  ensuite,  par  une  translation 
.  d'origine.  Noua  allons  reprendre  cette  question  avec  de  nou- 
veaux détails ,  en  renversant  toutefois  l'ordre  des  deux  trans- 
formations ,  parce  que  la  méthode  du  n*  a5o  a  l'inconvénient 
d'introduire  des  quantités  irrationnelles  dans  les  coefficiens  de 
x  et  de  y. 

L'équation  générale  des  courbes  du  second  degré  étant 

Àyft  +  Bxy  +  Cx'  +  Dy4-Ex  +  F==o,*..  (1) 
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remplaceras  xçty  par  les  formule*  x  =  x  -f-  a,  y&zy  +  b, 
et  propoàons  -  nous  de  déterminer  a,  b  àe  manière  à  faire  dis-' 
paraître  les  termes  du  premier  degré  en  a?  et  eay.  Il  vient,  par 
œtte  substitution , 

.  Af  +  Bxy  +  Ca^  +  (aAft  +  Ba  +  D)^  +  (2Ca-f-Bfc  +  E)x 
+  A&a  +  3ab  +  Ga*  +Vb+  Ea  +F  =  o.,.  .(a) 

Or,  puisqu'on  Tcut  que  cette  équation  ne  renferme  plus  les 
termes  linéaires  en  x  et  en  y  >  il  faut  que  l'on  ait 

2A&  + Ba-f  D  =  o,     2Ca-f-B6+E  =  o;....   (3) 

et  alors  l'équation  se  réduit  à  celle-ci  : 

Ay*  +  Bxy  +  Cx*  +  ¥'  =  o (4) 

Les  trois  premier*  coefficiens  A ,  B ,  C  sont  les  mêmes  que 
dans  la  proposée. 

Quant  à  F,  on  a  F,=  A6»  +  Boi-rfCaa4-D3+Ea  +  F; 

mais  on  peut  simplifier  cette  expression.  En  effet,  si  r*on  ajoute 
entre  elles  les  équations  (3) ,  après  avoir  multiplié  la  première 
par  b9  la  seconde  par  a,  on  trouve 

aA&*  -f  aBoi + 2C04  +  Db  +  Ea  =  0 , 
d'où  Ton  déduit    Ai*  -f  Bab  +  Ca*  =  _<D&^-Ec) 


V—  F  _i_  Di  +  Eg 


et  par  conséquent, . .  .  F^=  F  -f-  ■  ;..-.#  (5) 

c'est  sous  cette  forme  que  nous  rappellerons  plus  tard  la  valeur 
dé  F. 

Les  équations  (3)  donnent  d'ailleurs  pour  a,  b, 

_  2AE— BD         _  aCD  —  BE 
a~B*—  4AC*     "-&—  4AC,#"  W 

valeurs  qu'on  pourrait  reporter  dans  F';  mais  cela  est  inutile. 
Observons  actuellement  que  l'équation  (4)  restant  la  même» 
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lorsqu'on  y  change  x  et  'y  en  —  x  et  --y ,  est  telle,  que  si  x',y 
Fig.  20$.  représentent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M(j5g\  ao8) 
de  la  courbe  rapportée  au  nouveau  système  OX',  OTr,  auquel  cas 
cette  équation  est  satisfaite  par  af,  j/,,eHe  le  sera  aussi  par 
—  a?',  —y'.  Or,  il  est  évident  qne  les  deux  points  (a?',  j/), 
(  — a;',  — jf')  sont  en  ligne  droite  avec  la  nouvelle  origine 
O,  et  à  même  distance  de  ce  point.  • . 

D'où  Fou  voit  que  le  point  O  jouit  de  la  propriété  de  diviser 
en  deux  parties  égaies  toutes  les  cordes  de  la  courbe  qui  passent 
par  ce  point;  donc  (n°  a3o)  la  nouvelle  origine  est  le  centre  de 
la  courbe. 

Les  valeurs  de  a  et  de  b  sont  en  efiçt  celles  qu'on  a  obtenues 
(n°  370)  [pour  les  coordonnées  du  centre. 

Concluons  de  là  que  l'équation  Ay*  +  Bxy  +  Cx*  +  V—  o , 
est  la  forme  caractéristique  des  équations  de  toutes  les  courbes 
«lu  second  degré  qui  ont  un  centre,  lorsqu'on  y  suppose  trans- 
portée l'origine  des  coordonnées. 

Comme  l'hypothèse  B9— -  4^C  =  o  rend  les  expressions  (6) 
infinies,  il  s'ensuit  que  là. parabole  n*a  pas  de  centre*  ou  que 
son  centre  est  situé  à  l'infini.  En  d'autres  termes,  on  ne  peut, 
pour  la  parabole,  faire  disparaître  à  la  fois  les  deux  ternes 
linéaires  en  x  et  en  y. 

N,  B.  Lorsque,  par  cette  première  transformation  de  coor- 
données, on  trouve    F'=o,    ce  qui  ramène  l'équation  à 

Ay  +  Bry  +  Cxa  =  o, 

on  peut  conclure  que  la  courbe  se  réduit  à  son  centre,  ou  k  un 
système  de  deux  droites  qui  passent  par  le  centre. 

En  effet ,  cette  équation  donne 

y — ^±±1^=^; 

et  l'on  voit  que,  suivant  qu'on  aura     B*—  4AC  <  o  ou  >  o , 
l'équation  sera  vérifiée  par  le  système  unique  {y  =s  o ,  a;  =  o)  , 
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ou  bien ,  représentera  un  système  de  deux  droites  passant  par 
l'origine. 

Observons  encore  que  tontes  les  conséquences  précédentes 
sont  Traies,  quelle  que  soit  l'inclinaison  des  axes. 

376.  Admettons  que  la  courbe  soit  une  ellipse  ou  une  hy- 
perbole! auquel  cas  la  transformation  précédente  est  toujours 
possible ,  et  voyons  maintenant  comment  on  peut  faire  éva- 
nouir le  terme  en  xy  de  l'équation  (4)* 

.  Or 9  ce  calcul  a  déjà  été  exécuté  (n°  a5o)  sur  l'équation 
générale.  Substituons  dans  (4)  les  formules  (n°  220) 

x  =  x  cos «  —y  sin  «,     y  =  x sin »  +y  oos«, 

au  moyen  desquelles  on  passe  d'un  système  rectangulaire  à 
uu  autre  système  rectangulaire;  et  posons 

2  (A  —  C)  sin  «  cos  m  -+•  B  (cos*  «  —  sin*  #)  ==  a.  ♦ . .  (7) 

puis 

M  =5  A  cos*  «  —  B  sin  «  cos  *  +  C  sin*  «, 
N  —  A  sin*  *-f-Bsin*cos«-f-C  cos*«, 

l'équation  (4)  se  trouve  alors  ramenée  à  la  forme 

My*  +  Mr*  =  P. 

11  reste  encore  à  déterminer  l'angle  «  et  les  valeurs  corres- 
pondantes des  coefticiens  M  et  N.  Pour  cela ,  il  ne  s'agit  que  de 
reprendre  les  calculs  du  n9  a5i. 

On  déduit  d'abord  évidemment  de  l'équation  (7)  , 

« 

B 

dOU    COSM  = ,    81D2«=- 


\/k  —  C*+  B*  \/  À. — C  "+  B* 

D'un  autre  côté,  ajoutons  et  retranchons  successivement 


1 


47$  DKTJâWBUTtON   DV  CtWTftX  ET  SES  AXES 

les  valeurs  de  M  et  de  N  ;  il  vient  - 

M  +  N==A  +  C,    M—  N  =  (A  —  C)cos2*  — Bsina#j 
d'où,  substituant  pour  cos  2«,  sin  2*  leurs  valeurs, 
M  +  N  =  A  +  C, 


A  —  C  +  B»  /3r=r; • 

M  —  N  =  ^  =  gyA-  C  +  B». 

v/a-c  +  b» 

Donc  enfin 

2  2    ▼  ' 

Mais  avant  d'appliquer  les  formules  qui  précèdent  a  des 
exemples,  nous  devons  faire  une  remarque  sur  la  manière 
de  les  employer. 

L'angle  2«  étant  donné  par  la  formule  tang  2«  =  — , 

A—  C 

est  aigu  ou  obtus,  suivant  que  cette  tangente  est  positive  ou 

négative;  mais,  dans  les  deux  cas,  son  sinus  est  positif.  Or, 

on  a  trouvé 

B 

sin  2*  sa  — - 


ou  plutôt,  sin  2« 


yA-C  +  B' 
—  B 
=fc  y/a^"c  +  B* 


à  cause  du  double  signe  dont  un  radical  doit  toujours  être  af- 
fecté; et  pour  que  celte  expression  reste  positive,  il  faut  que 
le  radical  soit  pris  avec  le  signe  + ,  si  B  est  négatif,  et  avec 
•  le  signe  —,  lorsqu'au  contraire  B  est  positif. 

Les  valeurs  générale*  de  M  et  de  H  deviennent  donc 
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M=s  i  (A  +  C)  dz  l  \/Â~^~C  +  BS 

H  =  i  (A  +  C)  =p  I  v/Â~^C  +  B»} 

les  signes  supérieurs  correspondant  à  B  négatif*  et  les  signes 
inférieurs  à  B  positif. 

377.  Cela  posé  y  toîcî  le  tableau  des  formules  dont  il  faudra 
faire  usage ,  pour  toute  équation  particulière  représentant  une 
ellipse  ou  une  hyperbole,  si  l'on  veut  rapporter  la  courbe  à 
son  centre  et  à  ses  axes  : 

Equation  proposée, 

i°.  Évanouissement  des  termes  linéaires  1  par  une  translation 
d'origine, 

2AE  — BD      .      aCD  — BE      ^_p  ,   Di+Eg 
B»— 4AC*  B*—  4AC>     r~ r1  l • 

Équation  résultante ,    Àj*  +  Bxy  +  Gr*  +  F'  =  o. 

a°.  Évanouissement  du  terme  en  xy,  par  un  changement  de 
direction  d'axes, 

B 


«1  =  1^  +  0)^1^X1:0  +  8», 

N  =i(A  +  C)qrI  y/lZZc'+V, 

Equation  résultante,    M^*+Nx'=cP. 


P  =  —  F. 


t         -V 
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Applications  à  diffërens  exemples. 

i°.  y*  —  *xy  •+  3jd*  +  ay  —  4*  —  3  =  oj  c'est  le 
premier  exemple  traité  (n°  362)  par  la  séparation  des  va- 
riables. 

On  a 

Assi,  B  =  —  a,  Ca=  +  3,  D=2,  E  =  —  4,  F  =  — 3; 

ce  qui  donne ,  d'après  les  formules  du  tableau  précédent , 

a  =  -,     i?=— i    et    F'ss  —  §. 
2  •    2  a 

*ïg.*)8.      Soient    AC  =  -,  CO  =  — i;  OX',  OY'  {fig.  ao8)     re- 

présentent  les  nouveaux  axes  par  rapport  auxquels  l'équation 
est  de  la  forme  • 

y%  —  %xy  +  3x*  —  2  =  o. 

On  trouve  ensuite 

tang2«  =  — 1,  M  =  a-f-l/a,  N=a  — |/a,  P=  9 

(comme  B  est  ici  négatif*  on  a  pris  les  signes  supérieurs  dans 
les  expressions  de  M  et  W). 

Soit  menée  par  le  point  O  une  droite  OB  qui  forme  avec 
OX',  un  angle  ayant  pour  tangente  —  1;  divisons  l'angle 
BOX'  en  deux  parties  égale?  j  les  deux  lignes  OX*y  OY*  sont 
les  nouveaux  axes  par  rapport  auxquels  l'équation  est  enfin 
ramenée  à  la  forme 

(2  +  i/2)y  +  (a  —  l/a)x»=  9. 

Pour  comparer  cette  équation  a  celle-ci  : 

Ay+Bax*=A*B*, 
et  en  déduire  les  valeurs  des  demi-axes  A   et  B,  il  faut 


J 
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(n°  233)  la  multiplier  par 


ce  qui  donne 


9(2  +  1/  2)  9(a-\/a)  8i 

4         ^  +         4         ^—8' 


'.].' 


d'où  Ton  déduit 


ou,  calculant  ces  valeurs  ào,i  près, 

A  =  2,7     et    B=i,i. 

Connaissant  ces  demi-axes,  on  peut  aisément  construire  la 
courbe  dont  la  position,  par  rapport  aux  axes  primitifs,  doit 
être  semblable  à  celle  qui  est  indiquée  par  la  figure  198,  cor- 
respondante au  même  exemple  (u°  362). 

2.°.y*  +  *xy  —  2X*  —  4.7— x+ ,0=°;  c'est  le  premier 
exemple  de  la  troisième  classe  (n°  368). 

D  étant  ici  positif,  il  faudra  prendre  les  signes  inférieurs) 
dans  les  expressions  de  M  et  de  H. 

On  a 

A=i,  B=2,  C  =  —  2,  p  =  —  4,  E=5— t,  F=io; 
<To& 

1     *       3    —,       an  2*7 

«=^-f  ^= ->  r  = -^,     et    ^+2xy  — 2X»  +  -^  =  o. 

On  trouve  ensuite 

tang2*  =  --,  M  = j-X—  ,  N= ^~ 

et  P  = 4- 


4' 


3i 


i 
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ce  qui  donne  pour  nouvelle  transformée! 

-  a        *+       a        x  "-       4"' 

a        -*  2  4 

Cette  équation  représente  évidemment  une  hyperbole  rap- 
portée à  son  axe  non  transverse  comme  axe  des  xy  et  c'est  en 
effet  ce  qu'indique  la  figure  2o3,  qui  correspond  au  même 
exemple  traité  n°  368  par  la  séparation  des  variables. 

Pour  la  c&mparer  à  l'équation  By  —  A*jc*  =  A*B*  (n°  *4o) , 

il  faut  la  multiplier  par    ^^     ou  ^»  ce  qui  donne 

|(i/«3+i)y-  |(v/i3-  .)*»«  î£ 

et  par  conséquent, 

B*  =  \  (v/i3  +  i)  as:  5,i8,     d'où     B  ss  2,2  J 
o 

kk=  |  (l/i3  —  i)  ==  2,93,     d'où     A  =  1,7. 

Nous  engageons  les  commençons  a  appliquer  les  formules 
précédentes  aux  divers  exemples  de  la  première  et  de  la  troi- 
sième classe ,  qui  ont  été  traités  par  la  séparation  des  variables.    . 

378.  On  ne  peut  plus  suivre  la  même  marche,  dans  le  eas 
delà  parabole,  puisqu'on  obtient  pour  a,  b  des  valeurs  in- 
finies. Il  n'y  a  pas  d'autre  moyen  que  de  faire  évanouir  d'a- 
bord le  terme  en  xy ,  ce  q  ci,  comme  on  l'a  vu  (ti°  35i) ,  donne 
lieu  à  la  disparition  de  l'un  des  carrés,  ensuite  le  terme  en 
y  et  la  quantité  toute  connue,  ou  bien  le  terme  en  x  et  la 
quantité  toute  connue,  suivant -qu'on  trouve  le  coefficient  de 
x*  ou  de  y*  égal  à  o. 

Déterminons  les  formules  relatives  à  cette  double  transfor- 
mation de  coordonnées. 
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La  relation     B*  —  4AC  =  o,     pu     Ea  =7:  4AC  ,     réduit 


l'expression     zfc  y  A.—  C  +  B*    à 


dH/A*  — aAC  +  C*  +  4AC,     ou    ±(A  +  C); 

donc  les  valeurs  de  tang  aa ,  sin  ft« ,  eus  2«j  M,  N  ,  de- 
viennent    -       • 

tenfea*=-Â=c'  TO8a*=ï5^y  ,in2i=*5£c)' 

M  =  i(A+C)±i(A+C),  N  =  i  CA+Qqr  I(A  +  C)  ; 

c'est-à-dire 

M=?A+C,    Naso,     ou  bien,    Mao,    N  =  À  +  C, 

suivant  que  B  est  négatif  pu  positif;  car  la  remarque  dp 
n*  376 y  relative  au  signe  de  sin  2*,  est  applicable  au  cas  que 
nous  considérons  ;  et  comme  À  +  G  est  essentiellement  positif 

dans  la  parabole,  si  Pou  veut  que  sin  a*,  ou — -  , 

-?-    'A.   T"   tj  / 

soit  toujours  positif,  il  faut  que  A  +-C  soit  affecté  du  signe 
supérieur  lorsque  B  est  négatif  %  et  du  signe  inférieur  lorsque 
B  est  positif. 

On  a  d'ailleurs  trouvé  (n°  35o)  pour  les  ooefficiens  de  x  et 
de  y,  dans  l'équation  transformée, 


R  =  D  cos  a.  —  E  sin  a ,     S  ■   iD  sin  «  +  E cos *  . 
expressions  qui ,  à  cause  de 


y — - — .  *n*=y- 


—  cos  2* 
cos  «^  -  /  .     :--*./  , 


se  réduisent ,  lorsque  B  est  négatif ,  à 

_      Dy'A— El/Ç  '    Di^  +  EVA 

n= — ,     î>= -  -, 

t/f  +  C  l/.A  +  C 

et,  lorsque  B  est  positif,  à 

3i . . 
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l/A  +  C     '  ••  |/A  +  C     " 

Par  cette  première  transformation  ,  l'équation  devient 
Mf'+By+Sx+Fsxo,  ou  NjeH-R'j- +  S'a?-r-F==o. 

En  supposant  qu'elle  soit  ramenée  à  la  première  forme ,  il 
'faut,  pour  chasser  le  ternie  eu  y  et  la  quantité  toute  connue, 
remplacer  x ,  y  par  x  -+-  a ,  y  +  l  ;  et  si  l'on  pose 

aMè+R^o,     MA*-f- Ri  ■+•  Sa +  F  =  o, 
d'où  l'on  tire 

R               —W>%  —  Rfr  —  F      R»^-4FM 
4  =  "^ÎM>     a~ US  =     I4MS      » 

•on  obtient  pour  la  dernière  transformée ,    My*+  Sx  =  0. 

Si,  au  contraire,  l'équation  était    Nx%+Ky+  S'a; -fF=o» 
on  trouverait 

379.  Voici  le  tableau  des  formules  nécessaires  aux  applfr- 

tions  : 

B 
i°.  B  négatif;  tang**=  — ^  _  c>  M  =  A  +  C,   N  =  o, 

^      Dv/A  — EV/C      g_D|/C  +  E^A 

M,y*  +  Rr  +  Sx  +  F  as  o." 
R  R»— 4FM  ,_       S 

a°.  B  positif  tanga«=:--  TZ^>  M  =  o,   N=A-l-C, 
,      D^/C—Ey/A      «_£)/A  +  Ev/C 
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> 

S'       t  _  S"  '«-  4WF               __      K 
a  =  ""5N'     "-       4NR'        ••*• N*" 

•  Premier  exemple  :     y*  —  fay  +  4**  +  V  """  7*  ""  I  ==  °* 

(B  étant  négatif,  il  faut  employer  le  premier  Système  de 
formules*)  '  ? 

OnaA=i,BŒ=— 4,  C=4,  D=a,E=— 7,  F  =  —  i; 

d'ttà 

Prenons  d'abord  sur    Aï,  AC=  t     (/fyaog),  et  élevons  Fîg.  209. 

an  point  C  une  perpendiculaire      CDe=t — 5j      puis  tirons 

DAB,  et  divisons  l'angle  BAÏ  en  deux  parties,  égales;  les. 
droites  AX',  À  Y'  sont  les  deux  axes  par.  rapport  auxquels  Péré- 
quation- devient 

16  3 

5y  +  -g-  1/5..  x  —  g  1/5 .  *,—  i  =  et; 

on  obtient  ensuite 

»  8     Jtm  356'    .- 

*  =  -3V^=-o,7.      «      asa-jjj  »/«■■- «,7. 

Soient  pris    AEt=— 3,7    et    EA'  =3—0,7. 

Les  droites  A'X* ,  A' Y*,  parallèles  à  AX',  AT  et  passant 
par  le  point  A',  sont  les  nouveaux  axes  par  rapport  aux- 
quels l'équation  est  enfin  ramenée  a  la  forme 

f  =*  s  v*  •  *• 

3 
Le  paramètre  est  donc  égal  à  -?  1/5  ou  o  ,3  ;      et  la  courbe 
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construite  d'après,  ces  donnée*,  se  trouve  dans  une  situation 
semblable  à  celle  de  la  figure  20 1  qui  se  rapporte  (n°  365) 
au  même  exemple  traité  par  la  séparation  des  variables. 

Second  exemple  :     y*  -f-  axy  +  x%  —  6y  +  g  =  o . 
(B  étant  positif*  il  faut  faire  usage  du  second  système.) 

On  a  À=i,B=-f  a,  C=i,D=— 6,  E  =  o,  F=9; 
d'pu 
tangaocs  — ?=  00,  Ms=o,  N=a,  R'œ— 3i/a,  S'=a—3t/a; 

et  ftm  A-  pour  la  première  transformée  y 

ax*  —  3|/a  •  ^  —  3)/î  .  x  +  9  ==  o. 
On  trouve  ensuite 

3  o  3 

a  =  y  y/%,       b  =a  g  1/3,       et      à*  as  -  l/a  .  J* 

La  construction  de  la  courbe,  au  moyen  dé  ces  résultats, 
peut  être  facilement  vérifiée  par  la  séparation  des  variables. 

38o.  Dans  les*  applications  précédentes,  nous  avons  passé  sous 
silence  les  différentes  variétés ,  parce  que  la  résolution  immé- 
diate'de  l'équation  les  fait  aisément  ressortir,  et  que  totale 
transformation  de  coordonnées  devient  inutile  pour  leur  cons- 
tfu&fon.  Cependant,  nous  croyons  devoir  nous  arrêter  un 
instant  sur  le  cas  particulier  ofun  système  de  deux  droites 
parallèles* 

On  a  vu  (n°  358)  que  cette  variété  est  caractérisée  par  les 

deux  conditions  B1  —  4AC  a  o ,  BD  —  aAE  s=rf  o.  • .  (1) 

Cela  posé, là  première  donne  B  =±:  âî  a  1/  A  X  l/€,  savoir  : 

B  =  —  2  \/L  X  l/C ,  si  B  est  négatif,  et  B=  +  2  y/K.  X  \/C, 

si  B  est  positif. 

Admettons  la  première  hypothèse,  et  substituons  pour  Si  sa 
valeur  dans  BD  —  aAE  =  o  j  il  vient 
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— a|/AxV/CxD— a(v/A)axE=o;   d'où   D|/G+E|/A=o. 

Or,  on  a  trouvé  (n°  379)  . . .  Sa—    . L-  ;  donc. 

yîf  l/A  -f  C 

dans  le  cas  particulier  dont  il  s'agit ,  et  pour  B  négatif,  on  a ,  à 
la'  fois,  N  =  o et  S  =  o. 
Si ,  au  contraire ,  B  était  positif,  on  trouverait 

d'où  Dl/C  — E  i/A=o. 

Ainsi,  l'on  obtiendrait  en  même  temps    M  =  o  et  K'.=  0; 
c'est-à-dire  que  la  première  transformation  réduirait  F  équa- 
tion à  My*  +  Ry  +  F=o,  ou  K*»  +  S' x  +  F  =5  o.  iFbyes 
ce  qui  a  été  dit  a  ce  sujet ,  n°  a54) 
Les  formules  de  la  seconde  transformation  (n°  379)  donnent, 

R  S' 

dans  le  même  cas ,  b  = rr ,  a  =  00 .  ou  bien ,  a  = =r, 

7  aM  aN 

6  =  00  ;  ce  qui  doit  être ,  car  le  but  de  cette  transformation  est; 

de  rapporter  la  courbe  à  son  sommet *  lequel  se  trouve  alors . 

placé  à  une  distance  infinie*  sur  la  ligne  menée  à  égale  distance 

des  deux  droite*  parallèles* 

Toutefois,  après  avoir  déterminé,  au  moyen  de  l'équation 

g 

tang  M=~,jrI^^,  **  position  des  axes  ÀXT,  AT*  (Jig.  aïo),  Figaio- 
par  rapport  auxquels  l'équation  est,  par  exemple,  de  la  ibrme 

on  peut  se  proposer  de  faire  évanouir  le  terme  en  y.  Pour  cela, 
il  suffit  de  poser  y  ss±y  +  6,  et  d'égaler  à  o  le  coefficient  de  y 
dans  l'équation  résultante. 

R 

Il  vient,  par  cette  substitution ,  b s=s — ,  et 

aM 
tu^  1  4MF  —  R* 

d'où  l'on  déduit 
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Soit  prU  sur  AT*,  AD  sa  —  — -,  et  menons  par  le  point  D 

la  ligne  DE  parallèle  a  Aï\  Portons  ensuite,  à  partir  du  point 
D ,  deux  parties  DB ,  DB*,  égales  a,ux  valeurs  de  y ,  et  tra- 
çons les  parallèles  BC,  BTC  à  DE  ou  AX';  ces  droites  ne  seront 
autre  chose  que  les  deux  parallèles  demandées ,  lesquelles  se- 
ront alors  rapportées  au  système  des  axes  DY',  DX".  Or ,  il  est 
clair  que  si,  par  un  point  Af  pris  arbitrairement  sur  DE,  l'on 
mène  A*Y"  parallèle  à  DIT,  on  pourra  prendre  également 
A'X*,  AT'  pour  nouveau  système  d'axes,  par  rapport  auquel 
l'équation  est  encore  de  la  forme 

Mais  ce  qu'il  y  a  de  plus  remarquable,  dans  le  cas  dont  nous, 
nous  occupons  actuellement,  c'est  que  le  système  des  deux 
transformations  employées  n*a375  et  3<j6,  lui  est  aussi  ap- 
plicable. 

D'abord,  si  l'on  emploie  les  formules  du  n°  3r]S> 

» 

aAE  —  BD      ,       aCD  —  BE 

a  sas   ■■  , .   -,      6  — 


—  4AC1              B*  —  4AC* 
on  trouve  pour  a,  fr,  des  valeurs  de  la  forme  -;  cela  est  évi- 
dent pour  a,  d'après  les  deux  équations  de  condition 

Bg  —  4AC  =  o ,  BD  —  *4E  =  o  ;  et  si  l'on  multiplie  la  pre- 
mière par  D,  la  deuxième  par  B,  et  qu'on  les  retranche  l'une 

de  l'autre,  il  vient  B*D  —  4ACD—  BtD+4ABE  =  o,  d'où 

o 
r-aCD  -f*  BE = o  •,  ce  qui  prouve  que  b  est  aussi  de  la  forme  ~. 

Ces  résultats  s'accordent  avec  la  nature  du  lieu  géométrique  *, 
car  soit  A'  (JLg.  210,)  un  point  pris  à  volonté  sur  la  ligne  DE 
menée  à  égale  distance  des  deux  parallèles  BC ,  B'C,  et  menons 
par  Ar  une  droite  quelconque  GG',  on  a  toujours  A  G'=A'G, 
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quelles  que  soient  la  direction  de  cette  droite  et  la  position  du 
point  À'  sur  DE.  Donc  tout  point  de  la  ligne  DE  peut  (n°  23o) 
être  considéré  comme  un  centre. 

Ces  mêmes  résultats  indiquent  (  Alg.'  n°  73)  que  les  deux 
équations  de  condition  qui  ont  servi  à  déterminer  a  et  ^ 
rentrent  l'une  dans  l'autre  ;  et  si  l'on  veut  fixer  la  position  de 
l'un  des  points  qu'on  peut  prendre  pour  centre^  ou  pour  nouvelle 
origine,  il  faut  donner  à  a,  par  exemple,,  upe  valeur  arbi- 
traire, et  déterminer,  d'après  l'équation  de  condition  unique» 
la  valeur  correspondante  de  b.  On  obtient  ainsi  un  nouveau 
système  d'axes  parallèles  aux  premiers^  et  par  rapport  auxquels 
l'équation  est  ramenée  à  la  forme 

Faisant  ensuite  évanouir  le  terme  en  xy  d'après  les  formules 
du  n°  376,  on  reconnaît  que  la  disparition  de  ce  terme  fait  en 
même  temps  disparaître  le  terme  en  x%  ouen/,  suivant  que  B 
est  négatif  oxx  positif 

Soit ,  pour  exemple ,  l'équation 

y*  —  zxy  +x*+  Hy  —  2JP  —  3=0, 

formée  par  la  multiplication  des  .deux  facteurs  y  —  *  —  1 , 

et  y  —  x  +  3. 

Premier  système  de  transformations,  au  moyen  des  formules 

2  • 
(n°  379).  On  trouve  d'abord ,  tang  2*  =  +  - ,  M  =  2 ,  H = o , 

R  =  2|/2,  S  =  oj  et  l'on  obtient  pour  première  transfor- 
mée y      2y*+2l/2.Jf — 3  =  0. 

Les  deux  nouveaux  axes  AX/,  A  Y'  (Jig.  210)  font  avec  AX, 
des  angles  de  5o°  et  1S00. 

Posant  ensuite  dans  cette  transformée ,  y  z=±y  -+-  b ,  et  dé- 
terminant b  de  manière  que  le  terme  en  y  disparaisse,  on 

obtient  %b  -f-  2^/2=0;  d'où  b  = i/2,  et  2^* — 4==0» 

pu    y  =  dt  |/2. 
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Prenons  sur  Aï*  une  distance  AD  égale  à  —  -  \/z,  et  à  partir 

•a* 

du  point  D,  portons  deux  distances  DB,  DB'  égales  à  \/z  ; 
puis  menons  DE,  BC,  B'C  parallèles  a  AX';  les  droites  BC, 
B'C'  sont  les  droites  demandées  et  rapportées  &  un  nouveau 
système  d'axes ,  dont  l'un  A'X*  a  une  position  'déterminée , 
et  l'autre  A' Y*  a  une  position  arbitraire. 

Deuxième  système  de  transformations ,  d'après  les  formules 
des  n"  375  et  376. 

Posant  d'abord  dans  l'équation  ^*— 2Xy+x%-\-2y—2x—  3=o, 
y==y-f£ ,  x  ss  x+a ,  et  égalant  a  o  les  coefficient  de  y  et  de  jp, 
on  trouve  26  —  aa  +  a  =  o ,  — 2  +  2a~""2^=0>  équations 
qui  se  réduisent  l'une  et  l'autre  à  ft  —  a  +  *  -0* 

Soit  pris,  par  exemple,  a=  a,  il  en  résulte  b  =  1  j  ce  qui 
donne,  pour  la  valeur  correspondante  de  F', 

F'  =  M  —  2a£  -h  a*  +  ai  —  *a  --  3  =  —  4 , 
et  pour  première  transformée,  ^   y*  —  ajpy  +  x*  —  4  =  °* 

Fîg.au.  Les  deux  droites  A'X',  A'Y'  (fig.  ai  1)  menées  parallèlement 
à  AX ,  AY,  par  le  point  A',  pour  lequel  on  a  a  =  a,  6  =  1 , 
représentent  d'ailleurs  le  second  système  d'axes. 

On  obtient  ensuite  tang  a*  =  -f--,  M=a,  N=oj  ce  qui 

donne  pour  dernière  transformée,  a^*— 4=o,oujrc=tdz  |/a, 
comme  ci-dessus. 

Le  troisième  système  d'axes  est  A'X* ,  AT*. 

38 1.  Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  les  applications  des 
formules  de  la  transformation  des  coordonnées,  à  l'équation  du 
-  second  degré ,  nous  allons  indiquer  le  moyen  de  passer  de  l'é- 
quation d'une  hyperbole  rapportée  à  des  axes  rectangulaires 
quelconques,  à  l'équation  de  cette  courbe  rapportée  à  ses 
asymptotes. 

Pour  y   parvenir,  nous  supposerons  d'abord  que  la  courbe 
soit  (n°375)  rapportée  à  son  centre  comme  origine  j  en  aorte 
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que  soir  équation  soit  ramenée  à  la  ferme 

A/  +  Bxy  +  Ci:9+F/==o....  (i) 

Cela  posé ,  pour  que  le  nouveau  système  dPaxes  soit  celai  dés 

deux  asymptotes ,  il  faut  (n°  322)  que  F  équation  ne  renferme 

que  le  rectangle  des  tariabîes  et  une  quantité  toute  connue. 

On  doit  donc  substituer  dans  l'équation  (i)  les1  formules 

* 
x  —  x  cos  «  -\-y  cos  *',    y  =  iJtfin  «  + y  ski  ël 

[au  moyen  desquelles  (n°  219)  on  passe  d'un  système  rectangu- 
laire à  un  système  oblique] ,  puis  déterminer  « ,  *  de  manière 
que  les  termes  en  f  et  en  x*  disparaissent. 

En  effectuant  cette  substitution ,  et  égalant  à  o  les  coefficiens 
de  j*  et  de  x*,  or  trouve  les  résultats  saivans  : 

A  sin*  »  +  B  sin  •  cos  «'+  C  cos*  m  ass  o , . .  .J (a) 

A  sin*  *  -f-  B  sin  m  cos  m  -f»  C  cos*  «  ==  o , (3) 

K==2Asin#sin«^-B(sin*cos*^~sin*'cos*)+2Ccos*œs«';  (4) 

ce  qui  donne  la  transformée    Kxy  -f-  f*  =  o. 

Afin  de  déterminer  l'angle  m,  divisons  les  deux  membres  de 
(3)  par  cos*  «  ;  il  vient 

B  C 

tang*«  -f*  -  tang  •-J*  r=5o;....   (5) 

d'où  l'on  déduit    tang  «  =  —  ^  ±.  -ï-  l/B»  —  4AC. 

2A        SA 

On  obtient  donc  ainsi  *  en  apparence ,  deux  Valeurs  pour 
tang  «;  mais  observons  que  f  équation  (2)  étant  composée  en  #  , 
comme  (3)  est  composée  en  *,  la  résolution  de  (2)  donnerait  les 
mêmes  valeurs  que  (3);  d'où  l'on  doit  conclure  que ,  si  la  pre- 
mière des  deux  valeurs  ci-dessus  représente  celle  de  tang  *,  la 
seconde  doit  exprimer  celle  de  tang  «',  et  réciproquement 

On  a  donc ,  pdr  exemple , 
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tangtf 


Taleur.  identique,  avec  celle,  qui  ont  été  obtenoe.  n«  37o 

Jffi^^Ï  ft*  *"  détermin«-  «■  '•I—  correspondante  d« 
coeflicent  K.  On  peut  mettre  l'équation  (4)  «ou,  la  fU* 

Kaaeo.«eo.«'C»AuDg«t.ng«'+B(t«»g<t  +  tMg«')+a(g^ 
en  oiwerrant  d'ailleur.  que 

co»*.co««'  =  —  * 

l^(i  +  tang*  *)  (i  +  tang»  «')  '  ' 

or,  l'équation  (5)  donne ,  d'aprè.  de.  propriété,  connues,. 

t«ng-  +  tang«' =,--»,  tang  «.tang  «'=£;. 
d'où  l'on  tire  encuite 

t«Dg-«  +  t«,g»«'=B^.atangataBg^==B1_aAC_ 

A. 

Sub.titu.nt  ce.  direr.es  valeur,  dan.  l'expression  de  K ,  on, 

1  obtient ,  toute  réduction  faite,     K  ==       4AC  —  g 

l/B»  +  (A— Çp" 
Dono ,  enfin ,  l'équation  transformée  est 

F.t/B»4-(ArQ» 
J  B«  —  4AC  ' 

L«  formules  pour  effectuer  la  double  tranfbrmation  sont 
B»  —  4AC»         B*~4AC'  *— F+ — i — ; 
sA  ' 


i 


t 
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Soit,  pour  exemple ,  Péquation 

jr*  -f-  2jcy  —  2xa  —  4y  —  ^  +  *o  :=  o^ 

xléjà  traitée  n°  377* 

On  a  d'abord  trouvé  pour  a,  4 ,  F', 

fl==-,   0=-,   F=:-f  : 

-ce  qui  a  diurne  pour  première  transformée , 

^  -f"  TJCy  —  2X*  ■+•  -j-  =;  O. 

On  obtient  ensuite 
tang«  =  —  1  +1/3,     tang«  =-ri  — i/3,     K  =  — 
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Vi3' 
•et  pour  deuxième  transformée ,     xy  =  -^l/rô- 

Ce  résultat  peut  être  facilement  vérifié  ;  en  effet ,  A  et  B  dé- 
signant les  demi-axes  d'une  hyperbole ,  on  a  (n°  322) 

Aa  +  B* 

*y—  ■■  ^    ■  » 

mais  Çp°  377) 

A*=g(v/i3-i),     B»=|(v/i3  +  i); 

donc  èl+i!!  =  ^v/I3. 

4  10 r 

§  III.  Détermination  dune  section  conique  daprès 
certaines  conditions.  Propriétés  communes  aux 
trois  courbes. 

382.  On  peut,  comme  pour  la  ligne  droite  et  le  cercle 
(n°*  i4j,  190)  ,  rechercher  des  sections  coniques  qui  remplis- 
sent «lès  conditions  données*;  dans  ce'  cas,  les  coefficiens  de  leurs 
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équations  doivent  être  regardés  comme  des  conttanUê  it 
terminées,  dont  les  valeurs  dépendent  dés  conditions  imposées 
à  la  courbe. 

Or ,  en  reprenant  l'équation  générale  des  courbes  du  second 
degré,  et  divisant  tous  ses  termes  par  le  coefficient  de  y%,  on 
la  ramène  à  la  forme 

y*  +axp+ba?  +  ep  +  dx+e  =  o. ...   (i) 

Comme  cette  nouvelle  équation  ne  renferme  que  cinq  ooefl£- 
ciens  a,  b,  cf  d,  e,  il  s'ensuit  qu'on  peut,  en  général,  faire 
remplir  cinq  conditions  différentes  à  la  courbe  ;  et  ces  con- 
ditions ,  exprimées  analytiquement ,  serrent  à  déterminer  les 
quantités  a,  b}cfd9e. 

Soit  proposé ,  p«r  exemple ,  de  faire  passer  une  notion  co- 
nique par  cinq  points.  Appelons  (a/,  j/),  (a*,  yM),  (x",  j*), 
(x",  y) ,  (<rf ,  yv)  les  coordonnées  de  ces  points.  En  substituant 
successivement  dans  l'équation  (i)  chacun  de  ces  cinq  systèmes, 
on  obtiendra  autant  d'équations  du  premier  degré  en  a,  &,  c, 
d,  e,  qui,  étant  résolues,  donneront  les  valeurs  4e  ces  cœffi- 
ciens;  et  en  reportant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  aura 
celle  de  la  section  conique  individuelle,  assujettie  à  passer  par 
les  cinq  points  donnés.  Cette  courbe  sera  d'ailleurs  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole,, suivant  que  Ton  aura  (n°  356) 
entre  les  coefficieps  i ,  a,  b ,  des  trois  premiers  termes , 

a1—  4*<°»     flg  —  4*>°,     a* — 4*  =  0- 

Il  pourra  même  se  faire  que  la  courbe  se  réduise  à  l'une  des 
variétés;  c'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  dans  le  cas  où, 
sûr  les  cinq  points ,  on  en  donnerait  trois  en  ligne  droite.  Gomme 
use  courbe  du  second  degré  ne  peut  (n°  ig6)  avoir  que  deux 
points  au  plus  communs  avec  une  droite ,  il  stensftît  que  l'équa- 
tion du  lieu  géométrique  passant  par  les  cinq  points,  ne  sau- 
rait appartenir  qu'à  une  droite,  ou  à  un  système  .de  <*fcux 
droites. 

On  observera  .encore  que,  si  la  courbe  cherchée  doit  être  uns) 


■j 
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parabole  ,  quatre  pointa  suffisent  pour  la  déterminer;  car  on  a 
déjà  entre  les  coeffieieng  de  l'équation  ta  relation  particulière 

a*  —  4*  =  °- 

Toutefois,  comme  cette  équation  est  dm  second  degré,  tandis 
que  les  autres  sont  du  premier  degré ,  on  devra  généralement 
obtenir  deux  paraboles  pour  réponse  k  la  question. 

383.  Au  lieu  de  donner  cinq  points  de  la  courbe  ,  on  peut 
supposer  connues  de  position  des  droites  auxqueUes  la  courbe 
soit  assujettie  à  être  tangente. 

Si,  par  exemple,  on  veut  que  là  courbe  soit  tangente  à  une 
droite  y^mx  +  n,m*tn  étant  des  quantités  connues ,  il  suffit 
de  combiner  cette  équation  avec  l'équation  (i),  et,  après  avoir 
formé  une  équation  du  second  degré-en  *,  d'écrire  (n°*  ig4>  197) 
que  les  deux  racines  de  cette  équation  sont  égales.  On  obtient 
ainsi  une  première  relation  entre  les  indéterminées  a,b,cyd>e 
et  les  quantités  connues  my  n. 

Même  raisonnement  peur  une  seconde ,  une  troisième.  . . . 
droite  à  laquelle  la  courbe  devrait  être  tangente. 

SU  s'agit  d'une  hyperbole,  la  connaissante  d'une  asymp- 
tote équivaut  «  celle  d'une  tangente  et  de  son  point  de  contact, 
puisque  (n°  291)  les  asymptotes  sont  des  tangentes  à  l'infini. 
Ainsi,  il  suffit  de  trois  autres  Conditions  pour  déterminer  la 
courbe. 

384.  Si  la  courbe  doit  avoir  un  centre,  et  que  l'on  donne 
la  position  de  ce  point ,  trois  autres  conditions  sont  -encore 
suffisantes  pour  la  détermination  de  la  courbe. 

EnJ effet,  comme  rien  n'empêche  de  prendre  ce  point  pour 
origine,  l'équation  est  alors  (n°  fyS)  de  la  forme 

y*  +  axy  +  bx%  +f—  o, 

et  ne  renferme  que  troiVcoefficiens  à  déterminer;  ainsi  la  con- 
naissance du  centre  équivaut  à  deux  conditions  différentes.  Il  est 
vrai  que ,  dans  ce  cas,  la  courbe  ne  peut  être  qu'une  ellipse  ou 
«ne  hyperbole,  ou  (u°  38o)  un  système  de  deux  -droites  parallèles. 


4g6  d£tbbiiinatiom  d'une  section  conique 

385.  Lorsqu'on  donne  de  position  le  système  des  axes,  on 
un  système  de  diamètres  conjugués,  deux  autres  conditions 
suffisent  pour  déterminer  leur  grandeur,  et ,  par  conséquent,  la 
courbe  elle-même  :  car  en  rapportant  la  courbe  à  ce  système» 
on  *  l'équafiotr À*y  ±:  B  V  =  ±  **V\  dans  laquelle  A7  et  B' 
sont  les  seules  constantes  a  déterminer. 

Quant  à  la  parabole.,  connaissant  de  position  le  système  des 
axes,  ou  un  système  d'axes  conjugués ,  il  suffit  d'une  autre  con- 
dition pour* dÈeruftwer^'lâ 'courbé,  puisque  dans  l'équation 
^•«a  sp'x,  Ï4i'y,u.Guej>'  à  déterranser. 


386.  Mous  fog^fS-nflaifre  *  ce  sujet  un  moyen  beaucoup 
plus  simple  que  cefr*  qui  *  ,ét*;esBtt*é  {  n"  3*4  et  34o ) ,  pour 
construire  la  courbe  %  rQUTMtfrtfluft  un  tywtème  a? axes  àonjuguès, 
et  le  paramètre  à  ce  système*  s'il  s'agit  d'une  parabole ,  ou  un 
système  de  diamètres  conjugués,  s'il  s'agit  d'une  ellipse  ou 
d'une  hyperbole*  *.  i  > 

Fig.au.  Considérons  d'abord  une  parabole»  Soient  AX,  AY  (fig.  ai  a) 
un  système  d'axes  conjugués,  ap'  le  paramètre  à  ce  système. 
Prenons  sur  Aï  4fc  ,uur4eaapue  du  point  A  une  distance  AD 
égale  à  ap',  et  menons  par  le  point  D  une  droite  DL  parallèle 
à  AX.  Tirohs'enfin  par  le  point  A  une  droite  quelconque  AH. 

Les  équations  de  la  parabole ,  de  -la  droite  AH  et  de  la  paral- 
lèle DL,  sont  y  =  ap'xf  y  =  as,  y  = —  ap'. 

Or,  la  combinaison  dat  deux  dernières  équations  donne, 
pour  les  coordonnées  du  point  E  ou  la  droite  AH  rencontre 

la  ligne  DL,    y  ^-^-  ap',  «  sa  ~  21 . 

0 

D'un  autre  côté ,  en  combinant  la  première  et  la  seconde 
équations,  on.  trouve  pour  les  coordonnées  des  points  d'in- 

/  r 

ap  ap 

tersection  A  et  M ,  i0.*=ro,   v  =  o,  a°.  *=-—.  y  =— ; 

"  Qr  CL 

d'ofi  l'on  voit  que  les  distances  DE  et  MP  ou  AG  sont  égales. 

Cette  propriété  est  vraie  pour  toutes  les  droites  menées  par 
le  point  A. 

Cela  posé,  pour  construire  la  courbe ,  prenez  sur  AY  et  au- 
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dessous  du  point  \,  AD  ss  a// *  et  ment*  DL  parallèle  à  AX. 
7Ï/V2  ensuite  des  droites  indéfinies  AH>  AH';...  portez  les 
distances  DE.,  ï)£r ...  ûfe  A  wG^  G'., . . .  et  par  ces  derniers 
points*  tracez  GK.,  G'K! ...  parallèles  à  AX.  £jea  points  M,  M'.~ 
où  les  droites  AH  et  GK,  AH'  et  G'K'  se  rencontrent ,  appar- 
tiennent nécessairement  à  la  courbe. 

Passons  maintenant  à  l'ellipse.  Soient  OB==A/,OC==BX/%r.a 1 3)  Kg*  3 1 3. 
deux  demi-diamètres  conjugués,  A  Y  la  tanfiffntfl  au  point  A, . 

aB'* 
DL  une  parallèle  à  AX,  menée  à  une  distance  AT)  = -ry 

A, 

(c'est  le  paramètre  au  système  donné).  Tirons  d'ailleurs  deux 

cordes  supplémentaires  quelconques  AM  9  BM. 

Les  équations  de  ces  deux  droites  et  de  la  parallèle  DL,  sont 

aB'* 
jrz=:ax,  ^  =  a'(x  — aA'),  ^  =  —  -~  ;  les  quantités  a,  a' 

étant ^  comme  on  le  sait,  liées  entre   elles  par  la   relation 
B'a 

Or,  la  combinaison  de  la  première -et  de  la  troisième  cqua- 

aB'* 
tions  donne  pour  les  coordonnées  du  point  E,    y  =  —  — r  9 

_       aB" 

D'un  autre  côté»  si  l'on  fait  jc=o  dans  la  seconde  équation  y 
il  Tient  pour  l'ordonnée  du  point  G  où  la  droite  BM  rencontre 

AY y=— aAV, 

B'*  aB,ft 

ou ,  à  cause  de  la  relation  aa*  =s  •—  •?*  ......    y  =  -tt-  ; 

A*.  J       A?  a* 

donc  AG  =  DE.     . 

■  \' 

(Il  est  à  remarquer  que  cette  propriété  renferme  implicite- 
ment celle  de  la  parabole,  puisque,  si  Ton  suppose  le  grand  axe 
infini,  la  droite  BM  devient  une  parallèle  a  AX.) 

D'après  cela,  pour  construire  une  ellipse,  connaissant  un 
système  de  diamètres  conjugués  et  l'angle  qu'ils  font  entre 
eux ,  menez  par  l'une  des  extrémités  A  du  diamètre  AB.,  une 

•        3a 
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parallèle  à  Vautre;  prenez  sur  cette  ligne  AT  et  au-dessous  du 

point  Aj  une  distance  AD  égale  à  -rr*  Tirez  ensuite  des  lignes 

indéfinies  AH:.,  AH*  • .'. .  ;  partez  les  distances  DE.,  DE'. . . . ., 
de  A  en  G  j  G'..»..,  et  Joignez  ces  derniers  points  avec  le 
point  B;  les  pointa  M,  M'..,,  ou  les  droites. AH  et  BG, 
AH'  et  BC . .  « .  se  rencontrent,  appartiennent  nécessairement 
à  la  courbe* 
Blême  construction  pour  l'hyperbole. 

S87.  Voici  une  nouvelle  propriété,  commune  aux  trois 
courbes  du  second  degré,  qui  peut  servir  à  leur  construction 
dans  certaines  circonstances.  Elle  est  relative  aux  fojers  et  à  la 
directrice.  (PbyezrP*  24 7  e*  248.) 
Fia. ni*  Soient  MNAM'.  • .  (jpg.  214)  une  courbe  du  second  degré, 
LL'  la  directrice  qu'on  suppose  donnée  déposition  (n*  ^B)f 
F  l'un  des  foyers.  Considérons  deux  points  M,  N  de  la  courbe, 
et  tirons  les  droites  MN ,  FM,  FN,  en  prolongeant  MN  jusqu'à 
%     sa  rencontre  en  H  avec  la  directrice,  puis  joignons  FR. 

Je  dis  que  la  droite  FR  divise  en  deux  parties  égales  l'angle 
RFm  formé  par  fe  rayon  vecteur  FN  et  U  prolongement  Fm  de 
Vautre  rayon  vecteur  FM. 

En  effet,  menons  du  point  N  la  droite  MI  parallèle  à  FM, 
et  abaissons  les  perpendiculaires  M-P ,  NQ ,  sur  la  directrice.  On 
a,  d'après  la  propriété  caractéristique  de  la  directrice  (n°  247)1 

mf:Mp::nf:NQ,  ou  mF:nf::mp:nq; (i) 

mais  les  triangles  semblables  RPM,   RQN   et  RFM,  EUX, 
donnent  MP  :  NQ  ::  RM  :  RN, 

rm  :  rn  ::  mf  :  ni-, 
d'où  mp  :  nq  ::  MF  :  ni5...  (2) 

donc,  a  cause  du  rapport  commun  aux  proportions  (i)  et  (2), 
MF  :  NF  ::   MF  :  NI;  et  par  conséquent,  NF  =  NI. 

Le  triangle  NIF  étant  isoscèle,  il  s'ensuit  que  les  angles  N  Fi 
et  N1F  ou  IFro  sont  égaux.  C.Q.F.D. 
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-  388.  Cette  propriété  fojrt  curieuse  en  elle-même*  prouve 
d'ailleurs  qu'un*  section  conique  est  déterminée  j  lorsque  on 
tienne  un  foyer  et  trois  pointe  dé  la  courbe;  en  sorte  que  la 
connaissance  de  l'uo  des  foyers  équivaut  ta  deux  condition* 

_  i 

différentes* 

Eu  effet,  soient  M,  N,  P  [fig-  ai4)  trois  points  donnés,  par  Fig.aik 
lesquels  on  veut  faire  passçr  une  section,  conique,  et  F  l'un  des 
foyers  de  cette  courbe.  >' 

1°.  «Si  Von  tire  les  £çfB**.MN,' JFJf  »  'Mf,  H  qu'on  divise 
l'angle  NFm  en  deux  parties  égales  j  \ç  point  R  où  les  deux 
droites  MN,  FR  se  rencontrent,  est  nécessairement  un  premier 
point  de  la  directrice. 

-  a°.  En  exécutant  une  construction  analogue  par  rapport  aux 
trois  points  Nj  P>Fom  M>  P.,  F.,  on  détermine  un  second 
point  S  de  cette  directrice ,  qui  est  alors  RS. 

Maintenant,  si  du  point  F  on  abaisse  FB  perpendiculaire 
sur  RS,  on  a  la  direction  du  premier  aise.  Menant  ensuite  de 
l'un  des  points  donnés,  N  par  exemple,  MQ  perpendiculaire 
à  RS,  on  obtient  MF  :  NQ,  pour  le  rapport  constant  qui  doit 
exister  entre  la  distança  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  au 
foyer,  et  sa  distance  à  la  directrice.  Dks  lors,  on  peut  facilement 
(n*  348)  déterminer  les  grandeurs  4e&axea»  * 

Suivant  que  le  rapport  NE*  •  NQ  est  reconnu  plus  petit*  plus 
grand  ou  égal  à  l'unité,  la  courbe  est  f  comme  on  l'a  tu  (n*  2*47), 
une  ellipse,  une  hyperbole  oiyme  parabole.  Dans  la  Dgure  ai 5, 
la  courbe  est  une  parabole,  puisque  l'on  a  évidemment 
NF  =  NQ. 

389.  N.  B.  Lorsqu'on  exige  d'avance  qtie  la  coufbe  soit  une 
parabole*  il  suffit  de  donner  deux  points  de  la  courbe  avec 
ie  foyer;  et,  dans  ce  cas,  voici  comment  on  détermine  la 
directrice  s 

Soient  M  et  N  (Jlg.  216)  les  deux  points  donnés,  F  le  foyer.  Fig.snG* 
Après  avoir  déterminé  le  point  R,  comme  dans  la  construction 
précédente,  on  décrit  de  l'un  des  points  donnés >  M  par  exemple, 
comme  centre*  avec  le  rayon  MF.,  une  circonférence;  puis  du 

32.  . 


i 
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point  R,  on  mène  une  tangente  RT  à  cette  circonférence  ,  et 
cette  tangente  n'est  antre  chose  que  la  directrice  demandée; 
car  il  résulte  nécessairement  de  la  définition  de  la  parabole, 
que  sa  directrice  est  tangente  à  tontes  les  circonférences  dé- 
crites des  différons  points  de  la  courbe  comme  centres,  et  avec 
des  rayons  égaux  aux  rayons  Testeurs  correspondans. 

Puisque  par  le  point  R  'on  peut,  en  général,  mener  deux 
tangentes  à  là  circonférence,  il  s'ensuit  qu'on  obtient  par  oe 
moyen  deux  directrices,  et  £ar* conséquent ,.  deux  paraboles; 
l'une  est  IVfANM ,  qui  a  pour  directrice  RT,  et  pour  premier 
axe  IX;  l'autre  est  nNaMm',  dont  la  directrice  est  RT,  et  le 
premier  axe ,  B'X'.  ' 

La  question  n'aurait  .qu'une  solution,  si  la  circonférence  pas- 
sait par  le  point  R. 

Enfin,  il  n'y  aurait  aucune  solution,  si  le  point  R  était  inté- 
rieur à  la  circonférence. 

390.  I^délOTnmatwad*uitt6<£tiotf^n^ 
conditions, est,  en.  général,  un  problème  assez  difficile  à  ré- 
soudre par  l'analysera  cause  de  l'embairra&  qu'on  éprouve  sou- 
vent dans  le  choix  des  a*es>  Aussi ,  s'e&t-on  attaché  principale- 
ment à  en  rechercher  des  solutions  parement  géométriques,  en 
se  fondant  toutefois  sur  les  propriétés  connues  des  trois  courbes. 
Les  questions  suivantes  ont  pour  objet  de  donner  une  idée  de 
ces  sortes  de  constructions.  ' 

Premiers  question;  Trois  droiUê  et  un  point  étant  donnée 
sur  un  plan,  trouver  une  courbe  du  second  degré  tangente  à 
ces  trois  droites  >  et  qui  ait  pour  foyer  le  point  donné* 
Fig.317.  Soient  Mm,  N»,  Vp  {fig.  317)  les  droites  données,  et  F  le 
foyer  de  la  courbe  cherchée.  On  a  vu  (n°  297)  que,  dans 
l'ellipse  et  l'hyperbole,  les  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées d'un  foyer  sur  les  tangentes,  sont  situés  sur  la  circonfé- 
rence de  cercle  décrite  sur  le  premier  axe  comme  diamètre  ,  et 
(n°  338)  que,  dans  là  parabole,  ces  même  pieds  se  trouvent 
sur  le  second  axe. 

Cela  pose,  abaissez  du  point  F   les  trois  perpendiculaires 
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FG,  Fil,  FKj  il  peut  arriver  deux^çp*.;  pu  Jes  trat«  point* 
G,  H  et  K  forment  };iia  tçian^le,,  ou.  J>jeo,  ils,  sont  en  ligne 
droite.  t  ^ ,.  ,  ,|  r  ,  •  , ,  ,.;  ;  *  ,   . 

Dans  le  premier  cas,  iviffit*  ces  points  deux  à  deux,  pois 
élevez  >  par  les  milieu^,  des  flgj^ê\s  4^  jonction  ^.çles perpendicu- 
laires; elles  se  rencontrent^ ^un,.  .poîn^  Of  qpi.  est  le  csntu 
de  la  courbe»  Tires  ensuite  OF;,  et  prsne*  sur  wU#  droite  deux 
parties  OB>  OA  égalée,  &  QO\  *ous  obtepç*  AJB  pour  le  pre- 
mier axe;  et  la  courbe.  e*t  une  .ellipse  ou. nue  hyperbole, 
suivant  que  le  point  B  se  trouve  placé  sur  Je  prolongement 
de  OF,  ou  entre  les  points  O  et  F. 

Dans  la  figure  217,  la  courbe  est  une, ellipse;  et  le  second 
axe  CD  s'obtient  (n°  23 1)  en  décrivant  du  point  F  comme- 
centre  t  et  avec  le  rayon  OB ,  un  arc  de  cercle.  - 

Si  la  courbe  était  une  hyperbole,  le  centre  de  l'arc  de  cercle 
serait  en  B  (n°  235) ,  et  OF  serait  le  rayon  de  Parc. 

Dans  le  second  cas,  c'est-à-dire  lorsque  les  trois  points  G, 
HjK  (Jig.  a  18)  sont  en  ligne  droite  j  cette  ligne  KHGY  repré-  Fig.?i8. 
sente  le  second  axe  de  la  courbe,  qui  est  alors  une  parabole;  et 
pour  avoir  le  premier  axe,  il  suffît  H abaisser  FX  perpeneU* 
culaire  sur  KY,' Le  quadruple  de  AF  représente  d'ailleurs  le 
paramètre;  ainsi  la  courbe  peut  être  construite  facilement.  ; 

N.  B.  Lorsqu'on  sait  d'avance  que  la.  courbe  cherchée  doit 
être  une  parabole ,  il  suffît  de  connaître  deux  tangentes  et  le 
foyer  j  puisque  le  second  axe  est  déterminé  par  les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  du  foyer  sur  ces  tangentes;  et,  en 
effet,  nous  savons  déjà  que  quatre  conditions  suffisent  pour  la 
parabole;  or  la  connaissance  du  foyer  compte  (n°  388)  pour 
deux  conditions* 

Seconds  ojdssmon.  .On  demande  as  construire  une  ellipse  j 
connaissant  le  centre,,  la  longueur  de  son  grand  axes  une  tan? 
gente  et  son  point  de  contact* 

Soient  O  (Jig*  219)  le  centre  donné,  A  le  demi  «axe  de  la  Fig.119. 
courbe,  T*  la  tangente  et  M  son  point  de  contact* 

Du  point  O  comme  centre,  et  avec  A  pour  rayon  ,_  décrivez 
une  circonférence  de  cercle  qui  coupe  généralement  T*  en  deux 
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pointé  R^Ry  puis  éfevez  qux  points  Rv  R'.,  /es  perpendicu- 
laires US,  R'S'j  à  cette  tangente  £  elles  fassent  nécessairement 
(n°  297)  par  les  foyers  de  la  courbe. 

Tire*  ensuite  idl  tigHè-  OR.,  et  par  le  point  de  contact  M> 
trace*  MN  parallèle  <y  QR/  il  résulte  de  la  propriété  démontrée 
(nQ  299)1  <IBe  ^N  passe  aussi  par  le  second  foyer*  Donc  le 
point  F*  où  R'S'  et  MN  se  rencontrent,  n'est  autre  chose  que 
le  second  foyer. 

Menez  enfin  la  ligne  FO  qui  rencontre  RS  en  un  point  FA 
et  tous  obtene*  ainsi  Je  premier  foyer. 

Les  points  A,  B  où  FF  rencontre  la  circonférence  déjà  dé- 
crite ,  sont  d'ailleurs  les  sommets  de  té  courbe,  qui  est  alors  com- 
plètement déterminée. 

N.  B.  Si  le  point  de  contact  était  placé  aar  la  tangente  Tt, 
en  un  point  M' tel,  que  la  droite  ln"N'  parallèle  à  OR,  rencon- 
trât R'S'  au  point  f  situé  hors  de  la  circonférence  décrite  sur 
A,  la  courbe, au  lieu  d'être  une  ellipse  1  serait  une  hyperbole 
dont  le  premier  axé  aurait  pour  direction /"O,  et  ^x>ur  sommets 
a,  b.  Les  foyers  seraient  les  points  if  j/'©ù  la  ligne  fO  ren- 
contre R'S'  et  RS  prolongés* 

On  voit  donc  que,  bien  qu'on  ait  demandé  uoae  ellipse,  H 
peut  arriver  que  la  courbe  soit  une  hyperbole. 

Taoistème  question.  Construire  une  hyperbole  , connaissant 
tua  des  foyers,  une  asymptote  \st  lo\  longueur  du  premier  axe, 
ou  le  rapport  des  axes* 
Fig.  i9o«     Soient  F  {fig.  aao)  le  foyer  donné ,  LL'  l'une  des  asymptotes , 
et  A  la  longueur  du  premier  axe,  ou  m  le  rapport  B  :  A. 

Abaissez  du  point  F  une  perpendiculaire  sur  LL';  le  pied  R 
de  cette  perpendiculaire  est  à  une  distance  du  centre  de  la 
courbe,  égale  à  A  (n°  297) ,  puisque  LL'  peut  être  considérée 
comme  une  tangente. 

Ainsi,  en  supposant  que  A>  soit  connu,  prenez  à  partir  du 
point  R  sur  LL'.,  une  distance  RO  égale  à  A;  et  le  point  O  est 
le  centre  de  la  courbe. 

Menez  OF.,  vous  obtenes  la  direction  du  premier  axe  ; 
portez  OH  de  O  en  A  et  B  ,  puis  OF  de  O  en  F,  vous  avez  les 
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deux  sommets  de  la  courbe,  ainsi  que  les  deux  foyers.  Trace* 
enfin  KR',  de  manière  que  l'angle  FOK  soit  égald  l'angle  LOF; 
tous  obtenez  la  seconde  asymptote. 

B> 

N.  B.  Lorsqu'au  lieu  de  A,  on  donne  le  rapport,  *»> -ou /_ 

la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  FÔK.  est  comme  •,  ainsi  9 
la  direction  de  la  ligne  FO  peut  être  facilement  déterminée. 
Quant  aux  grandeurs  des  demi-axes,  elles  sontf  évidemment 
représentées  par  OR  et  RF. 

On  a  d'abord  OR  =  À,  comme 'on  l'a  tu  tout  a  l'heure;,  et 

BF  =  B,  d'après  la  relation  OF  =c  =  j/Aft  -+-,5*,. qui  donne 

— —  * 
nécessairement  B'^sc" — À"=R,F.  „  % 

QcrATRièMB  question.  Étant  donnés  une  asymptote  3  deux 
points  et  le  rapport  des  axes  d'une  hyperbole  ^  construire  la 
courbe. 

Soient  LL',  M,  M'  (fîg.  Mb*)  Fasymptote  etkq  deux  points  Fig.asr. 

B 
donnés;  n* le  rapport  -j  que  l'on  suppose  connu. 

Joigne*  les  points  M  et  M'  j  puis  à  partir  du  point  M'.,  prenez 
une  distance  M'R'  égale  à  MR  y  le  point  R'  appartient  à  la  se- 
conde asymptote  (nQ  3^5); 

B 
Comme  le  rapport  -y,  ou  m ,  est  donné,  faites  en  un  point 

quelconque  I  de  LL'.,  un  angle  LKxthnt  ia  tangente  soit  égale 
à  m,  puis  un  angle  HIL  double  de  LIG»  Tracez  enfin  par  le 
point  R'  la  droite  KR*  parallèle  à  IH,  et  vous  avez  ainsi  la  se- 
conde asymptote. 

La  courbe  peut  donc  être  tracée  facilement  d'après  la  méthode 
du  n°  3a6. 

iV.  B.  Si  au  lieu  du  rapport  des  aies,  on  donnait  la  posi- 
tion d'un  troisième  point,  en  joignant  oe  point  avec  l'un  des 
deux  points  déjà  donnés,  on  obtiendrait  un  nouveau  point  de 
la  seconde  asymptote,  dont  la  direction  serait  alors  déterminée. 

Voici  les  énoncés  de  nouvelles  questions  sur  lesquelles  on 
peut  s'exercer.. 
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*?.  CoMérwttuneifpàrtAoJe*,,  ôoniuxwant  le  foyer,  un  point 
et  une  >  tangente*  }■>  tyupi.ooi  ^t\  >      .    < 

3°.  C*nltad$r*-ftaè)  jlUpees^  Immabmut  deux  tangente*,  le% 
centre  y.t  Jâ) iert£iïexù> cberptémier awi  (la  courbe  peut  être  une 
hyperbole).-'     ^  ••«.»!»  iiulH.'m  .  1 

3°.  Gefwémàremite  Jwypedmie,  aonembeont  une  asymptote, 
un  foyer  et  une  tangente. 

3gi.  Nous  terminerons  ces  considérations,  i°.  par  la  démons- 
tration d'qne.  proprj&érqni  ajlpartieat  atix  trois  courbes  du 
second  degré,  et  dont  les,  géomètres  ont  tiré  parti,  pour  cons- 
truire des  sections  coniques-  d'après  certaines  données;  2°.  par 
la  recherche  de  l'équation  de  la  tangente  à  une  courbe  du  se- 
cond  degré,   rapportée    à    uri   système    d'axes   quelconques 

Fig.ra.  {fîg-  aaa). 

Reprenons  Fequatîo»  i  j 

y*  +  axy  +  bx*  +  cy  +  dx  +  e  =  çr,...m   (i) 

que  nous  supposons  représenter  nnq  des  trois  courbes,  rappor- 
tée à  un  système  rectangulaire  ou  oblique,,  AX,  A  Y. 
Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

y%  +  (ax  +  c)  y  +  b  (a*  +   ^  x  +  |j  =  <>;. .  ••   (2) 

% 

soit  fait  d'abord  y  =  o,  pour  obtenir  les  points  où  la  courbe 
*  rencontre  l'axe  des  x\  il  en  résulte 

b(x'  +  ïx  +  ?)=o, (3) 

équation  dont  les  racines  ne  sont  autre  chose  que  les  abscisses 
des  points  demandés. 

Si  ces  racines  sont  imaginaires ,  c'est  un  indice  que  la  courbe 
n'a  aucun  point  commun  avec  l'axe  des  x;  et  si  elles  sont 
égales,  la  courbe  est  tangente  à  cet  axe. 

Mais  admettons  qu'elles  soient  réelles  et  inégales,  et  dési- 
gnons par  xf  9  x8  ces  deux  racines. 

ri         fi 

Le  trinôme  x^+t^+t  revient  (  Alg.,n°98)  à  (x— x')  (x— x")- 
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Pour  exprimer  ce  produit  géùm^tr^pwneirt^qbscrfOu<  que 
AP  représentant  une  abscisse  quelconque,  et  À&fJkG  les  sdbs- 
cissesx',  x',  on  a  nécessai*ew**i  Ç&r^àt )  («w-jr^xaPBXPC . . . 

D'un  autre  côté,  le  deroier^t/Mfn^  de  Ifapiation  (3),  on 
b  (x  — - x)  {x  —  ar"),  est  égal  au  produit  des  deux  'racines  tfe 
cette  équation  réeolaë^er  rapftot*vÀy{A  t*fleswnis)e»*stont''  re- 
présentées par  PM  et  Pto.  -»\-  r  ^ 

On  a  donc  la  relation 

PM  X  P«  =  b  (x  —  a^)  (*  —  ■**) ya  «  X  PB  X  PC; 

i    ,    .     I,     » 

j>  ^  i»      jjtj  •*  **M  X  P"*        ,  " 

d  ou  ton  déduit  "Fr'       *  ±p  »^.i. 

Pour  d'autres  abscisses  AP',  AP* .  f  - .  ,^  on  aurait  égalesae&t 

PW  X  Vm!  PTX  PW*  _  , 

P'B  x  FC    =     '  "PyB"xP*€r  ^  *""•• 

et  par  conséquent,       •  A         J-  '     ~    y  '  + 

pm  x  Pw  _  pw  x  pv "_  p|r-x,pfm;_ 

PB  X  PC   —    P'B  xP'C    ~    P'B  X  P'C    ~ 


Ce  qui  démontre  que ,  dans  toute  courbe  du  second  degré, 
si  l'on  considère  une  sécante-qufclconqaé- AX ,  pfcis'une  série 
d'autres  sécantes  parallèles'  entre  elles  et  menées  sous  une  di- 
rection tout-û-fait  arbitraire ,  les  rectangles  des  parties' d*  ces 
parallèles  j  comprises  entre  leurs  poiàts  ck  rencontre  avec  la 
première  sécante  et  leurs  points  d'intersection  avec  la  courbe , 
sont  aux  rectangles  des  parties  de  la  première  sécante ,  com- 
prises entre  les  pieds  des  parallèles  et  les  points  où  cette  sécante 
rencontre  la  courbe,  dans  un  rapport  constant. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  propriété  comprend  im- 
plicitement celles  qui  ont  été  démontrées  dans  le  cinquième 
chapitre  (q0*  276  et  373). 

En  effet ,  si ,  la  première  sécante  étant  un  diamètre  quelcon- 
que, les- autres  sécantes  sont  parallèles  an  conjugué  de  ce  dia- 
mètre, il  en  résulte  PM  =Pire,  P'M'=PW,  etc.,  et  la  relay 
tion  ci-dessus  devient 
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PB  XPCS  EfB  X  rC  •e=B  P*B  X  P"C  ** 

On  fait  usage  de  ettte  propriété,  fovw  faire  passer  une 

cette  oomatopctiç^^i^^^nfra^ieraienjb  beaucoup  .trop  loin. 

Nous  renvoyons ,  pour  ces  sortes  de  constructions,  au  Traité 
des  sections  coniqufe+par.U  marquis  de  IiHfaiRAi* 

39a.  Pour  obtenir  l'équation  de  la  tangente  en  un  point 
donné  d'une :  courbe du  second  degré,  nous  emploierons  la  mé- 
thode du  n°  198. 

Soient  x'f  y  et  x",  y*  les  coordonnées  de  deux  points  de  la 
courbe ,  dont  l'un  (x*7  y")  doit  devenir  un  point  de  contact. 

L'équation  de  la  courbe  étant  généralement 

« 

y*  +  zaxy  +  bx*i  +  açy  -+-  zdx  +  e  =  o,f ...  (1) 

(  nous  Terrons  bientôt  pourquoi  Ton  met  eu  évidence  le  fao* 
teur  a  dans  les  ternies  en  xy,  ye\x°),  la  sécante  est  exprimée 
analjtiquement  par  le  système  des  trois  équations 

/■  +  a*<y'  +  bx"  +  *c/ +  aaW  -fc  «  ==  o, . ..  (3) 
/•  +  ao*y+  hx"*  +  açy*  +  aoV  +  4  se  o (4) 

Cherchons,  au  moyen  des  deux  dernières  équations;  la  valeur 

y'  _  *yw 

du  coefficient    *j — ^L-.m 

Or,  en  soustrayant  les  équations  (S)  et  (4)  Pane  de  Fautre, 
on  a 

y— y+2a(«y— v^o+k^— x^+acCr'— /> 

+  ai(j/ — x*)  =  o; 
ou,  observant  que 

(/—  y )  [/ +  /  +  W  +  ac]   * 
+  <«•  -  *«)  [aa/ +*(*'+*•)  +arf]      /  -°' 
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d'où  Ton  déduit  •      '•  : 

£=4  .  _  w  +  y + **>  ^  ^  ". .'  (5)' 

Si  l'on  portait  cette  valeur  dans  Péqtasètftm  (s) ,  on  tibtien- 
draît  Inéquation  de  la  sécante,  en  yr^tariteànt  toutefois  Pô- 
quation  (3). 

Mais  pour  parvenir  sur-le-champ  à  l'équation  de  la  tangente, 
il  suffit  de  poser  dans  le  résultat  (5)  *'=*=.*%  «y'»  y,  et  4« 
faire  ensuite  la  substitution  dans  l'équation  (a).  Il  Tient  donc 
pour  l'équation  demandée , 

équation  qui  ne  représente  la  tangente  qu'autant  que  l'on 
Considère  en  même  "temps  la'  relation*  (4),  an  moyen  de  la- 
quelle on  peut  d'ailleurs  la  simplifier.  . 

En  effet ,  si  l'on  chasse  le  dénominateur ,  et  qu'on  observe 
que  de  l'équation  (4)  on  déduit  '  < 

y*4-aoar*y  +  ft^tss* -~  acy*  —  ad*'  —  «, 

il  -vient,  tonte  rédaction  faite, 

résultat  qu'on  obtient  facilement  à  l'aide  de  l'équation  (1), 
en  changeant  l°.y*  +  bx%     en    y  y'  •+■  bxx*  (voy  e z  n°  1 99)  ; 

a°.  laxy  on  axy  +  axy  y  en  «jfy  -4-<My  f  3°*  açjr  ou  cy+çy, 
ency-f  <y  ^  4°.  enfin,    ùdx  en  <&f  +.IL»'.    . 

Si  la  courbe  est  rapportée  à  nn  système  d'axes  dont  l'un 
«oit  nn  diamètre  et  Fautre  la  tangente  menée  à  l'extrémité 
de  ce  diamètre ,  l'équation  de  la  courbe  est  alors  (n°  246)  de 

la  forme  y%  =  zpx  +  qx*. 

Dans  ce  cas,  on  aa  =  o,4=— ^,  esso,  <J=— j&,  a=&o; 
et  r équation  de  la  tangente  derient 

yy'^pix  +  x'ï  +  qxx'....  (8) 

On  retrouverait  de  la  même  manière  les  équations  corres- 
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pondantes  aux  :autre's'ïofmes  sous  lesquelles  on  a  considéré  les 
équations  des  différentes  cburjies. 

Dans  les  applications,  on  a  souvent  besoin  de  rappeler  l'é- 
quation deia  ta&gcntè,,soïis  la  forme  (8). 

§  IV.  AppUèàtiSks  de  ta  ihéorie  des  courbes  du 

......;  .î!!f,  /„  jeçowt  degré. 

Construction  *des  équations  dû  troisième  et  du  quatrième  degré 

à  une  inconnue. 

•  i  '  # 

393.  Nous  avons  tu  (chap.  1",  n°  17  )  que,  sans  qu'il  soit 
d'abord  nécessaire  clé  résoudre  une  équation  du  second  de- 
gré à  une  seule  inconnue,  on  peut,  par  les  intersections  de  la 
droite  et  du  cercle ,  évaluer  en  lignes  les  racines  de  cette  équa- 
tion. Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  celles  des  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré  peuvent  être  égale- 
ment construites  au  moyen  des  intersections  de  deux  sections 
coniques. 

Le  principe  fondamental  de  ces  sortes  de  constructions 
consiste  à  regarder  l'équation  proposée  comme  le  résultat  de 
l'élimination  entre  deux  équations  4  deux  '  inconnues ,  dont 
l'une  ;  supposée  l'inconnue  primitive ,  est  prise  pour  abscisse, 
et  Vautre  pour  ordonnée.  £n  construisant  successivement ,  et 
sur  les  mêmes  aies ,  les  lieux  géométriques  de  ces  équations 
(n°  181),  on  reconnaît  que  les  courbes  se  rencontrent  en  un 
ou  plusieurs  points  dont  les  abscisses  représentent,  en  lignes* 
les  racines  réelles  de  l'équation  proposée. 

Développons  ce  principe  sur  l'cqjua^ion  du  quatrième  degré, 

**  ■+■  p*3  +  Qx%  .■+»  r*  +'$  =  o.  • . ..  (1) 

Posons  dans  cette  équation. ...     x%  =  ky. . . .  (2) 

(it  est  une  quantité  tout-àrfait  arbitraire,  mais  constante)  ; 

elle  devient. .  .  ♦  t   tiïy*  •+•  pk*y,  +  qty  +  rx  +  s  =  o. . .    (3) 

Cela  posé,   comme  l'équation  (1)  résulte  évidemment  de 
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l'élimination  de  y  entre  (a)  et  (3) ,  il  s'ensuit*  T  qu'elle  renferme 
toutes  les  valeurs  de  x ,  propres  à  véritier  (a^)  €t(  ,(3),  en  même 
temps  que  certaines  valeurs  de  y  \  donc  sj^ga^un,  moyen  quel- 
conque, on  peut  obtenir  les  systèmes  de.  valeurs, <}e  x  et  de  y 
communs  aux  équations  (2)  et  (3)  >  en  ne  tenant  compte  que  de 
celles  de  *,  on  aura  les  racines  cje  l'équation/ 1^      ^ 

Or,  l'équation  (a)  étant  construite  par  rapport  à  des  axes 
rectangulaires ,  représente  -une  parabole  dont  le  premier  axe 
est  dirigé  suivant  l'axe  des  y  ;  l'origine  est  d'ailleurs  le  sommet 
même  de  la  courbe. 

De  même ,  l'équation  (3)  étant  construite  sur  les  mêmes 
axes,  a  pour  lieu  géométrique  unç .hyperbole  (n°  371),  dont 
l'une  des  asymptotes  est  parallèle  à  l'axe  des  x. 

Ces  deux  courbes  se  coupent  généralement  en  quatre  points 
(puisque  l'équation  finale  (1)  est  du,  quatrième  degré),  dont 
les  coordonnées  jouissent  exclusivement  6Je  fa  propriété  de 
satisfaire  en  même,  temps  à  leurs  équation*.  4Ja$i  les  abscisses 
de  ces  points  sont  les  racines  de  l'équation  (/,)..      u . 

N.  B.  Le  nombre  des  racines  réelles  de  cette  équation  est 
égal  au  nombre  des  points  d'intex-sebtîofl**    ' 

3g4-  On  peut,  par  quelques  artifices  tic  calcul,  remplacer 
les  équations  qui  ont  d'abord  été  établies,  par  d'autres  plus 
faciles  à  construire.  Ainsi,  par  exemple,  il  est  toujours  pos- 
sible de  substituer  à  l'équation  (3)  qui  est  la  plus  compliquée, 
celle  d'une  circonférence  de  cercle.  Il  suffît,  pour  cela ,  de 
supposer  que  l'équation  (0  soit  privée  clu  second  terme;  et 
l'on  sait  que  cette  transformation  est  exécutable  pour  toutes 
les  équations»  '        ' 

Reprenons  en  effet  l'équation  du  quatrième  degré,  privée 

de  second  terme. .  **  •+»  qx*  -f-  rx  +  s  ^=  o, , . . .         (1) 

et  posons. ......  '  .  's*  =  ky^ ....       (a) 

il  en  résulte ty+qky  +rx-£  s±zo:  .  ..  (3) 

On  remarquera  d'abord  que ,  par  cette  première  transfor- 
mation ,  les  lieux'  géométriques  à  construire  sont  deux  para- 


V 

t 
5lO  ,,C0Jj£rançiaOH   (>SS  iliV*Tifi>M 

bobs,  dont  la  seconde  (n°37Ô^  a  ses  axes  principaux  parai* 
lèles  aux  axes  coordonnés.  On  déterminerait  facilement  le 
sommet  9  en  faisant  disparaître  le  terme  en  y%  ei  fi  yiMlitfi 
toute  connue.  Mais  si  Ton  divise  cette  équation  par  £*  et  qu'on 
l'ajoute  avec,  (^il^vîeiU  - 

équation  qui  peut  remplacer  l'équation  (3),  et  qui  a  pour 
Ken  géométrique,  une  circonférence  de  cercle  qu'on  pourra 
construire  d'âpre  la  méthode  indiquée  (n°  *77). 

En  outre,  comme  la  quantité  k  est  arbitraire,  rien  n'em- 
pêche de  supposer  k  mx  y*^  d'où  q  —  *•=  o;  ce  qui 
fait  disparaître  le  terme  en  y  dans  l'équation  (4)  \  auquel  cas* 
le  centre  du  cercle  se' trouve  placé  sur  l'axe  des  s. 

3g5*  Considérons  actuellement  l'équation  du  troisième  degré* 

**  +  pjr*  -f-  qx  +  r  =  o. 
En  posant    ^•■sftj',     on  la  change  en 

tey  "i'P^y  +  9X + r  ^  °> 

et  ces  deux- ci,  £tant  construites,  donneraient  deux  courbes 
dont  les  points  d'intersection  auraient  pour  abscisses  les  ra- 
cines réelles  de  la  proposée. 

La  troisième  équation  est  celle  d'une  hyperbole  dont  les 
asymptotes  sont  (n°  37a)  -  parallèles  aux  axes  coordonnes, 
et  peut  se  construire  facilement,  dès  que  l'on  a  fixé  la  posi- 
tion de  ces  asymptotes  et  d'un  seul  point  de  la  courbe. 

Mais  si  l'on  veut  la  remplacer  par  celle  d'un  cercle,  il 
faut  d'abord  faire  évanouir  le  second  terme, puis  multiplier  le 
résultat  par  x.  Cette  dernière  préparation,  qui  a  pour  objet  de 
ramener  l'équation  au  quatrième  degré,  introduit,  à  la  vé- 
rité, une  racine  a:  =  o,  qui  est  étrangère;  niais*  dans  le  ré-1 
sultat,  on  a  soin  d'en  faire  abstraction. 

Soit  donc        a^+i/x*  +  rx  =  o, . . . .  (i) 

l'équation,  privée  de  second  terme,  et  ensuite  multipliée  par  x 
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Posons  x*=5=  fcy;.  • .  (2) 

ilaarésalte         J^+|y  4*  £*  =  <>;•••  <3) 

ou  bien,  ajoutant  entre  elles  les  équations'  (a),  (â),  et  trams-' 
posant,  . 

ou  bien  enfin,  faisant,  pour  plus  de  simplicité,  k=\/q, 

y+**+p*  =  o;...  (4) 

équation  d'une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre  est  sur 
Taxe  des  x,  et  qui  passe  par  l'origine. 
Appliquons  ces  considérations  générales  à  quelques  exemples. 

396.  Prejuer  phoblèhe.  Un  arc  quelconque  AB  d'une  cir- 
conférence étant  donné  j  on  propose  de  te  diviser  en  trois  par- 
lies  égales. 

On  a  trouvé  (n°  69) ,  pour  la  formule  qui  donne  le  sinus  du 
tiers  d'un  arc  en  fonction  du  sinus  de  cet  arc, 

sin*  ç  a  —  3  sm  x  a  +  sin  a  *=c  o. 

Soient  AB  =  a,    BP  =  sina  =  ^, 

MQ  =  sin|c  =  x,    OA  s=a  r  (/y.  aa3)  j        Fig.«3* 

et  rétablissons  Fhomogénéité  (n°  a6);  cette  formule  devient 

^E3  — &*X+2r*=0,..«    (1) 

équation  dont  nous  allons  d'abord  donner  la  construction. 

Pour  y  parvenir ,  posons  x*=  ry  ; . . .  (a) 
l'équation  (1)  devient 

4*y  —  3rx  +  (7r=o....  (3) 

Menons  par  le  centre  du  cercle  donné  deux  axes  rectangu- 
laires OX ,  OY,  dont  l'un  passe  par  le  point  A  ;  et  construisons 
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la  courbe  représentée  par  l'équation  (2);  c'est  une  parabole 
LOI/,  dont  l'axe  principal  est  dirigé  suivant  OY,  et  qui 
a  r  pour  paramétra»  Ainsi  sa  construction  n'offre  aucune  diffi- 
culté. 

Quant  à  Péqnation  (3),  qui  appartient  évidemment  a  une 
hyperbole,  si  on  la  résont  successivement  par  rapport  à  y  et 
a  x ,  on  trouve  . 

3rx  — or      Jr      or        â  qr 

ce  qui  prouve  (n°  371)  que  les  dçux  asymptotes  sont  i°.  une 

droite  FEF7  menée  parallèlement  à  l'axe  des  x  à  une  distance 

3 
OE  =7  r;  a°.  l'axe  des  y  lui-même. 

D'ailleurs,  l'hypothèse  y=-Of  introduite  dans  l'équation  (3), 

donne     x  =  r.     ainsi,  prenant  sur  OA   une  distance 


3 
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OC  =  -5-  >     on  obtient  un  point  de  l'hyperbole,  qu'il  est  alors 
3 

facile  de  construire  d'après  le  procédé  du  n°  327 ,  et  que  nous 

supposons  figurée  par  les  deux  branches  nm'ri ,  n"m"nm. 

La  première  de  ces  branches  rencontre  LOI/  en  deux 
"  points  m,  m' ,  la  seconde  en  un  seul  point  m";  et  ces  points 
sont  tels,  qu'en  abaissant  mp,  m'p  ,  m"//  perpendiculaires  à 
OX,  on  a  0/7,  O//,  Op*  pour  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion (1). 

Cela  posé,  comme  ces  valeurs,  dont  l'une  Op*  est  négative, 
expriment  des  sinus,  il  faut  les  porter  sur  OYcU  O  en  R  ,  Bf  ^ 
R\  mener  ensuite  RM,  R'M',  R"M*  parallèles  k  OX;  et 
Ton  obtient  enfin  AM,  AM',  AN  M*  pour  les  valeurs  des  arcs 

3,  — £-, 3—.   {Paye*  n°  69.) 

397.  On  peut  donner,  de  ce  problème,  une  construction  qui 
a  l'avantage  de  faire  servir  le  cercle  donné  comme  un  des 
lieux  géométriques. 
Fig.aif.     Soient  toujours  AB  {Jig.  2*4)  ou  a,  l'arc  qu'il  s'agit  de  di- 
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mais,  d'après  la  construction, 

BRt=ç+j;  RN  ou  PQ  =  j:— ^j 
donc  cette  proportion  devient    x  \  y  \\  q  +y  l  x*—  p\ 
d'où  Ton  déduit     y%  —  x*  +  qy+pxtz**>  *  .  -    (2) 
équation  qui,  combinée  avec  (1),  donnerait,  par  l'élimination 

de  x,  la  valeur  de  y,  ou  de  «ar.  Maie»  atf  lieu  d'effectuer  cette 

élimination,  on  peut  (n°t  181)  construire  les  lieux  géométri- 
que* que  les  équations  (1)  et  (2)  représentent. 

Or,  l'équation  (1)  est  celle  du  cercle  donné.. 

'Quant  a  l'équation  (2),  elle  représente  évidemment  une  hy- 
perbole équilatère  dont  les  deux  axes  sont  parallèles  aux  axes 
coordonnés.  Pour  en  obtenir  la  position,  résolvons  cette  équa- 
tion  par  rapport  à  y,  il  rient  ^  .    , 

ri  BP 

Soit  pris   sur   OT  une  distance  0E?=:-7^^= ;  la 

2  2 

ligne  GG',  parallèle  à  XO,  est  «1  dfâibètre  de  là  courbe,  et 
par  conséquent ,  l'un  des  axes  cherchés. 
On  sait  d'ailleurs  (n°  36g)  que  la  moitié 'Au  coefficient  de  x 
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-viser  en  trois  parties  £galély  0L  U  \ttiiri1êe  cet  arc  qu'on 
suppose,  pour  le  moment r déterminai  Iftr&nV  d'ailleurs 
OP  ou  eesaaep,    BP'm  stafta^f;  'OQ^i,    MtQ=sr\ 
On  a  d'abord  cette  première  relation , 

Maintenant  ,  si  Pon  prolonge  MQ  jusqu'à  sa9rencontre  en 
S  avec;  la  circonférence,  que  p,ar  le  (oint,&jon.  mène  NR 
parallèle  à  OX,  et  que  Von  tire  <Bï? ,"rni4bTmràt5|Tun  triangle  j 

BNR  semblable  au  triangle  OMQ  (puisqu'ils  ont  leurs  oétés  \ 

perpendiculaires)  ;  et  Pon  a  la  pro^brt ion !  » l'   '  J 

oq:qm  ::br:kn;  \  , 
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sous  le  radical ,  pris  en  signe  contraire ,  ou  - ,  n'est  antre  chose 

qne  l'abscisse  du  centre;  donc  la  ligne  HH'  menée  par  le  point 
H  milieu  de  OP,  et  parallèlement  à  OY,  représente  l'antre 
axe. 

Actuellement,  puisque  l'hyperbole  est  équilatère,  il  s'ensuit 
que  les  asymptotes  divisent  en  deux  parties  égales  les  angles 
droits  HIG'  et  HIG.  Ainsi  ces  droites  peuvent  être  aisément 
déterminées. 

Enfin,  il  résulte  de  l'inspection  de  l'équation  (2),  qne  la 
courbe  passe  par  l'origine.  On  connaît  donc  un  point  O  de  la 
courbe  et  ses  deux  asymptotes;  dès  lors  la  courbe  est  déter- 
minée (n°  327). 

N.  B.  En  la  construisant,  on  reconnaît  qu'elle  rencontre 
le  cercle  en  quatre  points,  M,  M',  M'  et  B*,  point  tou  la  per- 
pendiculaire BP  prolongée  coupe  la  circonférence. 

La  position  des  trois  premiers  points  M,  M',  M"  s'explique 
facilement  : 

On  a,     i°.        MQ  =  sin  -5-  =  sin~; 

2°.  Si  l'on  prend  ABC  égal  au  tiers  de  la  circonférence,  ou 
à  -?-,     et    CM'  égal  à  -5-  ou  ç,  il  en  résulte 

M'Q'  =  sin(Ç  +  3)  =  sin(îr-Ç  _0  =  8iD(^).:, 

(n°69); 

3°.  En  prenant  ABDC  égal  aux  deux  tiers  de  la  circonfé- 

renée,  ou  à  -^ ,  et  CM"  égal  à?,  on  en  déduit 

M-Q-  =  ^(fc  +  |)  =  ,i.(.  +  '4f) *(=+}. 

Quant  au  quatrième  point  B',  dont  les  coordonnées  sont 
ar=p,  y  =  —  q,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions (0  et  (2),  on  obtient  p*+9*=râ ,  et  çB— j>*-—  ç*+p*=o; 
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ce  qui  prouve  que  ce  point  doit  en  effet  appartenir  aux  deux 
courbes. 

Si,  pour  éliminer  x,  on  ajoute  les  équations  (i)  et  (2),  il 

vient     zy%.-\r  <iy  +  Px  ==  **  »  °"où  ar= ^ **-• 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (1),  on  trouve, 
toute  réduction  faite,  4^+  4?J^""  3ry —  açr*^  +  qrV=  oj 
résultat  qui  est  divisible  par  y-hq,  et  donne  pour  quotient 

ty—fry  +  q^o. 

Cette  dernière  équation  est  identique  avec  l'équation  (1)  du 
n°  précédent;  mais  on  voit  en  même  temps  que,  d'après  la 
seconde  méthode  «suivie  pour  résoudre  la  question  proposée, 
on  a  établi  deux  équations  en  a;  et  y,  plus  générales  que  la 
question  elle-même,  puisqu'en  éliminant  x,  on  parvient  à 
l'équation  relative  à  cette  question,  mais  embarrassée  d'un  foc* 
teur  étranger. 

398.  C'est  ainsi  qu'on  doit  interpréter  la  remarque  faite 
par  quelques  géomètres;  savoir,  que  la  construction  d'une 
équation  déterminée  par  les  intersections  des  courbes,  donne 
quelquefois  plus  de  pointé  communs  aux  deux  courbes  que  la 
proposée  na  de  racines  réelles. 

Tant  que  l'équation  du  problème  est  véritablement  l'équa- 
tion finale  résultant  de  l'élimination  entre  les  deux  équations 
a  deux  inconnues  que  Von  construit,  le  nombre  des  points 
communs  aux  lieux  géométriques  est  toujours  égal  au  nombre 
des  racines  réelles  de  la  proposée.  Mais  si  cette  équation  n'est , 
comme  dans  le  n°  précédent,  qu'une  partie  de  l'équation  finale 
qui  correspond  aux  deux  équations,  il  peut  y  avoir  plus  de 
points  communs  que  l'équation  na  de  racines  réelles.  Les  coor- 
données de  ces  points  vérifient  les  deux  équations  à  deux 
inconnues;  mais  leurs  abscisses  peuvent  ne  pas  vérifier  la 
proposée.  I 

3gg.  Second  problème.  Trouver  deux  lignes  *  moyennes  pro- 
portionnelles  entre  deux  lignes  données  a^  b. 

33.. 
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Appelons  x  et  y  les  deux  lignes  cherchées  ;  cm  doit  avoirt 
d'après  l'énoncé,  la  progression  géométrique 

fr  al  x\  yl  b,  ou  plutôt,  al  x  II  x  \y,  et  x\y  \\  y  :  b; 
d'où  l'on  déduit  les  équations. ...  <      ^IZi,  r  \ 

En  portant  dans  la  seconde  équation,  la  valeur  de^,  tirée  de 
la  première,  et  réciproquement,  on  obtiendrait  successive- 
ment, pour  les  équations  finales , 

x  (x3  —  a*b)  =  o ,    y  {y3  —  ab%)  =  o  ; 

et  par  conséquent,  pour  systèmes  de  valeurs  de  x  et  dejr, 

S  _,  3 

(x  =  o  61^  =  0),  (x=  \/aÂb,    et   ,y  =  i/o*0). 

Le  premier  système  (x  =  o,^  =  o)  vérifie  bien  les  équa- 
tions (i)  et  (2),  mais  ne  signifie  rien  par  rapport  à  l'énoncé. 
Quant  au  second,  il  représente  évidemment  les  valeurs  arith- 
N       métiques  des  deux  moyennes  proportionnelles  ;  car  la  raison  de 
la  progression  étant  (Alg. ,  cinquième  édition,  n°  206).... 

g=  1 /->  on  a,  pour  les  deux  termes  cherchés, 

Mais  il  s'agit  ici  d'exprimer  en  lignes  ces  deux  moyennes 
proportionnelles;  et  pour  cela,  tout  se  réduit  à  construire  les 
équations  (1)  et  (2),  dont  la  première  représente  une  para- 
Fig.aa5.  bole  LAI/  (Jig.  225),  ayant  pour  paramètre  a,  et  son  premier 
axe  dirigé  suivant  l'axe  des  y  ;  la  seconde  est  aussi  une  parabole 
NAN' ,  qui  a  b  pour  paramétrent  dont  Faxe  principal  est  dirigé 
suivant  l'axe  des  x. 

Ces  deux  paraboles  passent  l'une  et  l'autre  par  l'origine  qui 
correspond  à  la  solution  (x  t=  o,  y  =  o),  et  se  rencontrent  en 
un  second  point  M ,  dont  les  coordonnées  AP ,  FM  ne  sont  autre 
chose  que  les  lignes  demandées* 
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D'âpres  la  position  respective  de  ces  deux  courbes ,  SI  est  éri-  1 

dent  quelles  ne  peuvent  avoir  que  ces  deux  points  communs';  \ 

et 9  en  effet,  les  équations  à  deux  termes,  jc*«—  a*b-^:o\ 
y—~a6*aso,  n'admettent  qu'une  seule  racine  réelle. 

Si  l'on  ajoute  entre  elles  les  équations  (i)  et  (a),  il  vient 

y»-fx*  —  ay  —  &r  =  o; 

équation  d'une  circonférence  de  cercle ,  dont  la  construction 
peut  remplacer  celle  de  l'une  des  deux  courbes.  Elle  a  pour 

coordonnées  de  son  centre,  -  et  -;  de  plus,  elle  passe  par 

l'origine;  ainsi,  sa  construction  n'offre  aucune  difficulté. 

Soit,  nomme  cas  particulier,  4  =  20;  Féquation 

x3*~«*6:=20,  devient  x3—  aa'tsso,  ou  xs=:2ûs,  et  peut  être 
considérée  comme  la  traduction  algébrique  de  ce  problème  : 
Trouver  un  cube  double  d'un  autre  dont  le  côté  a  est  donné. 

En  construisant  comme  dans  le  cas  général,  les  équations 
«*5=5oy,  y*zx=2ax  (fig.  226)   (l'une  d'elles  peut  être  rem-  Fig. m6. 
placée  par  l'équation  y%-\-  x%  —  ay  —  aox  =as  o) ,  et  supposant 
que  l'ou  ait  AB  =  a ,  on  obtient  AP  pour  le  côté  chercha 

N.  S.  Les  problèmes  de  la  trisection  de  l'angle  et  de  la  dupli- 
cation du  cube  sont  deux  problèmes  connus  des  anciens;  ils 
ont  beaucoup  occupé  les  géomètres,  qui  en  ont  vainement 
cberché  une  construction  purement  géométrique.  On  appelle 
ainsi  toute  construction  dans  laquelle  on  ne  fait  usage  que  de 
la  ligne  droite  et  du  cercle.  Toutes  celles  ou  l'on  a  recours  aux 
sections  coniques  ou  à  d'autres  courbes  sont  dites  des  cons- 
tructions mécaniques,  parce  qu'en  général,  ces  courbes.se 
déterminent  d'abord  par  points ,  et  se  tracent  ensuite  à  la  main  ; 
on  bien,  ou  les  décrit  par  te  moyen  d'une  règle; 

Détermination  du  nombre  des  racines  réelles  dune 
équation  numérique  par  des  intersections  de 
courbes. 

■ 

4oo.  Une  équation  numérique  a  une  seule  inconnue,  étanf 
donnée,  si  on  la  considère  comme  le  résultat  de  l'élimination 
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entre  deux  équations  à  deux  inconnues,  et  que  Pon  construise 
ces  dernières  équations,  on  sait  déjà  que  les  abscisses  des  points 
d'intersection  de  leurs  lieux  géométriques  expriment  en  lignes 
les  racines  réelles  de  la  proposée.  Donc,  en  déterminant  par  le 
procédé  connu  en  Géométrie,  le  rapport  de  chacune  de  ces 
abscisses  avec  V unité  linéaire  *  on  obtiendrait  approximative- 
ment les  valeurs  numériques  des  racines.  Mais  cette  méthode 
est  très  défectueuse,  en  ce  que  l'exactitude  des  résultats  dépend 
du  degré  de  perfection  de  l'instrument  dont  on  se  sert ,  et  de 
l'adresse  de  celui  qui  opère. 

Toutefois,  on  peut  employer  avec  avantage  ces  sortes  de 
constructions;  pour  reconnaître  le  nombre  des  racines  réelles 
d'une  équation  numérique ,  sans  être  obligé  d'avoir  recours  à 
l'équation  aux  différences  dont  la  détermination  exige ,  comme 
on  le  sait ,  des  calculs  extrêmement  laborieux* 

Comme  nous  ne  connaissons  aucun  ouvrage  moderne  dans 
lequel  cette  idée  ait  été  développée,  nous  croyons  devoir  en- 
trer dans  quelques  détails  à  ce  sujet. 

4o i.  Prenons,  pour  premier  exemple,  l'équation  du  troi- 
sième degré, 

3?  —  6x  —  7  =  o (1) 

-     Soit  fait  x*  =  ay  ; (2) 

il  en  résulte     axy  —  &r  —  7  2=  o. .  •  •  (3) 

Ces  deux  équations  étant  construites  par  rapport  aux  mêmes 

Fig.a»7.  axes  AX,  AT  (Jig.  327) ,  donnent ,  i°.  une  parabole  LAL'  qui 

a  pour  paramètre  2  ,  et  dont  le  premier  axe  est  dirigé  suivant 

l'axe  des  y)  2*.  une  hyperbole  (GMG',  FCF')  ayant  pour 

asymptotes,  les  droites  y  =  3 ,  x  =  o ,  et  passant  par  le  point 

7  J 

C  pour  lequel  on  a  ^=0,     a?  =  —  g.  ^ 

Or,  il  est  évident  que  ces  deux  courbes  ne  se  rencontrent         \ 
qu'en  un  seul  point  M ,  dont  l'abscisse  AP  est  comprise  entre 
2  et  3. 
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N.  B.  Cette  équation  a  été  traitée  [Alg.ê  chap.  VIII ,  n°  35o)  ; 
et  comme  on  n'avait  obtenu  qu'un  seul  changement  de  signe, 
on  s'était  trouvé  dans  la  nécessité  de  former  l'équation  aux 
différences ,  pour  s'assurer  s'il  existait  plus  d'une  racine  réelle  ; 
mais  la  construction  précédente  démontre  sur-le-champ  qu'il 
n'y  a  en  effet  qu'une  seule  racine  réelle. 

Soit ,  pour  second  exemple*  l'équation  du  quatrième  degré 

x*— 2jcft  +  8.r —  3=o,...   (i) 

pour  laquelle  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs  ne 
donne  lieu  qu'à  deux  changemens  de  signe* 

Posons  xa=-y;....  (a) 

d'où  y^mmm  a,y  +  8a:  —  3  =  o  ; 

et ,  ajoutant  ces  deux  dernières  équations, 

y*+X%  —  Zy  +  Sx  —  3  =  C...    (3) 

Les  équations  (a)  et  (3)  étant  construites  sur  les  mêmes 
axes ,  donnent ,  i°.  la  parabole  LAL'  (fig.  228)  dont  le  para- Fig.a?8. 
mètre  est  1  j  20.  une  circonférence  de  cercle  GMM'G'  dont  le 

centre  a  pour  coordonnées  (x  =  —  4  •  ^  =  -J»  et  le  rayon 


est  égal  à  \/t6  + 1+ 3  = -V/85  =  4>6  &  oyi  près. 

Or,  ces  deux  courbes  n'ont  évidemment  que  deux  points 
communs  M,  M',  dont  les  abscisses  AP,.  AP7  sont  comprises, 
l'une  entre  o  et  1 ,  l'autre  entre  —2  et  —  3. 

En  effet,  l'équation  (1)  a  été  formée  par  la  multiplication 
des  deux  facteurs  a?*  — 2ar-+-3,a^+aj?— 1,  dont  le  premier % 
égalé  à  o,  donne  lieu  a  des  racines  imaginaires,  et  le  second 
donne    xs  — i± (/a. 

Prenons,  pour  troisième  exemple*  l'équation 

8X3— Sx  — 1  =  0,   .•.  (i)  * 
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traitée  Ç4fcj,  chap.  VIII,  n9  354)  par  la  méthode  de  l'équation 
aux  différences. 

Soit  a^  =  /; (2) 

réquatioa  de  8ry—  6x  -^- 1  =  o.  . . .  (3) 

La  construction  des  lieux  géométriques  exprimés  par  ces 

drux  équations  n'offre  aucune  difficulté. 

ig.999.      On  obtient  la  parabole  LÂL'  (fig.   229  )   et  l'hyperbole 

(GMC,  HçEF)  ayant  pour  asymptotes,  l'axe  des  y ,  puis  une 

droite  BE  parallèle  à  l'axe  des  x,  et  menée  a  une  distance 

3 
AB=  j\  de  plus/  cette  courbe  passe  par  le  point  q  pour 

lequel  on  a        y=ao,  *  =  —  g. 

D'après  la  situation  respective  des  deux  courbes,  il  est  clair 
que  les  branches  AML ,  GMG'  ont  un  point  commun  M  dont 
l'abscisse  est  positive. 

Quant  aux  autres  branches  Ami/,  HmH',  leur  rapprochement 
dans*  la  partie  voisine  de  l'origine  A ,  peut  laisser  quelque  doute 
sur  le  nombre  de  leurs  points  d'intersection;  mats  voici  un 
moyen  de  foire  cesser  toute  incertitude. 

Multiplions  l'équation  ftr3 — 6*  —  1  =  o  par  *  ;  on  a  l'équa- 
tion du  quatrième  degré 

arf  —  G**  —  *=o;....  (1) 

(of  =  o  sera  une  racine  étrangère  à  la  question). 
Posant  de  nouveau    *•=  y ,    on  en  déduit 

8y»  —  6y  —  *  =  o, 

équation  d'une  seconde  parabole  dont  le  premier  axe  est  parai- 

3 
)èle  à  l'axe  des  *,  et  situé  à  une  distance  AI=  gf  puisque  i'é- 


3  .    1 


tion  donne  y  =  g  ±  g  {/Qx  +  9. 

On  .voit,  en  outre,  que  le  sommet  D  a  pour  abscisse 


/ 
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x  =  —  §,   tirée  de    8*  +  9  =  o,   et  que  la  courbe  passe  par 
l'origine  A,  par  conséquent,  par  le  point  B,  pour  lequel  on  a 

ÀB=7=2.ÀI. 

4 

«  •  • 

Or ,  il  est  évident  que  la  parabole  E.DK'  rencontre  la  pre- 
mière parabole  LAL'  en  deux  points  m,  M;  et  puisque  Pé- 
quation  8x3—  6*  —  1  =  o  a  déjà  deux  racines  réelles ,  il  faut 
nécessairement  qu'elle  en  ait  une  troisième  correspondante  à 
un  point  n  situé  un  peu  à  gauche  du  point  A  et  au-dessus  de 
l'axe  des  x. 

La  construction  de  la  troisième  courbe  présente  un  autre 
avantage ,  c'est  de  déterminer  d'une  manière  plus  précise  les 
points  cherchés ,  puisqu'ils  doivent  se  trouver  à  la  rencontre  de 
trois  courbes  ;  mais  on  ne  doit  y  avoir  recours  que  lorsqu'il  y  a 
incertitude  sur  les  intersections. 

JV.  B.  Toutes  les  fois  que  l'équation  proposée  renferme  des 
racines  égales,  on  en  est' averti  par  le  contact  des  courbes a  en 
un  ou  plusieurs  points,  ce  qui  suppose  qu'on  les  ait  tracées  avec 
assez  d'exactitude.  Mais  on  sait  que  les  méthodes  d'approxima- 
tion de  l'analjse  ne  peuvent  s'appliquer  à  une.  équation  de  cette 
espèce,  et  qu'il  faut  toujours  commencer  par  ramener  sa  réso- 
lution à  celle  d'une  autre  équation  dont  toutes  les  racines 
soient  différentes. 

4oa.  Les  principes  qui  Tiennent  d'être  exposés  pour  la  dé- 
termination du  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  nu- 
mérique du  troisième  et  du  quatrième  degré,  sont  aussi  appli- 
cables aux  équations  de  degré  supérieur  ;  mais  on  est  conduit 
alors  à  des  constructions  un  peu  plus  compliquées. 

Soit ,  par  exemple,  l'équation  du  cinquième  degré , 

a5  —  3tf*-f-3*  —  4  =  0a  (0 
Faisons ,  comme  précédemment ,  **  =  y  ; . . .  (3) 
l'éqattBon  (1)  devient  ,y**r— 3y+a*  —  4 «=©.-    (3) 
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Après  avoir  construit  la  parabole  LAI/  représentée  par 
l'équation  (a) ,  on  déduit  de  l'équatioa  (3) , 

et  en  posant      —  8**+  16*  +9=  o,     ou    *■—  2x  =  g, 

on  obtient  pour  x  deux  valeurs    x  =  2 ,4  et  *  =  -^  o  ,4 

à  o,  1  près ,  qui  (n°  36s)  représentent  les  limites  de  la  courbe, 
dans  le  sens  des  x  positifs  et  des  x  négatif*;  c'est-à-dire  que 
si  l'on  prend  sur  AX  deux  parties  AD  =  a,4>  ADf  =  —  of  4 
lg*    °*  (fig-  a3o),  la  courbe  est  entièrement  comprise  entre  les  pa- 
rallèles DG ,  D'G'. 

Afin  d'obtenir  les  points  ou  la  courbe  touche  ses  deux  li- 
mites ,  il  suffît  d'introduire  dans  la  partie  rationnelle  de  l'ex- 
pression (4),  les  valeurs  *  =  2,4  et  #=— 0,4  ;  ce  qui  donne 

3        3o      5_  3  i5       rVvf 

^478=48C=!8=DE'  '—53-  -T=  "*• 

Donnons  maintenant  à  x  des  valeurs  intermédiaires. 

3±3 


Soit  d'abord    x  =  o  ;    l'équation  devient    y  = 


o 


d'où  ,y  =  oo,    ,y=-« 

o 
Pour  savoir  ce  que  signifie  le  dernier  résultat ,  remontons 
à  l'équation  (3),  et  posons  «sso  ;  l'on  en  déduit   y~ —  |. 

D'où  l'on  voit  que  la  courbe  rencontre  l'axe  des  y  à  une  dis- 
tance AH  =  —  f. 

Quant  au  résultat  y  =  00  ,  il  fait  soupçonner  que  le  même 
axe  sert  d'asymptote  à  la  courbe  que  l'on  sait  être  indéfinie  dans 
le  sens  des  y,  puisque  l'équation  ^3)  est  du  premier  degré  en  x. 
Et ,  en  effet ,  si  l'on  résout  cette  équation  par  rapport  à  x ,  on 
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3y  +  4       3       4      * 
obtient    *  =    ,  .       =  -  -f-  -^  +  etc.,     valeur  qui  se  rap- 

proche  de  plus  en  plus  de  *=  o,  à  mesure  que  jr  augmente, 
et  se  réduit  à  x  =  o,  lorsqu'on  suppose    jr  =  oo. 

Soit  actuellement    x  =  i  \    l'équation  (4)  donne 

ou,  à  peu  près ,    y=3-  et  y  =  —  -  ;    ce  qui  donne  BN  et 

BN'  pour  deux  ordonnées  de  la  courbe. 

34 
Soit  encore  x  =  2,  on  obtient  ^y  =  -  et  je.  ce  o.   Ainsi  la 

courbe  passe  par  le  point  C  et  par  le  point  C,  pour  lequel  on  a 

a 

Les  points  déjà  déterminés  suffisent  pour  donner  une  idée  du 
cours  de  la  courbe  correspondante  à  l'équation  (3)  ;  elle  est 
assez  exactement  représentée  par  E'HN'CEC'N. . . . 

Au  reste,  la  partie  inférieure  CN'HE',.. .  est  inutile  à  con- 
sidérer pour  l'objet  que  nous  nous  proposons.  Quant  à  la  par- 
tie*supérieure  CECN, ....  il  est  visible  qu'elle  ne  peut  avoir 
qu'un  seul  point  commun  avec  la  parabole  LAI/;  et  ce  point  M 
ayant  une  abscisse  comprise  entre  i  et  a,  il  s'ensuit  que  l'équa- 
tion (i)  n'a  qu'une  seule  racine  réelle  positive. 

Elle  n'a  point  de  racine  négative;  car  l'équation 

3.T+4 

nous  apprend  qu'à  des  valeurs  de  y  positives ,  il  correspond 
*     toujours  des  valeurs  de  x  positives.  Ainsi  la  seconde  courbe 
ne  peut  rencontrer  la  première  dans  l'angle  YAX'. 

Observons  encore  que,  d'après  la, forme  indiquée  pour  la 
seconde  courbe,  une  ligne  droite  ne  peut  la  rencontrer  qu'en 
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trois  points  au  plus;  ce  quittait  être,  puisque  ^n  équation  e$t 
du  troisième  degré. 

Nous  pouvons  conclure  4e  ce  qui  précède  que  l'équation 
proposée  n'a  qu'une  seule  racine  réelle, 

4o3.  Prenons,  pour  nouvel  exemple,  l'équation  du  sixième 
degré 

*6  —  as*  +  ax*  -f-  S*4  —  x  —  a  =  o.  . . .  (i) 

Au  lieu  de  poser  #*=  y ,  oe  qui  donnerait  lieu. à  une  équation 
du  troisième  degré  en  xety }  dont  la  construction  ne  laisserait 
pas  d'être  difficile,  on^eut  faire 

**=e:jr, '  (a) 

et  l'équation  (r)  devient 

y*  —  axy  -f-  %y  •+•  3.»*  — -  a?  —  a  =  o (3) 

Le  lieu  géométrique  de  l'équation  (a)  est  une  courbe  du 
troisième  degré;  mais  la  construction  en  est  très  simple. 

Observons  d'abord  que,  les  valeurs  de  x  et  de  y  étant  né- 
cessairement de  même  signe,  d'après  l'inspection  de  l'équa- 
tion, la  courbe  doit  s*étcndre  indéfiniment  à  la  droite  de 
l'axe  des  y,  mais  au-dessus  de  l'axe  des  x,  puis  à  la  gaucbe  de 
Paxe  des  jr,  mais  au-dessous  de  Taxe  des  x. 

En  outre,  puisque  la  substitution  de  —  x,  —  y  à  la  place  de 
~f-  *>  +JK>  ne  change  pas  l'équation ,  il  s'ensuit  (n°  37$)  que 
l'origine  des  coordonnées  (qui  se  trouve  sur  la  courbe,  puisque 
jf  =  oj=3û  vérifient  l'équation)  est  en  même  temps  le  centre 
de  cette  courbe. 

On  peut  même,  en  résolvant  le  problème  des  tangentes 
d'après  la  méthode  générale  exposée  n°  39a ,  reconnaître  que 
Fig.a3i«  l'axe  des  x  est  une  tangente  au  point  A  (fig-  a3i),  mais  cela 
n'est  pas  nécessaire  à  notre  but. 

Actuellement ,  pour  être  en  état  de  tracer  la  courbe ,  il  suf- 
fit de  donner  k  x  quelques  valeurs,  soit  positives,  soit  néga- 
tives.  . 


▲   LA   BisOLBTIftfcf   BfïS   ÉQUATIONS.  5*5 

Pow    «s±-t  on  trouve  y  =  ±:  g, 

x  ses  zs  i|   »••*••••' y  ===  33  i  » 

..3  .    a7  3 

* a'  y :  q 5' 

*  as  ±  2,    _y  =  ±  8. 


» 


La  courbe  passe  donc  par  les 'points  (N,  tï),  (J8',n')f  (H  *,«*), 
déterminés  par  ces  systèmes  de  coordonnées,  et  elle  a  la  forme 
itVnÀNN'N'.... 

On  toit  encore ,  d'après  la  nature  des  valeurs  de  y  cor* 
.  respondantes  aux    valeurs  de  x ,  qu'à    partit  dp,  x  ses  i ,  la 
"    courbe  s'éfève  très  rapidement  au-dessus  de  Taxe  des  x. 

4<>4»  Occupons-nous  maintenant  de  Pét^uat ion  (3).  £n  la  résol- 

yant  par  rapport  à  y y on  tromv*  yr+x  >■»! dfc  K  — -  2** *—  *  «4-  3  ; 

d'où  il  suit  que  la  courbe  est  une  ellipse,  qui  a  pour  l'un  de 
ses  diamètres    y  =  x  —  1 ,  ou  DD'. 

3 

Ses  limites,  tirées  de  —  a** — x  +  3=o,  d'oà  x*a*)  *=— -  , 

2 


sont  représentées  par  DL ,  CD'  \  et  après,  avoir  déterminé 
points  d'intersection  avec  les  axes ,  ainsi  que  le  diamètre  Il'# 
conjugué  du  diamètre  DD',  comme  on  l'a  vu  (n°*  36ir363), 
on  obtient  la  courbe  DLDTD,  qui  n'a  évidemment  que  deux 
points  communs  avec  la  première  courbe* 

Ainsi  9  l'équation  proposée  n'a  que  deux  racines  réelles, 
l'une  positive j  et*  comprise  entre  o  et  i;  l'autre  négative,  et 
comprise  entre  —  1  et  — a. 

•    On  peut  s'exercer  sur  l'équation     x5  —  if*3  +  5x  -— 6  =  o\ 
(fig.  *3a)  ;  et  en  posant  **=)%  d'où  y'x  —  £yx-\-5x  —  6=0,  Fig.a32. 
on  reconnaîtra  que  l'équation  n'a  encore  qu'une  racine  réelle. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  cette  méthode  de  dé- 
couvrir le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  numc- 
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rique ,  méthode  qui  nous  semble  préférable  à  la  formation  de 
l'équation  aux  différences,  puisqu'elle  s'applique  très  aisément 
à  toute  équaftion  qiK  ne  surpasse  pas  le  quatrième  degré  ;  tan- 
dis que  la  détermination  de  l'équation  aux  différences,  même 
pour  une  équation  du  quatrième  degré,  entraine  dans  des 
calculs  presque  impraticables* 

4<>5.  Remarque.  L'équation  y  =  a3,  dont  on  a  fait  usage 
dans  l'exemple  précédent ,  est  un  cas  particulier  de  l'équation 

y  =  a  +  bx  +  cx%  +  dx*+exi+fx*  + qui,  étant 

construite  pour  toutes  les  râleurs  qu'on  peut  attribuer  aux 
constantes  a ,  b ,  c ,  d, .  : . . .  et  suivant  le  rang  ou  degré  du 
terme  auquel  on  arrête  le  second  membre  de  cette  équation , 
donne  lieu  à  des  lieux  géométriques  connus  sous  le  nom  de 
courbée  paraboliques. 

En  ne  prenant  que  les  trois  premier»  termes  du  second   • 
membre ,  on  a  l'équation    y  =  a  -f-  bx  -+-  ex*  qui  apparient 
à  la  parabole  ordinaire  ;  ses  axes  principaux  sont  parallèles  aux 
axes  coordonnés  (supposés  rectangulaires). 

L'équation  y  =  a  +  b x  -f-  cx%  +  dx3 ,  donne  les  paraboles 
du  troisième  degré;  ainsi,  le  lieu  géométrique  de  l'équation 
y  =  x?  est  une  espèce  particulière  de  parabole  cubique  *  et 
ainsi  de  suite. 

Les  géomètres  ont  encore  tiré  parti  de  la  construction  de 
ces  courbes,  soit  pour  déterminer  approximativement  les  ra- 
cines des  équations  numériques  à  une  seule  inconnue,  soit 
pour  expliquer  les  principes  fondamentaux  de  leur  résolution. 
Mais  les  bornes  que  nous  devons  mettre k  notre  ouvrage,  déjà 
trop  étendu,  ne  nous  permettent  pas  d'entrer  dans  ces  nouveaux 
détails,  qu'on  trouve  d'ailleurs  fort  bien  exposés  dans  l'Algèbre 
de  M.  Garnier  (deuxième  volume). 
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TROISIÈME  SECTION. 

GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  TROIS 

DIMENSIONS. 


CHAPITRE  VIL 

Des  points }  de  la  ligne  droite  et  du  plan 
»  dans*  t  espace. 

§   Ier.  Équations  du  point. 

4o6.  Db  même  qu'un  point  est  déterminé  de  position  sur  un 
plan,  par  le  moyen  de  ses  distances  à  deux  droites  menées  à* 
volonté  dans  ce  plan,  de  même ,  sa  position  est  fixée  dans  l'es- 
pace ,  dès  que  l'on  connaît  ses  distances  à  trois  plans. 

Soient  trois  plans  YAZ,  XAZ,  XAY  (fig.  a33)  que  nousFig.*33. 
supposerons  d'abord  perpendiculaires  entre  eux ,  et  qui  se  cou- 
pent suivant  trois  droites  AZ,  AY,  AX  dont  chacune  est  per- 
pendiculaire aux  deux  autres,  d'après  la  théorie  des  plans. 
Appelons  a,  b ,  c  les  àSstances  d'un  point  de  l'espace  à  ces  trois 
plans,  distances  qui  sont  censées  connues  ;  je  dis  que  le  point 
est  complètement  déterminé  de  position,  en  admettant  toutefois 
qu'on  sache  aussi  d'avance  que  ce  point  se  trouve  situé  dans 
l'intérieur  de  l'angle  trièdre  AXYZ. 

En  effet,  prenons  sur  les  trois  droites  AX,  AY,  AZ,  des  dis- 
tances AB,  AC,  AD  respectivement  égales  ha,  b,  c\  et  me- 
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nous  par  les  points  B,  C,D  des  plans  parallèles  aux  plans  donnés. 
D'abord ,  puisque  tas  deux  premiers  plans  parallèles  ont  tous 
leurs  points  placés  sus*  distantes  a,  b  des  plans  YAZ,  XAZ, 
il  s'ensuit  que  tout  les  points  de  Mm ,  intersection  commune 
de  ces  plans  parallèles ,  jotlifsent,  exclusivement  à  tout  autre 
point,  ita  In  propriétljdtâtito 4  eéè  lAtêmet  distances  de  YAZ  et 
de  XAZ.  Dobc  dij&  le^Sdirtt' cherché  se  trouve  sur  cette  ligne. 
D*un  autre  côté /le^oint  doit  aussi  être  situé  quelque  part  sur 
le  troisième  plan  pacaUète ,  puisque  tous  les  points  de  ce  plan 
sont,  à  l'exclusion  de  tout  autre  point,  à  la  distance  ÀD  =  c 
du  plan  XAY*  Donc  enfin  fa  point  cherché  n'est  autre  chose 
que  le  point  M  oit  le -troisième  plan  parallèle  coupe  l'intersec- 
tion commune  des  deux  premiers;  et  sa  position  est  tout-à  fait 
déterminée. 

Nous  conviendras  de  désigner  par  x  les  distances  au  plan 
YAZ  comptées  sur  AX ,  par  y  les  distances  au  plan  XAZ  comp- 
tées sur  AY,  et  »pa*  z  lès  distances  au  plan  XAY  comptées  sur 
AZ;  en  sorte  queAX,AY,  AZ,  intersections  des  trois  plans 
deux  à  deux ,  seront  les  axes  des  x ,  des  y  et  des  s.  On  les  appelle 
conjointement  axe$  coordonnés  ,  et  les  distances  dont  nous  ve- 
nons de  parler  sont  dites  les  coordonnées  du  point*  Toutes  ces  ' 
dénominations  sont  analogues  à  celles  que  nous  avons  employées 
dans  la  Géométrie  à  deux  dimensions. 

Nous  nommerons  aussi  plan  des  yt ,  le  plan  YAZ  perpendi- 
culaire à  Paxe  des  X}  plan  des  x% ,  le  plan  JLAZ  perpendiculaire 
à  l'axe  des  y\  et  plan  des  xy  le  plan  XAY  perpendiculaire  à 
l'axe  des  z.  Ce  dernier  plan  est  ordinairement  représenté  dans 
une  position  JwrizontaU ,  et  les  deux  autres  dans  une  position 
verticale. 

Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,,  que  les  équations 

x  =  af    jr  =  b,     s  =  c, 

(  a ,  b ,  c  étant  des  quantités  connues  ) ,  suffisent  pour  fixer  la 
position  du  point  dans  l'espace;  elles  sont,  pour  cette  raison, 
nommées  les  équations  du  point. 
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On  doit  remarquer  toutefois  que ,  oomme  les  trois  plans  • 
coordonnés j  étant  prolongés  indéfiniment,  déterminent  huit 
'  angles  trièdres,  savoir,  quatre  formés  au-dessus  du  plan  des  xy3 
et  quatre  au-dessous  de  ce  même  plan -,  il  faut  encore  exprimer 
par  l'analyse ,  dans  lequel  de  ces  huit  angles  le  point  se  trouve 
situé.  Il  suffit,  pour  cela,  d'étendre  aux  distances  à  des  plans 
les  principes  qui  ont  été  établis  (n*  26)  pour  les  distances  à 
des  points  ou  à  des  droites,  c'est-à-dire  que,  si  ton  regarde  comme 
positives  les  distances  comptées  sur  AX.,  à  la  droite  du  point  A., 
on  doit  regarder  comme  Nioinvit  les  distances  comptées  à 
gauche,  c'est-à-dire  dans  le  sens  AX'. Même  raisonnement  pour 
les  deux  autres  coordonnées. 

On  doit  donc  distinguer  (n*  i35)  dans  les  quantités  a,b,c, 
non-seulement  les  valeurs  numériques  de  ces  quantités ,  mais 
encore  les  signes  dont  elles  sont  affectées ,  eu  égard  aux  diverses 
situations  que  le  point  peut  avoir  dans  les  angles  trièdres  for- 
més par  les  trois  plans  coordonnés. 

D'après  ce  nouveau  principe,  on  a,  pour  exprimer  com- 
plètement la  position  d'un  point  dans  l'espace,  les  combinaisons 
suivantes  : 


x — +a  t  y =+é ,  *=+c ,  point  situé  dans  Fangle  AXY  Z  , 

*=— *>  j— +*  >  «=+c ,  ,  A  XTZ , 

x=+fl, jr=r— A,  *=+c,  AXYZ  , 

*=+« ,  y=+*>  *=— c,  '. . . .  AXYZ' , 

x=— a,  y=— 6,  «=+c,  AX'YZ, 

x=— a,  y=+b,  z=— c,  AX'YZ', 

x=+a,  j=— 6,  *=— c, axy*z', 

x=—a,y=— b,z=z—c,  AXTT'Z'; 


en  tout,  Huit  combinaisons,  savoir  :  deux  systèmes  dans  les- 
quels les  signes  sont  les  mêmes;  trois  dont  un  signe  est  négatif 
et  les  deux  autres  positifs;  et  trois,  dont  un  signe  est  positif 
et  les  deux  autres  négatifs. 

407.  Le  point  peut  ensuite  se  trouver  dans  des  positions 
particulières.  Par  exemple,  pour  exprimer  qu'un  point  est  si- 
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•  tué  dans  le  plan  des  xy ,  il  faut  écrire  que  sa  distance  %  à  ce 
plan  est  nulle}  et  l'on  aurait  pour  les  équations  de -ce  point , 

x  =  a,     y  s=  b)     z  =  o. 

De  même ,.  un  point  placé  sur  Taxe  des  x ,  pour  lequel  les 
-  distances  aux  plans  des  x&  et  des  xy  sont  ou//**  à  la  fois, 
aurait  pour  équations , 

xsa,     yso,     s  =s  o. 

Et  ainsi  des  autres  points  plaeés,  soit  sur  les  plans,  soit  sur  les 
axes  coordonnés. 

4<>8.  Première  remarque.  Les  plans  parallèles  aux  trois  plans 
coordonnés,  et  qui  ont  servi  (n°  4°6)  a  fixer  la  position  du 
poiut  M  (fig.  233  ) ,  déterminent  avec  ceux-ci  un  parallélépi- 
pède rectangle,  dont  les  douze  arêtes,  égales  4  a  4»  ne  spnt 
autre  chose  que  les  trois  coordonnées  x,  y,  z,  du  point  M. 
D'un  autre  côté,  l'on  sait  que  les  pieds  m,  m',  m*  des  per- 
.  pendiculaires  abaissées  sur  les  plans  coordonnés ,  sont,  en  terme 
de  Géométrie  descriptive,  les  projections  du  point  M  sur  ces 
trois  plans. 

D'après  cela ,  si  l'on  suppose  que    x=a,  y  =  b)  t  =  c, 
soient  les  équations  du  point  M,  on  a  pour  les  coordonnée* 

de  m',  les  équations x  =  a,    y  -=z  b\ 

pour  celtes  du  point  m% > . . .     x  =  a,     z  =s  c  ; 


Z   =    C. 


ce  qui  donne  pour  celles  du  point  m", . .      y  =  b9 

D'où  l'on  toit  que  les  projections  du  point  M  snr  deux  des 
plans  coordonnés  étant  connues,  la  troisième  projection  s'en- 
juit  nécessairement. 

C'est,  au  reste,  ce  qu'on  peut  reconnaître  aisément  sur  [à 
figure.  En  effet,  soient  m,  m' les  projections  données;  me- 
nons de  ces  points,  et  dans  les  plans  des  xy  et  des  xz,  mC, 
mT)  parallèles  à  AX;  puis  des  points  C,  D,  et  dans  le  plan 
diJ^'s,  élevons  Cm"  parallèle  à  AZ,  Dm"  parallèle  à  AYj  le 
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point  m",  où  ces  deux  dernières  lignes  se  rencontrent,  repré- 
sente la  troisième  projection.  > 

4<X).  Seconde  remarque.  On  peut  encore  expliquer  pourquoi , 
dans  la  Géométrie  descriptive,  il  suffit  de  deux  plans  de  pro- 
jection a  pour  fixer  la  position  d'un  point;  tandis  que-,  dans  la 
Géométrie  analytique ,  il  faut  trois  plans  coordonnés  : 

La  connaissance  des  projections  d'un  point  sur  un  plan  ho- 
rizontal et  sur  un  plan  vertical ,  est  en  effet  suffisante  pour,  les 
constructions  graphiques;  mais  si  l'on  «veut  fixer  analytique- 
ment  la  position  de  chacune  de  ces  projections,  par  exemple, 
des  points,  ni  ,  m",  il  faut ,  premièrement ,  tracer  dans  le 
plan  horizontal  (xy)  deux  axes  rectangulaires  AX,  AY;  se- 
condement, tracer  dans  le  plan  vertical  (x«)  deux  axes  AX,  AZ, 
en  prenant ,  pour  plus  dé  simplicité,  pour  axe  commun*  l'in- 
tersection des  deux  plans  de  projection.  Or,  il  est  évident 
que  les  deux  axes  AY,  AZ  déterminent  un  troisième  plan 
rectangulaire  avec  les  deux  autres.  Ainsi,  géométriquement, 
deux  plans  suffisent;  mais  analytiquement,  il  en  faut  trois. 

4io.  Lorsque  les  plans  coordonnés  ne  sont  pas  rectangu- 
laires ,  auquel  cas ,  les  axes  AX,  AY,  AZ  (fig.  234)  font  entre  F"g-a34. 
eux  des  angles  quelconques,  et  sont  dits  des  axes  obliques,  les 
équations  d'un  point  M  sont  encore,     x  =s  a,  y=.b,  *  =  c. 

Mais  alors ,  a,  b ,  c ,  expriment  des  distances  comptées  paral- 
lèlement à  ces  axes;  et  les  projections  du  point  M  s'obtiennent 
par  les  lignes  Mm,  Mm',  Mm"  respectivement  parallèles  à 
AX,  AY,  AZ. 

Du  reste,  tout  ce  qui  a  été  dit  n"  4°7>  4°&>  est  applicable 
au  cas  où  les  axes  sont  obliques. 

4n.  Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  de  Y  ex- 
pression de  la  distance  entre  deux  points  dont  les  coordonnées 
sont  connues  {voyez  n°  137). 

.    Soient  x  ,   y,  %'  les  coordonnées  d'un  premier  point  M, 
(ftg.  a35),  x%  y",  z"  celles  d'un  second  point  N ,  rapportées  d'à-  Fig.*35. 
bord  à  trois  axes  rectangulaires  AX,  AY,  AZ.  Il  résulte  de  la 
remarque  (n°  4o8)  que,  si  des  points  M,  N,  on  abaisse  les  per- 
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pendîculaires  Mm,  Nn  sur  le  plan  des  scy>  puis  des  pointe 
m,  »,  les  parallèles  roP,  nQ  à  l'axe  des  j",  il  résulte,  dîs-je, 
que,  l'on  a 

AP=sr/,  ^P=r',  Mms=i',    et    A<£=x",  "0==?*,  N*=*\ 

■ 

Tirons  ensuite  mn,  ce  qui  détermine  un  trapèze  MN/im» 
puis  menons  dans  le  plan  de  ce  trapèze,  NH  parallèle  à  nm, 
et  sur  le  plan  des  zy,  riL  parallèle  à  AX. 

Cela  posé,  les  triangles  rectangles  MNH  et  mnh  donnent, 


MN  »  MH  +  NH  =  mn  +  NH, 
et  mn  =s    nL  +  w»L  =  PQ  4-  mLj 

d'où  l'on  déduit    MN  =  W^  +  ï^L + NH.* 

Mais  on  a  évidemment 

PQ  =  x'_  x\  7wL  =  y-y,  NH  =  *'  —  **; 
d'où 

PQ  =  (^  -  x")\  "^Tsr  {j>  -y)*,  «H *=t  (*'-  O'J 
-  donc  enfin , 

m\  ou  d*=(x'— *T+(y-y)'+(*'-oa> 

et  par  conséquent,  D=  ]/[pcf—  a:") * + (y—y")* + (*'— z*)*~ 

Telle  est  l'expression  générale  de  la  distance  de  deux  points , 
en  fonction  des  coordonnées  de  ces  points  rapportés  à  des  axes 
rectangulaires. 

On  parvient  encore  à  cette  formule  de  la  manière  suivante  : 

Fig.a33.      Soient  tirées  dans  la  figure  a33,  les  lignes  AM,  Am;  les 

deux  triangles  ABm,  A/nM,  rectangles,   l'un  en  B,   l'autre 

en  m,  donnent  Am=AB  +  Bm,     AM  =  Am  +  Mm,  d'où 

AM*=  AB*+  Bm*+  Mm  =  ÂB  +  AC  +  jjj>! 
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•  On  reconnaît  ainsi,  en  passant,  que  dans  tout  parallélépi- 
pède rectangle,  le  carré  de  l'une  de*  diagonaiâê  est. égal  à  la 
somme  des  carrés  des  trois  arêtes  contigues. 

Cela  posé,  considérons  les  points  M,  N  (fig.  a35)  et  menons  Yîp- 
pas  chacun  de  ces  points,  trois  plans  respectivement  parallèles 
aux  plans  coordonnés.  Les  deux  plans  parallèles  au  plan  des 
j'Zt,  sont  nécessairement  parallèles  entre  eux;  il  en  est  de 
même  des  deux  plans  parallèles  au  plan  des  x&  et  des  deux 
plans  parallèles  au  plan  des  xy.  Ces  six  plans  parallèles  deux 
à  deux,  déterminent  donc  un  parallélépipède  rectangle  dont 
Mflf  est  une  diagonale ,  et  dont  les  arêtes, étant  nécessairement 
parallèles  aux  trois  axes,  sont  respectivement  égales  aux 
différences  des  distances  des  points  M,  N  aux  trois  plans 
coordonnés. 

Or,  en  appelant  p,  q ,  r,  trois  arêtes  contigues  de  ce  paral- 
lélépipède', on  a,  en. vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  _ 

donc  à  cause  de    p=x'—  a?*,  q  =  y'—y"}  r=zz'  —  z" f 

MN*  ou    D»=(j^  —  x*)*-f  (/—/)*  +  fc'  — *')*. 

Ge  moyen  de  démonstration  peut  paraître  moins  simple  que 
le  précédent;  mais  il  a  l'avantage  d'être  applicable  à  la  recher- 
che de  l'expression  de  la  distance  entre  deux  points,  lorsque 
les  axes  sont  obliques! 

4 1 2.  Deux  points  de  l'espace  étant  supposés  rapportés  à  des 
axes  obliques ,  imaginons ,  comme  tout  à  F  heure,  par  chacun  de 
ces  points,  trois  plans  respectivement  parallèles  aux  plans  coor- 
donnés. Les  six  plans  obtenus  de  cette  manière  sont  parallèles 
deux  à  deux,  et  déterminent  dans  l'espace  un  parallélépipède 
oblique  dont  la  distance  des  deux  points  donnés  est  une  des 
diagonales,  et  dont  les  arêtes  ont  pour  longueur,  les  différences 
des  coordonnées  des  deux  points. 

Toute  la  difficulté,  pour  obtenir  cette  diagonale,  consiste 
donc  à  déterminer  Celle  d'un  parallélépipède  oblique +  connais* 
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«a»*  &«  arvto  <&  c*  parallélépipède  et  les  angles  qu'elles  fil- 
ment entre  elles. 

La  solution  que  nous  «lion*  donner  de  ce  problème  est  ex- 
traite de  la  cinquième  note  de  la  Géométrie  de  Legendre. 

Fig.*34-     Soient  ABm  CM{fig.  a34)  un  parallélépipède  oblique;  AB, 
AC,  AD,  trois  arêtes  contiguës;  AM  l'une  de  ses  diagonales. 

Posons,  pour  abréger ,  ÀB~p,  AC=qy  AD=r,  AM=D; 

puis  BAC  =  »,  BAD  =  C,  CAD=±>.,  DAm  =  J;  (les  quan- 
tités D,  ï  sont  inconnues). 

Les  deux  triangles  obliquangles  ABm,  AmM  donnent  CTri- 
gonométrie,  n°  ga), 


■•       — -?» 


Km  =  AB  +  Bm  +  aAB  X  Bm  .  cos  BAC, 


et       AM  =  Am  •+•  Mm+  aAm  X  Mm  .  cos  DAm; 

dV>u        AM = AB  +  Bm  +  Mm  +  a  AB  X  Bm  .  cos  BAC 

+  aAm  X  Mm  cos  DAm , 

ou  bien ,  employant  les  notations  convenues, 
D*sb/7*+  qi+ri+iipq  m  cos<t+ar  .  Am  .  cost...   (i) 

Ainsi  tout  se  réduit  à  déterminer  cos  t\  car  Am  est  déjà 
connu,  d'après  la  première  des  équations  ci-dessus;  mais  nous 
verrons  bientôt  qu'il  est  inutile  de  substituer  actuellement  sa 
valeur. 

Pour  calculer  l'angle  ^,  nous  aurons  recours  aux  principes 
de  la-Trigonométrie  sphérique.  Considérons  le  point  A  comme 
le  centre  d'une  sphère,  dont  les  intersections  avec  les  plans 
BAC,  BAD,  CAD,  DAm,  soient  les  arcs  de  grand  cercle  EFy 
EG,  GF,  GH;  il  résulte  de  cette  construction,  que  les  angles 
a>  £>  y>  £,  peuvent  être  remplacés  par  les  trois  côtés  du 
triangle  sphçrique  EFG  et  par  l'arc  GH;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

EF=«,  EG  =  C,  GF  =  >,  GH  =  * 
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Cela  posé,  les  deux  triangles  sphériquesGEF,  GHE,  donnent 
(en  Tertu  du  principe  xu°  1 18) , 


r       cosy— ^cos#co»C 
sin  «sin  C 


sin  #sin 

et  eos^  =  cosCcosEU  +  smCsin£H'cosE; 

ou,  mettant  à  la  place  de  cou  E,  sa  râleur, 

•,  0       «v.*  .    «aEHeos>— sin  EH  cos  *  cos  C 

cos<r=cosC  cos  EH  +  ■      >  ■   ■ — - — i \ 

sin* 

ou,  réduisant  l'entier  en  fraction  et  obserrant  que 

sin  «  cos  EH  —  sin  EH  cos  «  s  sin  («. —  EH)  se  sin  FU  ,. 

.  A     sinFH   .  sin  EH 

cos<T=oosb  .  — t— —  +  cosy  .     ■  ■  ■    ■ 

sin  «  sin  « 

Mais  les  triangles  rectilignes  ACm,  ABm,  donnent, 

i°.  Am  t  Cm  t:  sin ÂCm  !  sin CAm: 

*  * 

„  .  p        sin  CAm      sinFH 

d'où  -f-  =  -: — Tpr-  =  — : ; 

Ain      sin  ACm        sin* 

2°.  km  :  Bm  ::  sin  ABm  :«inBAm; 

„  ,  a        sinBAm      sin  EH. 

a  ou  i   ses     ■  i       i    — p  m————  • 

Am      sin  ABm         sin*   ' 

donc  oos^=cosC.  ~--r*cos>  . -j^-j 

Am  Am 

et  par  conséquent,    AmX  eos/rspcosC-f-çoosy. 

Substituant  cette  yaleurde  Am.oos/,  dans  l'équation  (i), 
on  obtient 

D»  rr  p*  -+.  ç*  -f-  r*+  2pç  cos  «  -f-  apr  cos?  +  a</r  cos  j^; 

ce  qui  donne  enfin,  pour  l'expression  générale  de  la  distant* 
entre  deux  points  rapportés  à  trois  axes  obliques, 
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Si,  dans  cette  "torïwrtey  en  suppose  a'  ==s  of  a"  s=  o,  ce  qui 
revient  à  <xta6idéf|et  i*T  distance  entre  les  projections  des  deux 
points  sur  le-<pU*46SWj<j  il  vient 

résultat  identique' avec  teioi  que  nous  avons  obtenu,  n°  i38. 

§  IL  Équations;  de  la  ligne  droite  dans  t espace* 

4i3.  Lorsque  &c$  points  sont  en  ligne  droite  dans  l'espace, 
on  sait  que  leurs  projections  sur  un  même  plan  sont  aussi  en 
ligne  droite  ;  et  cette  seconde  droite  est  dite  la  projection  de 
la  première  sur  ce  plan.  On  sait  encore  que  les  projections  d'une 
droite  sur  deux  plans  suffisent  pour  déterminer  sa  position  ; 
d'où  il  suit  qu'une  droite  serait  fixée  analytiquement ,  si  l'on 
connaissait  les  équations  de  ses  projections  sur  deux  des  trois 
plans  coordonnés. 

Ordinairement,  on  considère  les  projections  de  la  droite  sur 
les  plans  des  x%  et  des  yz\  et  comme  ces  dçux  plans  ont  pour 
axe  commun,  AZ,  c'est  cette  ligne  qui,  dans  chacun  des  plans, 
est  regardée  comme  l'axe  des  abscisses;  AX  est  alors  l'axe  des  or«- 
données  sur  le  plan  des  sr&,  et  ÂY  l'axe  des  ordonnées  sur  le 
plan  desyz. 
Fig  a36\  Ainsi,  soient  MN  {Jlg.  a36)  une  droite  quelconque  dan» 
l'espace,  mn,  m'ri  ses  projections  sur  les  plans  des  xz  et  desys; 
nous  présenterons  les  équations  de  ces  deux  projections,  sons 

\   y  =  bm+e;  ...  (a)  / 

I 

a,  h  sont  des  constantes  qui  (n°  i4<>)  désignent  les  tangentes 
des  angles  que  forment  mn,  m'n'  avec  l'axe  des  a;  et  «,  C 
expriment  les  distances  de  l'origine  aux  points  B  et  G  ou  ces 
droites  rencontrent  l'axe  des  x  et  Taxe  des  y. 
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4*4*  M  es*  a  remarquer  que  l'équation  x  sa  az  +  *,  exprime 
non- seulement  une  relation  entre  les  x  et  les  *  de  tous  les  points 
de  la  droite  mn ,  mais  encore  une  relation  entre  les  x  et  les  z 
de  tous  les  points  du  planmpdiM  magné,  par  m»>  perpendi- 
culairement au  plan  des  x*;  car, peur*  Uàit  point  M  delà  perr 
pendiculaire  rM  à  ce  plan ,  les  ooordopaéet>t?et  «sont  (n°  4o&) 
représentées  par  mP,  AP  qui  appartiennent  aussi  à  la  droite  mn. 

Pareillement ,  l'équation  j<  =  bz  +  C,  contient  non-seulement 
à  tous  les  points  de  la  projection  pV^m^ encore,  à  tous  ceux 
du  plan  mVNM  mené  perpendiculairement  au  plan  desyz,  par 
la  droite  m  ri. 

Donc  le  système  de  ces  deux  équations  existe  pour  tous  les 
points  de  la  droite  MN,  intersection  des  plans  perpendicu- 
laires, et  n'existe  que  pour  ces  points.  Ces  équations  sont,  en  ce 
sens,  les  équations  de  la  droite  elle-même,  quoique  d'abord  nous 
ne  les  avons  établies  que  comme  celles  des  deux  projections. 

Il  résulte  de  là  évidemment  que  l'élimination  de  la  variable  z 
entre  les  deux  équations,  donne  lieu  à  une  troisième  équation 
en  x  et  y,  qui  représente  la  projection  m  ri  de  la  droite  sur  le 
plan  des  xy  ;  ou  plus  généralement,  cette  équation  appartient 
à  tous  les  points  du.  plan  MNrim*  mené  par  la  droite  MN 
perpendiculairement  au  plan  des  xy. 

4i  5.  Cas  particuliers.  Lorsque  la  droite  passe  par  l'origine,  il 
en  est  de  même  de  ses  projections  ;  ainsi  (n°  4*3),  les  distances 
«,  C,  sont  nulles,  et  les  équations  de  la  droite  se  réduisent  à 
x=  azf  y=bz. 

Il  peut  arriver  que  la  droite  soit  située  dans  l'un  des  plans 
coordonnés,  par  exemple,  dans  le  plan  des  xz.  On  a  alors,  pour 
tous  les  points  de  cette  droite;  y  -^  o  ;  et  les  équations  de- 
viennent x--=z  az  H-  a,  yt=so\  c'est-à-dire  que,  dans  ce' cas, 
on  doit  avoir  6  =  0  et£=o;  ce  qui  est  évident  d'ailleurs, 
d'après  la  figure,  puisque  la  projection  de  la  droite  sur  le  plan 
des  yz ,  se  confond  avec  l'axe  des  z. 

Même  raisonnement  par  rapport  aux  deux  autres  plans  coor- 
donnés. 
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4i6.  Tant  que  les  constantes  a,  b9  «,  C  sont  données  à. 
priori,  la  droite  est  complètement  déterminée  de  position.  Pour 
en  obtenir  le$  dift%ens  points,  il  suffit  xle  donner,  dans  les 
deux  épations  «cscâs-t-*,  y=bz  -fr  C,  à  la  variable  *,  par 
exemple ,  une  Valent;  partieuliàre  zc  ;  cequi  entraîne,  pour  cha- 
cune des  deux  autres,  s  et  y,  une  valeur  correspondante,  sa* 

• 

voir  :         i=ûj'  +  J=;i',     y  =  bz  -f- C  =  ^'. 

Prenant  alors  sur  AX  (Jig.  337) ,  une  distance  AP  =  x\  on 
mène  Pm"  parallèle  à  AT  et  égale  à  jf7;  puis  au  point  m-",  on 
conçoit  une  perpendiculaire  au  plan  des  xy,  qui  soit  égale  à  *'  ; 
et  le  point  M  ainsi  déterminé,  appartient  à  la  droite.  On  obtien- 
drait de  la  même  manière  tous  les  autres  points. 

Mais  on  peut  se  proposer  de  déterminer  les  constantes  a,  by 
«,C,  d'après  certaines  conditions;  ce  qui  donné  lieu  à  une  série 
de  problèmes  en  trois  dimensions ,  analogues  à  ceux  que  noua 
a  présentés  la  ligne  droite  considérée  sur  un  plan. 

417.  Première  question.  Trouver  les  équations  d'une  droite 
assujettie  à  passer  par  deux  points  donnés» 

Appelons  x' ,  y' ,  z  les  coordonnées  du  premier  point, 
x"  >y"  y  *"  celles  du  second  point.  Les  équations  de  la  droite 
cherchée  seront  d'abord  de  la  forme 

x  =  az  -f-  «,....     (1) 
y  =  bz  +  Cj...  .     (a) 

a,  b,  et,  C  étant  des  quantités  inconnues  pour  le  moment. 

Or,  les  points  (x' ,  y* ,z'),  (x",y'f  z*)  appartenant  a  la. 
droite,  leurs  coordonnées  doivent  vérifier  les  équations  (i)v 
(a) ,  et  l'on  a  les  quatre  relations 

x   t=  az   -f-  <£,....     (3) 

y  =  h  +  €,....    (4) 

x"  =  a**  ■+■*,.. ..     (5) 

y=w  +  c (6)] 

En  appliquant  à  ces  six   équations  la  méthode   du  n°   ifô, 
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on  trouve  successivement 

jd'ouJ  *_   . 

et  par  conséquent. 


Ces  deux  dernières  équations,  qui  ne  renferment  plus  que 
les  variables  x,  y,  %,  et  les  quantités  connues  x'9y',  z,  x',y">  &*, 
sont  les  équations  cherchées. 

iV.  B.  Quant  aux  équations  x  —  a/  =  a(«  —  *')* 
y  —  y  =  6  (s  —  *')  *  obtenues  dans  le  cours  du  calcul,  elles 
caractérisent  une  ligne  droite  passant  par  le  point  (V,  y  >  «'), 
puisqu'elles  sont  satisfaites  par  les  hypothèses  x  =  xf,  y  =  y  , 
z=.z.  Les  quantités  a  ,b  se  déterminent  ensuite  au  moyen 
d'une  seconde  condition  que  l'on  peut  imposer  à  la  droite  ; 
dans  le  problème  précédent,  cette  condition  consiste  à  faire 
passer  la  droite  par  un  second  point 

4*8.  Seconde  question.  Par  un  point  donné  hors  (tune 
droite  j  mener  une  parallèle  à  cette  droite. 

Soient  x',  y\  %  les  coordonnées  du  point  On  a  pour  les. 
équations  de  la  droite  donnée , 

x  =  az  <+•  «, 
y  as  bz  ■+-  C. 

Celles  de  la  droite  cherchée  sont  (n°  417)  de  la  forme 

x  —  x'  =5  a'(*  —  «'), 
y  -yf  =  *'(*-*'); 

(a',  V  sont  des  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer). 

Or,  puisque  les  droites  sont  parallèles ,  les  plans  qui  les 
projettent  respectivement  sur  les  deux  plans  des  xz  et  Aesyz, 
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doivent  être  parallèles;-  donc  les  intersections  de  ces  plans 
rallèles  avec  les  plans  coordonnés,  c'est-à-dire  les  proj 
tions  des  deux  droites-,  sont  elles-mêmes  parallèles.  Ainsi  l'on 
a  .nécessairement  (n°  i5o)  les  relations  a  —  a,  b'  = b\  ce 
qui  donne  finalement  pour  les  équations  de  la  droite  cherchée, 

x  —  x'  =  a(z  —  a'),      y  —  y=6(s  —  z). 

419.  Troisième  question.  Deux  droites  étant  données  par 
leurs  équations,  exprimer  par  l'analyse +  que  ces  droites  se 
rencontrent ,  et  trouver  *  dans  ce  cas .,  les  coordonnées  de  leur 
point  o?  intersection. 

x  =  az  •+■  <*,..  .(1)  j      f    j  x  =  dz  -f- «'>•••  (3) 

(4) 


Soient  {*"rî?-  VI   et    (*  =  "*  tl''- * 
\y  =  bz  +C,. .  .(2)/  { j  =  6'*  -f  £',..  •  • 


les  équations  des  deux  droites. 

Si  elles  se  coupent,  les  coordonnées  de  leur  point  d'inter- 
section doivent  vérifiera  la  fois  les  quatre  équations  ci-dessus; 
ainsi ,  ces  coordonnées  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  de 
xf  y,  z,  propres  à  satisfaire  en  même  temps  à  ces  équations  ; 
et  comme  on  a  trois  inconnues  à  éliminer  entre  quatre  équa- 
tions ,  on  doit  nécessairement  (Alg.,  chap.  I*1",  n°  79)  parvenir  à 
une  relation  entre  les  constantes  a,b.*,C,a,  br,  <l  ,C 

Les  équations  (1)  et  (3),  (a)  et  (4)»  retranchées  successive* 
ment  l'une  de  l'autre ,  donnent 

o  ss  (ù  —  a')z  +  m  —  t/'9    d'où  *  =  *   ~  * 


a  —  a" 


o  =  {b  —  U)z  +  e  —  C;     d'où  z  as  Ç J. 

o  —  b 

Or,  ces  deux  valeurs  de  z  doivent  être  égales  ;  on  a  donc 

^£^==7^,aubkn,  («'— *)(6  -6')— (C— b)(a—dy=o...(5) 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  constante», 
pour  que  les  deux  droites  se  coupent. 

En  supposant  que  cette  relation  soit  satisfaite ,  on  obtieitf 
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-pour  les  coordonnées  du  point  d'iutertectioo, 


Soit,  comme  cas  particulier,  aa^a,  b  =  tV,  00 qui  signifie 
(n°  4 f8)  que  les  deux  droites  sont  parallèles;  l'équation  (5) 
est  satisfaite  et  les  valeurs  de  x ,  y9  z  se  réduisent  à  la  forme 

— j  résultat  analogue  à  celui  du  n°  i5a. 

420.  Quatblème  QUESTION.  Deux  droites  étant  données  par 
leurs  équations,  déterminer  l'angle  qu'elles  forment  entre 
elles. 

.„.  i  x  =  as  +  *.    \     .    /  x  =  a'*  -f  », 

les  équations  des  deux,  droites. 

Il  jpeut  se  présenter  deux  circonstances  a  ou  les  droites  se 
coupent,  auquel  cas ,  F  équation  de  condition  du  numéro  précé- 
dent est  satisfaite;  ou  bien,  elles  ne  se  rencontrent  pas* 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  si  d'un  point  quelconque  de  l'espace, 
on  conçoit  deux  autres  droites  respectivement  parallèles  aux 
droites  données,  c'est  l'angle  formé  par  ces  parallèles  qu'il 
s'agit  de  déterminer. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  prendrons  le  point  dont  nous 
Tenons  de  parler,  à  l'origine  même  des  coordonnées.  Soient 
donc  AL,  AL'  (Jig.  287)  des  parallèles  aux  deux  droites  don-  Fig.afy   * 
nées ,  on  a  (n°*4*5  et  4 18)  pour  leurs  équations, 

y   =  b*9...  I        '         (  y  =  bz.  ... .    J  v  ' 

• 

Pour  obtenir  l'angle  LAL',  prenon*  sar  les  côtés,  deux 
parties  A  M  ,  AlW  égales  au  rayon  des  tables ,  ou  égales  à  1  ; 
puis  joignons  les  points  M  et  M',  dont  nous  désignerons  d'ail- 
leurs les  coordonnées  par  a/,  j/,  z'  et  x"iy*>  z*. 

Cela  posé,  en  appelant  D  la  distance  MM',  on  a  (n°  411) 
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pour  l'expression  de  cette  distance, 

D'  =  (x'— xt+  cy  —  />■ + (*' — zrr, 

ou  développant  et  observant  que  les  coordonnées  du  point  M 
«t  celles  du  point  M'  sont  liées  (n°  4")  P*r  l«*  relations 

^.4.^+^=1,...  (3)  x^+y+^=if...  (4) 

D'un  autre  côté,  le  triangle  AMM'  donne  (Trigon.,  n°  92) 


— & 


Ma«*  v      AM  +  AM' —  MM' _  a  —  D« 

ou  mettant  pour  D*  sa  valeur  dans  cette  expression, 

cos  V  =  x'x'+y'y'  +  *V ...  (5) 

Donc  tout  se  réduit  maintenant  à  obtenir  les  coordonnées 
x' ,  y,^'  et  x*  y  y"  9  z* ,  en  fonction  des  constantes  a,  b,a,  b\ 

Or,  le  point  (x',  j/,  z')  se  trouvant  sur  la  droite  AL,  ses 
coordonnées  doivent  vérifier  les  équations  (1);  ainsi  l'on  a  les 

deux  relations ■. 1  «/  ~  à  '   1 

qui,  jointe*  k  la  relation  (5) x'%  +  y*  +  *'V  =  i, 

suffisent  pour  déterminer  les  trois  quantités  x  yy\  z'. 

Portons  dans  la  troisième  relation ,  les  valeurs  de  xf  et  de,?"' 
que  donnent  les  deux  premières ,  il  vient 

1 


(û*+  fr+  1)  z'*=  I  ;     d'oè     *'=; 
ce  qui  donne  ensuite  pour  y  et  x' , 


l/a*-h&*+  i  ' 


/= l---^  *' 


yV+  b%  +1  }/a%  +  b%  +  1 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  pour  les  coordonnées 
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x*  fy*  ,z*  du  point  M, 


y/a'*+b'*+i 9  J       \/a'*+b'*+i  \/7F+F%+i  ' 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (5),  on  obtient  enfin 
pour  le  cosinus  de  l'angle  demandé , 

aa'+  W+i 

cos  V  ^?     ;   ...  u   un  „  ,  ■■mu.^jgaj.Jt'j  *j  • .  •   (6) 

Cette  expression,  renfermant  un  radical ,  est  susceptible  clé 
xleux  valeurs;  et  cela  doit  être,  puisque  les  deux  droites  for- 
ment entre  elles  deux  angles  supplémens  l'un  de  l'autre. 

4^1.  On  peut  trouver  une  autre  expression  de  cosV,  au 
moyen  de  certaines  considérations  dont  nous  ferons  souvent 
usage. 

Abaissons  du  point  M  {fig.  2*37)  la  perpendiculaire  Mm  au 
plan  des  xy,  et  menons  mP  parallèle  à  l'axe  des  y,  on  a,  d'a- 
près cette  construction,  AP  =  a/,  Pm=y,  M/n  =  i',  De 
plus,  le  plan  MmP  étant  parallèle  au  plan  des yz>  la  ligne  qui 
joint  le  point  M  au  point  Pest  perpendiculaire  à  AP;  et  comme 
on  a  pris  AM=i ,  il  s'ensuit  que  AP  ou  x  est  égal  au  cosinus 
de  l'angle  que  forme  la  droite  AM  avec  l'axe  des  x.  On  démon- 
trerait  d'une  manière  analogue  que  y  et  z  sont  égaux  aux 
cosinus  des  angles  que  forme  la  droite  avec  les  axes  des  y  et 
«des  z. 

Donc,  en  appelant  *  ,C ,  y  ces  trois  angles,  on  a  les  relations 

xf  =  ços  ce ,    y  =  cos  C%    z  5=  cos  ; . 

On  obtiendrait  de  même,  par  rapport  aux  angles  *',  £',  y 
que  forme  la  droite  AM'  avec  les  trois  axes, 

x"ttcos«,    y  =  cos£',     a;/aatcosy. 

Ces  valeurs  étant  portées  dans  l'équation  (5)  du  n°  précédent, 
donnent 

cos  V  œ  cos  «  cos  «  4*  cos  £*cos  G  +  cos  y  cos  y' . . .  (7) 


f 
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422.  On  déduit  des  calculs  précéderas  plusieurs  conséquences 
fort  importantes  : 

i°.  La  relation  (3)  do  n°  4*0,  donne,  lorsqu'on  y  remplace 
x,  y' ,  z*,par  cos«,  cosC,  cosy, 

C0S*«  +  cos*  £  4-  cos*^  =s  1  ; 

ce  qui  démontre  que  la  sojnme  des  carrés  des  cosinus  des  angles 
que  forme  une  droite  quelconque  avec  les  trois  axes,  est  égale 
à  V unité;  proposition  qui  résulte  encore  de  la  relation  qui 
existe  entre  la  diagonale  d'un  parallélépipède  rectangle  et  les 
trois  arêtes  oontiguës  (n°  41 0* 


x 


2°.  Des  relations  x'=as',  y'ssbzf,  on  déduit  ass-^, 

z 

L        if     '    *  A  *  COS«       ,  COSff  Q 

D='*-7,  et  par  conséquent.  œ=t  —  ,  b  s . . .  (8) 

z  '       r  ^  cosy  cosy 

Donc,  les  constantes  a,  b,  des  équations  d'une  droite,  ont 
respectivement  pour  râleurs,  les  rapports  des  cosinus  des  angles 
que  forme  la  droite  avec  l'axe  des  x  et  avec  F  axe  des  j,  au 
cosinus  de  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des  z. 

3°.  Enfin,  les  équations  (8) ,  ou 

cos«  =  acosy,    cos  £  =  6  cos  y, 
étant  élevées  au  carré  et  ajoutées  avec.l'identité  cos'y  =  cos*y , 

donnent    oosV+cos'C+oas'y,    ou     i=(a*4-Jâ+i)co8ay*> 
donc 

1  ^  o 

COS>  =  , r         C0SC=  —====, 

a 
cos«  =      1     .      — -=r...    (q) 

Ces  dernières  formules  donnent  les  angles  que  forme   une 

droite  avec  les  trois  axes,  connaissant  les  tangentes  a,  b9  des 

angles  que  le$  projections  sur  les  plans  des  xz  et  desyz,  font 

avec  Paxe  des  z. 

'Réciproquement*  lorsqu'on  donne  les  angles  que  la  droite 
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forme  avec  les  trois  axe*9  les  formules  (8),  font  connaître  'les 
constantes  a,  b  des  équations  de  la  droite. 

Nous  observerons  à*  ce  sujet  que,  d'après  ja  relation 

cos'«  +  cos'É  +  cos*^=  i ,  qui  îie-lets  angles  pl9  C,  y9  on  ne 
peut  donner  arbitrairement  que  deux  de  ces  angles  ;  et  la  re- 
lation donne  la  valeur  correspondante  en  '-troisième  angle. 

4^3.  Reprenons  la  formule  (6)  ,>«b  voyant -ce.qufeUe  devient 
dans  les  deux  hypothèses  ouJeadroiie^donnétt  sont  parallèle» 
ou  perpendiculaires  entre  elles.  t    • 

Dans  le  premier  cas,  on  doitavoif  coffVs^iyet.l'on  obtient 
entre  a,  b>  a' >  ô',  la  relation  , 

Faisant  disparaître  le  radical ,  développant  et  réduisant  >  on 
peut  la  transformer  ainsi  : 

(a  —  a  )•+  (b  —  *')*+  {abr  —  •*&')•=  o, 

équation  qui  ne  peut  évidemment  exister,  k  moins  qne  Von 
n'ait  séparément,  a=.a\  &=&',  ab'=baf. 

La  dernière  de  ces  trois  relations  est  implicitement  comprise 
dans  les  deux  autres;  et  l'on  sait  déjà  (n*  4*8)  que  celles-ci 
expriment  qne  deux  droites,  dans  l'espace,  sont  parallèles  entre 
elles. 

Dans  le  second  cas,  cos  V  doit  être  nul;  ce  qni  donne  né- 
cessairement dc'+ii'+ï— «• 

Telle  est  la  condition  qui  exprime  que  deux  droites  sont  per- 
pendiculaires l'une  à  l'autre;  ce  qui  peut  avoir  lieu  d'ailleurs, 
sans  qne  ces  droites  se  coupent. 

En  j  réunissant  l'équation 

ça- a')  (C—  q  -  (b  —  b1)  (•' ■-  «)  =  o, 

trouvée  n°  4*9*  on  aurait  les  deux  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  constantes,  pour  que  les  droites  se  coupent  à  angle 
droit. 
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La  formule  (7)  devient,  dans  la  même  circonstance, 
cos  a  co8  «'+  cos C cos  C  -f-  cos y  cos  y'z=z  o  ; 

résultat  dont  nous  ferons*  usage  par  la  suite. 

424.  Nous  pourrions,  à  Faidedes  principes  qui  Tiennent  d'être 
établis,  résoudre  en  trois  dimensions  le  problème  que  nous 
arons  résolu  (n°  157)  en  deux  dimensions:  abaisser  d'un  point 
donné  hors  d'une  droite  une  perpendiculaire  sur  cette  droite, 
et  trouver  la  longueur  de  cette  perpendiculaire. 

Soient,  en  effet ,  x  =  az  -f-  *f  y  =  b%  -f-  C ,  les  équa- 
tions de  la  droite  donnée.  Si  l'on  appelle^', y,  z  les  coordon- 
nées du  point  1  on  a  (n°  41 7)1  pour  la  droite  cherchée ,  deux  équa- 
tions de  la  forme     x  —  x'=t=a'(s  —  *'),  y — y=b'(z  —  *')  j 

les  quantités  a',  fr'  sont  les  seules  constantes  qui  restent  à  dé- 
terminer. 

Or,  puisque  les  deux  droites  doivent  être  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre,  on  a  cette  première  relation  aa-j-  bb'+  1  =  o  ; 
d'ailleurs,  pour  qu'elles  se  coupent ,  il  faut  (n°  4 19)  que  l'on  ait 

(a  —  a')  (C—  0  —  (b—b')  (*'—«)  =  0, 

ou  mettant  à  la  place  de  ?,  a',  leurs  valeurs    y  —  b'z      et 

x'— aV,. . .  (a— o!)  (/— iV— C)  —  (A— 5')  (x'— aV— *)  =  o . 

Cette  relation,  combinée  avec  aa'+  bb'-j-  1  =  0,  donnerait 
les  valeurs  de  o',  V,  qui ,  reportées  dans  les  équations  de  la  se- 
conde droite ,  conduiraient  finalement  aux  équations  de  la  droite 
cherchée. 

Mais  les  calculs,  et  ceux  relatifs  à  la  seconde  partie  de  la  ques- 
tion ,  ne  laisseraient  pas  que  d'être  assez  compliqués  ;  et  noua 
verrons  bientôt  un  moyen  beaucoup  plus  simple  de  résoudre  ce 
même  problème. 

4*5.  Scholie  général.  Les  principes  établis  sur  la  ligne  droite  > 
depuis  le  n°  4 1 3  j  usqu'au  n°  4*9  inclusivement ,  sont  vrais ,  quelle 
que  soit  l'inclinaison  des  axes  coordonnés.  Ainsi  ,dans  le  cas  d'axes 


obliques,  les  équations  d'une  droite  sont  toujours  de  la  forme    «  " 

seulement,  les  droites  au  lieu  d'être  projetées  sur  les  plans 
coordonnés  par  des  perpendiculaires  à  ces  plans  ,  le  sont 
(n°  4'o)  parallèlement  aux  axes;  et  les  quantités  a9  b  n'expri- 
ment plus  des  tangentes  trigonométriques ,  mais  des  rapports 
de  sinus;  les  constantes  à ,  C  conservent  la  même  acception. 

Les  équations  d'une  droite  passant  par  deux  points  donnés, 
les  conditions  de  parallélisme  de  deux  droites,  etc. ,  sont  augsi 
indépendantes  de  l'inclinaison  des  axes  ;  mais  il  n'en  est  pas  de 
même  de  la  question  qui  a  pour  objet  la  détermination  de  l'angle 
de  deux  droites ,  et  de  toutes  les  conséquences  qui  en  ont  été  dé-  . 
duites,  puisqu'on  a  fait  entrer  en  considération  l'expression  de 
la  distance  entre  deux  points  donnés. 

Cette  remarque  est  importante  pour  les  jeunes  gens  qui  vou- 
draient faire  quelques  applications  de  ces  principes. 

§  III.  De  l'Équation  du  plan  et  de  ses  combinaisons 
avec  les  équations  du  point  et  de  la  ligne  droite. 

426.  De  même  qu'une  ligne  droite  est  fixée  de  position  sur 
un  plan  par  une  équation  du  premier  degré  entre  les  coordon- 
nées x  y  y  de  chacun  de  ses  points  rapportés  à  deux  axes ,  nous 
allons  reconnaitre  qu'un  plan  se  détermine  aussi  de  position  par 
rapport  à  trois  autres  plans,  au  moyen  d'une  équation  du  pre- 
mier degré  en  x, jr ,  z\  ces  variables  désignant  les  distances  de 
chacun  des  points  du  plan  aux  trois  plans  coordonnés. 

Soient  DB,  DC  (fig.  a38)  les  traces  d'un  plan  quelconque,  Fig.o3& 
c'est-à-dire  les  intersections  de  ce  plan  avec  deux  des  plans 
coordonnés  (qui  peuvent  être  indifféremment  rectangulaires 
ou  obliques  ).  ' 

Parmi  les  différentes  manières  de  concevoir  une  surface  plane* 
il  en  est  une  qui  consiste  à  la  regarder  comme  engendrée  par  le 
mouvement  d'une  droite  indéfinie  qui  glisse  le  long  d'une  autre 
droite,  aussi  indéfinie,  sans  cesser  d'être  parallèle  à  elle-même, 
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Ainsi,  par  exemple,  si  par  les  diflerens  points  de  la  droite 
DB,  on  imagine  une  suite  d'autres  droites  D'C,  D"C*<..,  paral- 
lèles à  DC ,  il  est  évident  que  cette  suite  de  droites  appartient 
au  plan  que  nous  considérons;  par  conséquent,  ce  plan  peut 
être  regardé  comme  engendré  par  le  mouvement  de  la  trace  DC, 
le  long -de  la  trace  DB,  de  manière  à  rester  constamment  paral- 
lèle à  sa  direction  primitive. 

C'est  cette  propriété  caractéristique  que  nous  allons  essayer 
de  traduire  en  analyse.  v 

Comme  la  droite  DB  se  trouve  tout  entière  dans  le  plan  des 
xz,  ses  équations  sont  (n°  4'5)  de  la  forme 

y=o,     z  =  mx  -f-  p. . . .   (1) 

Par  une  raison  analogue,  les  équations  de  la  trace  DC  sont 

x  =  o,     z  =  ny  +  p . . . .   (2) 

(Nous  supposons  ici  les  équations  résolues  par  rapport  à  s, 
parce  que  les  deux  traces  doivent  passer  par  un  point  D ,  dont 
le  z  (ou/?)  est  commun  aux  seconds  membres  de  ces  équations.) 

Cela  posé,  considérons  la  trace  DC  dans  une  situation  quel- 
conque, D'C  par  exemple;  on  a  nécessairement  (n°  4*8),  pour 
les  équations  de  cette  droite  parallèle  à  DC, 

x  —  *,     *  =  ny  +£;•••  •   (3) 

a,  C  sont  des  quantités  constantes  pour  tous  les  points  d'une 
même  position  D'C  de  la  génératrice,  mais  variables  d'une 
position  à  une  autre  D"C". 

Il  nous  reste  encore  à  exprimer  que  la  génératrice  rencontre 
dans  toutes  ses  positions  la  trace  DB  ;  et ,  pour  cela ,  il  faut 
(n°  4!9)  écrire  en  analyse  que  les  équations  (1)  et  (3)  ont  lieu 
en  même  temps  ;  ce  qui  donnera  une  relation  entre  les  indé- 
terminées *,  Cet  les  quantités  connues  m,  n,  p.  Combinons 
4onc  ensemble  ces  quatre  équations. 

La  seconde  des  équations  (3)  devient ,  à  cause  de  la  première 
des* équations  (1) ,       *  =  C. 

Portant  les  deux  valeurs  x  =  « ,  z  =  C,  dans  la  seconde  des 
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équations  (i),  on  obtient  pour  la  relation  demandée , 

£  =  m#-f-p....  (4) 

Observons  actuellement  que ,  pour  chaque  position  de  la  gé- 
nératrice; les  équations  (3)  et  l'équation  (4)  doivent  être  satis- 
faites simultanément;  donc  (n°  2i4)  >  si  l'on  élimine  entre  ces 
équations  les  indéterminées  *,  C  f  l'équation  résultante  en  a?, 
y,  \  et  quantités  connues, appartiendra  aussi  à  tous  les  points 
du  plan. 

Or,  les   équations  (3)   donnant     <*  =  a:,    C  =z  z  —  ny} 

l'équation  (4)  devient 

z  —  ny  =•  mx  +  p  ; 
ou  bien  r  z  =  mx  +  ny  +  p . . .   (5) 

Telle  est ,  en  général ,  l'équation  qui  exprime  la  position 
d'un  plan  dans  l'espace ,  et  qui  en  est ,  pour  ainsi  dire ,  la 
représentation  analytique. 

Pour  faire  concevoir  comment  cette  équation  représente 
chacun  des  points  de  la  surface  plane,  supposons  qu'on  ait 
pris  pour  les  variables  x,  y,  un  système  de  valeurs  x  =  ÀcT , 
y  =  de ,  Si.  du  point  c'  on  élève  c'E'  perpendiculaire  au  plan 
des  xy  ,  et  égale  à  la  valeur  correspondante  de  z ,  tirée  de  l'é- 
quation (5),  le  point  E',  ainsi  déterminé,  appartiendra  au 
plan ,  et  ne  peut  appartenir  qu'à  lui. 

Même  raisonnement  pour  d'autres  valeurs  attribuées  k  x 
et  ky. 

N.  B.  De  tous  les  moyens  qu'ont  emploie  ordinairement 
pour  trouver  l'équation  du  plan,  nous  avons  préféré  le  pré- 
cédent ,  d'abord ,  parce  qu'il  a  l'avantage  d'être  indépendant 
de  l'inclinaison  des  axes  coordonnés,  et  ensuite,  parce  qu'il 
s'applique  à  la  recherche  des  équations  d'autres  surfaces  dont 
la  génération  offre  de  l'analogie  avec  celle  du  plan.  Nous  en 
▼errons  des  exemples  par  la  suite.  v 

427*  Les  constantes  m,  ra,p,  qui  entrent  dans  l'équation  du 
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plan ,  sont  faciles  à  définir.  Les  quantités  m  et  s  ne  sont  antre 
chose  que  les  tangentes  des  angles  que  forment  les  traces  DB, 
DC  avec  les  axes  des  x  et  des  y.  Quant  a  la  quantité  p ,  on 
l'appelle  le  z  à  l'origine  ;  c'est  la  distance  de  I? origine  au  point 
où  le  plan  rencontre  Vaxe  des  s. 

Lorsque  le  plan  nasse  par  l'origine ,  on  a    p  ==*  o,    et  l'é- 
quation se  réduit  à 

z  =  tnx  +  ny , 

équation  qui  est ,  en  effet ,  vérifiée  par  jc  =  o,^=o,  &  =  o. 

4^8.  Je  dis  que ,  réciproquement,,  toute  équation  du  premier 
degré  à  trois  variables , 

Àx  +  By+Cs  +  D  =;o, 

appartient  à  un  plan. 
En  effet  f  onen  déduit 

/L  B  D 

Or ,  si  Fon  considère  deul  droites  dont  les  équations  soient 

•  i.   !•  -*  AD 

pour  la  première,       t=so  et  a=r  —  -** **•  7** 

*  B  D 

et  pdnr  la  seconde,    a?  =  o  et  2=— p^-1-^, 

on  peut  regarder  ces  droites  comme  les  traces  d'un  plan  sur 
ceux  des  xz  et  des  yz  ;  et  si  l'on  recherche  l'équation  de  ce 
plan  d'après  là  méthode  in  n°  4*6,  on  trouvera  nécessairement 

■  A  B  D 

du  bien,  Ax  +  By  +  C«  +  D  =  o. . .  (1) 

Donc,  réciproquement,  etc.  t 

N.  B.  Quoique  l'équation     z  =  mx  +  ny+p    ne  renferme 
que  trois  constantes,  tandis  que  Féquatiott  (1)  eh  renferme 
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quatre j  elle  n'en  est  pas  moins  aussi  générale  que  celle-ci) 
dont  le  premier  membre  peut  toujours  être  divisé  par-  Fun 
de  ses  coefficiens.  Mais  nous  considérerons  presque  toujours 
l'équation  du  plan  sous  la  forme  (i),  parce  qu'elle  est  plus 
symétrique ,  et  qu'en  outre ,  lorsqu'on  aura  à  déterminer  un 
plan  d'après  certaines  conditions,  comme  l'équation  (i)  ren- 
fermera une  constante  arbitraire  de  plus  que  l'équation • 

z  =  mr  +  ny+p,  on  en  profitera  pour  introduire  certaines 
simplifications  dans  les  calculs. 

Cette  remarque  est  très  utile. 

Faisons  successivement  x=o,<y=o,z  =  o,  dans  l'équation 

Àx  +  %  +  C*  +  D  =  o;, 

il  en  résulte  pour    x  =  o,       B,y  +  C*  +  D  =  °  > 

pour    ^  =  o ,       Â*r  -f-  Ca  +  D  =  o , 

et  pour     4  =  0,       Ax  +  B^-f-D  =  o  j 

ce  sont  les  équations  des  traces  du  plan  sur  les  trois  plans  des , 
yz  y  des  xz  et.  des  xy. 

En  posant  a  la  fois  x  =  o,  y  =  e> ,  l'on  obtient  z  =«*—  -—  ; 

Ci 

ce  qui  donne  tes  coordonnées  du  point  où  le  plan  rencontre  * 
l'axe  des  & 

On  aurais  de  même 

x  =  o,     £=*o,     dou    ^  =» -p- •», 

J  =  o,     *  =  ot     d'où    a;=>— -r^, 

pour  les  coordonnées  des  points  ou  le  plan  rencontre  l'axe  des 
y  et  l'axe  des  x. 

429.  On  peut  faire  entrer  dans  l'équation  du  plan  les  dis- 
tances de  l'origine  à  ces  trois  points  d'intersection,  et  l'équa- 
tion prend  alors  une  forme  très  élégante. 

Posons,  en  effet, 
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.   * 

il  en  résulte    À  =  —  — ,     B  = ,     C= ; 

q  r  s 

d'où  substituant  dans  l'équation  du  plan  et  réduisant, 

r$ .  x  +  q$*y  +  qr  *z  s=s  qrs  j 

équation  analogue  à  celle  qui  a  été  obtenue  pour  la  ligne 
droite  (n°  i^5)  ,,et  pour  les  équations  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
bole, rapportées  a  leurs  axes. 

Elle  ne  renferme,  comme  l'équation  s=mx-\-ny -j- pt 
que  trois  constantes  ;  mais  elle  «st  plus  symétrique. 

43o.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  résolution 
d'une  série  de  questions  relatives  au  point,  à  la  ligne  droite, 
et  au  plan,  qui,  avec  celtes  que  nous  avons  déjà  traitées 
(n°  4*6  et  suivans),  constituent  ce  qu'on  appelle,  les  prélimi- 
naires de  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions* 

Première  question.  Faire  passer' un  plan  par  trois  points 
donnés. 

Désignons  par  (*',/,  *')>  fr',y\  *')  >  (**>  y">  *")  les  «»^ 
données  des  trois  points ,  et  par 

Aa  -f  By  +  Gs  +  D  =  o (i) 

l'équation  du  plan  cherché;  A,  B,  C,  D  sont  des  constantes 
qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Puisque  le  plan  est  assujetti  a  passer  par  les  trois  points  % 
son  équation  doit  être  vérifiée,  lorsqu'on  y  remplace  successive- 
ment x ,y ,  *,  par  les  coordonnées  de  chacun  de  ces  points; 
ainsi ,  l'on  a  les  trou  relations 

Àx'  +  B/  +C*'+D=o,      Ax*  +  By*  +  C*'  +B  =  o  , 

Ax*  -f  By*  4-  dm  +  D  =  o , 

qui  Cuvent  être  transformées  de  la  manière  suivante  : 
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A       »  B         .  G       m 

D^  +  D* +  î>" —-»' 

En  appliquant  à  ces  équations  les  formules  du  premier  de- 

gré  à  trois  inconnues  (A [g.,  chap.  1er,  n°  66) ,  et  observant  que  le 

coefficient  D  étant  tout-à-fait  arbitraire,  on  peut  Pégaler  à  la 

quantité  qui  sert  de  dénominateur  commun  aux  trois  expres- 

A  B    G 
sions  de  —,—,=- ,  on  trouve ,  tout  calcul  fait , 

a=—  y*9+*Y — */y+y*-i— /*"+*'/  > 

B  =  —  /i,  +  iV-  «V+xV-  z'of  +  %'xm9 
C=  —  afy'+afj*—  x*ym+y'x'-yxm+y'xm. 

Il  ne  s'agirait  plus  maintenant  que  de  substituer  ces  valeurs 
dans  l'équation  (i),  et  Ton  aurait  l'équation  demandée. 

43 1.  Seconde  question.  Faire  passer  un  plan  par  an  point  et 
une  droite  donnés. 

Soient    x',y',  *'  les  coordonnées  du  point, 

—  A    -L.  t   I    —   (*)  >  ^es  équations  de  la  droite  j 
celle  du  plan  cherché  sera  de  la  forme 

■ 

Ax-f-By  +  Cz  +  D=o...  (*) 

Gomme  ce  plan  doit  passer  par  le  point  Çxf9yf,  *0>  on  a, 
pour  première  relation, 

Ax'  +  By+Vv  +  D-io;  ...  (3) 
d'oh ,  retranchant  les  équations  (a)  et  (3)  Pane  de  l'autre, 
A(i  —  *')  +  BCk  — /)  +  C(*—  «')  =  «•••  (4) 
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Cest  la  forme  caractéristique  de  l'équation  d'un  plan  passant 
par  un  point  donné  y  nous  aurons  souvent  occasion  d'en  faire 
usage. 

Maintenant,  il  faut  exprimer,  par  l'analyse,  que  la  droite 
donnée  se  trouve  tout  entière  dans  le  plan  cherché;  et,  pour 
cela,  il  suffit  d'écrire  que  les  coordonnées  xt  y,  »  de  tous  les 
points  de  la  droite  vérifient  l'équation  du  plan.  Or,  en  substi- 
tuant pour  x  et  y  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (1),  dans, 
l'équation  (a) ,  il  vient 

A  (a*  +  m)  +B(bz  +  C)  -f  Cs  +D  =  05 
ou  bien ,  effectuant  les  calculs  et  ordonnant  par  rapport  a  z, 

(Àa  -f-  Bi  +  Ç)  *  +  A*  +  K  ■+-  D  33  o. 

Mais  cette  équation  doit  se  vérifier  indépendamment  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  à  %  \  ainsi  chacune  des  quantités. 
Aa  +  B6  -f-  C,  A«  +  Bff  -+•  D ,  doit  être  nulle  séparément;  et 
l'on  a  les  deux  nouvelles  relations, 

Aa  +  B6  +C  =*o,. . . .   (5) 
A*  +  BC-|~Dj=o, (6) 

.  pour  exprimer  que  la  droite  est  comprise  tout  entière  dans  le 
plan. 

En  soustrayant  la  dernière  de  ces  relations  de  l'équation  (3), 
on  obtient 

AO/  —  *)  +  B(/-C)  +  Csy  =  o,....     (7) 

équation  qui  ne  renferme  plus  D,  et  qu'on  peut  substituer  à 

l'équation  (6). 

La  question  se  réduit  donc  à  trouver  les  valeurs  de  A,  B,  C, 

A    B 
ou  plutôt, des  rapports  — ,  — ,  à  l'aide  des  deux  relations 

Or,  on  trouve  par  l'élimination , 


X 
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.  A  y'—C  —  M 

1  *  C  —  *(*'  —  «)  —  a  (/  —  o* 

o  B^-  (g'  —  «  —  <cQ 

**  C £(»'_«)  -a  (/-*)' 

et  comme  on  peut  disposer  Arbitrairement  de  Fan  des  trois 
coefficiens  A ,  B,  C,  il  n'y  a  qu'à  poser 

C  s  bÇx'  —  *)  —  a{y'  —  Q; 

•    cequidonne  {  B  =- (a/- *--«*')> I 

d'où  ,  substituant  dans  l'équation  (3) , 

(/  —  C  —  bz')(x  —  aS)  —  (*'  —  •  —  am)(y  —  y) 
+  [b(if  —  *)  —  a(y'—  C)]  '%  —  s')  =  o. 

Telle  est  l'équation  du  plan  demandé. 

« 

432.  Remarque.  Dans  la  question  précédente,  nous  avons 
établi  deux  relations,  Âa  •+•  Bb  +  C  =  o ,  À*  +  BC  -f"  D  =  o, 
qui  méritent  quelque  attention ,  parce  qu'elles  sont  fréquem- 
ment "employées  dans  la  Géométrie  analytique. 

Reprenons  les  équations  de  la  droite  et  du  plan  : 

x— a*  +  «,     y  =  bx  +  C,     Ax-f  Bj-+-C*  +  D  =  o; 

et  proposons-nous  de  déterminer  le  point  où  la  droite  rencontre 
le  plan. 

Gomme  on  a  trois  équations  entre  x ,  y,  z ,  il  suffit  de  rem- 
placer dans  la  troisième,  x  et. y  par  leurs  valeurs  tirées  des- 
deux premières.  Il  vient ,  par  cette  substitution ,. 

(Aa  +  Bi  +  Qz  +  Aa  +  BC  +  D^o; 

d'où  s  -  -  (A«+gg+  D) 

d0tt  *  -        Aa  +  tb  +  C' 

_  <*(A*  -f  BC  4-D) 
X=<*  Aa-|-B6  +  C 

«(Aa  +  B&+C)  —  a(A*  +  BC  +  D) 
—  Aa+Bt+C  ' 
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b(A«  +  BC-f-D) 
y-  Aa+BÔ  +  C 

_  g  (Afl  +  Bft  -f-  Q  —  b  (A«  +  BC+  D) 

Aa  +  B6  +  C 

Cela  posé  ,  si  l'on  veut  exprimer  que  la  droite  et  le  plan  sont 
parallèles,,  il  faut  écrire  que  les  râleurs  de  x,  y,  *,  correspon- 
dantes au  point  d'intersection, sont  infinies;  ce  qui  se  fait  en 
posant  Aa  +  Bft  +  C  '=  o,  car  ces.  valeurs  deviennent 
alors 

(À*+B£+D)  aCket  +  BC  +  D} 

o  o 

_       &(A*  +  Bg+D) 

y  -~  0 

Si ,  au  lieu  de  la  conditio  n  Aa+Bi  +  C=o,  on  établit 
la  suivante,  A*  +  B£  +  D  =  o,  les  valeurs  de  *,^,*,se 

réduisent  à  «so,  i=:tf,jf=:C. 

Or,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  le  point  correspondant 
à  ce  système  de  coordonnées,  est  celui  où  la  droite  rencontre 
le  plan  des  o?y;  car  si  Ton  pose,  dans  les  équations  de  la 
droite,    «  =  o ,     il  en  résulte    x =* ,  y  =  £ 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  à  la  fois 

Aa  +  Bb-\-C=o ,     Aa  +  B£  +  D  =  o; 

les  valeurs  de  x,  y,  %  se  réduisent  à  la  forme  £,  signe  de  Vin- 
détermination;  ce  qui  prouve  qu'alors  la  droite  se  trouve  tout 
entière  dans  le  plan. 

On  peut  conclure  de  là  que, des  deux  relations  ci— dessus, 
la  première  exprime  seulement  que  la  droite  et  le  plan  sont 
parallèles;  la  seconde,  que  le  plan  passe  par  un  point  déter- 
mine' de  la  droite  (  celui  où  la  droite  perce  le  plan  des  xy)  ;  et 
que,  toutes  les  deux  conjointement,  expriment  que  la  droite 
et  le  'plan  se  confondent. 

433.  Troisième  question.  Un  plan  et  un  point  hors  de  ce. 
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plan,  étant  donnés j  on  'demande,  i°.  d'abaisser  du  point  une 
perpendiculaire  sur  le  plan;  2°.  de  trouver  la  longueur  de 
cette  perpendiculaire,  c'est-à-dire  la  distance  du  point  au 
plan  donné. 

Soient  x' ,y\  a', les  coordonnées  de  ce  point,  et 

1  A*  +  By  +  C*  +  D  =  o (i) 

Y  équation  d'un  plan  suppose  connu  de  position. 

Les  équations  de  la  droite  cherchée  seront  (n°  4*7)  do  la 
forme 

x  —  x'  =  a  (z  —  z'  ) ,    y  — y  =  b  {%  —  *');....   (a) 

a ,  b  étant  deux  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Pour  cela ,  nous  rappellerons  un  des  principes  de  la  Géo- 
métrie descriptive,  lequel  consiste  en  ce  que,  si  une  droite 
est  perpendiculaire  à  un  plan  dans  l'espace ,  la  projection  de  la 
droite  sur  V un  des  plans  coordonnés  *  est  perpendiculaire  à  la 
trace  du  plan  donné  sur  le  même  plan  coordonné* 

En  effet ,  considérons ,  par  exemple ,  la  projection  de  la  droite 
et  la  trace  du  plan  sur  celui  des  îrs. 

.  Imaginons  par  la  droite ,  le  plan  qui  la  projette  sur  le 
plan  àes  xz  ;  la  trace  de  ce  plan  projetant  n'est  autre  chose 
que  la  projection  de  la  droite.  Or,  ce  plan ,  passant  par  une 
droite  perpendiculaire  au  plan  donné, est  lui-même  perpendi- 
culaire au  plan  donné;  d'ailleurs*  il  est  aussi  perpendiculaire 
au  plan  des  xz-,  d'où  il  suit  que  l'intersection  commune  du 
plan  donné  et  du  plan  des  x*,  c'est-à-dire  la  trace  du  plan 
donné,  est  perpendiculaire  au  plan  projetant  ;  donc  cette  trace 
est  perpendiculaire  à  la  projection  de  la  droite  j  puisque  la 
projection  se  trouve  dans  le  plan  projetant,  et  qu'elle  passe  par 
le  point  ou  le  plan  projetant  et  la  trace  se  coupent. 

Le  même  raisonnement  pourrait  s'appliquer  à  la  projection 
de  la  droite  et  à  la  trace  du  plan  sur  celui  des  yz. 

Cela  posé,  si ,  pour  obtenir  les  traces  du  plan  donné ,  on  fait 
successivement  y  =  o  et  a?  =  o,  dans  l'équation  (i),  il  vient 

Àr-f  C*  +  D=  o,     B>-f-C*  +D  =  o, 


i 
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que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

CD  CD 

Or,  puisque  les  droites  exprimées  par  les  équations  (a)  doi- 
vent être  respectivement  perpendiculaires  aux  droites  expri- 
mées par  les  équations  (3),  il  faut  (n°  i55)  que  Von  ait  entre 
les  coefficiens  de  *,  les  relations 

C  A 

A  \j 

C  B 

b  X  —  -g  +  i  =  o;  d'où  i  =  j7,  ou  bien,  B  r=  AC. 

Substituant  ces  valeurs  de  a,  6  dans  les  équations  (a),  on 
obtient  pour  les  équations  de  la  perpendiculaire, 

*-*'=£ (*-*'),  j— /«!(•— O-..  (4) 

Actuellement,  pour  résoudre  la  seconde  partie  du  problème 
proposé,  observons  que,  d'après  l'expression  (n°  411)?1!1" 
donne  la  distance  entre  deux  points ,  il  suffit  de  déterminer  les 
valeurs  de  x  —  x',  y—y')  z  —  z'}  propres  à  satisfaire  en 
même  temps  aux  équations  (i)  et  (4),  et  de  substituer  ensuite , 
ces  valeurs  dans  l'expression» de  la  distance,  puisque,  par  cette 
élimination,  on  obtiendra  nécessairement  les  différences  entre 
les  coordonnées  du  point  ou  la  perpendiculaire  rencontre  le 
plan  et  celles  du  point  donné. 

A  cet  effet ,  nojus  ferous  subir  à  l'équation  (i)  la  transforma- 
tion suivante  :  ajoutons  au  premier  membre  la  quaptité 

—  Ax'  —  Bj/  —  Cs  +  Ax'  +  B  j/  +  C«  ,    qui  est  identique* 
inent  nulle ,  et  posons 

Ax'  +  B/-r-Cs'4-D  =  D';...  (5) 
il  vient    A(x  —  x7)  +  Bfjr  —  y')  +  C(s  —  *')  +  D' =  o. 
Or,  si  l'on  met  dans  cette  équation ,  à  la  place  de  x  —  a?, 
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y — y  9  leurs  valeurs  (4)  » on  trouve 

(a*+bm-c*)(*-*'J+d'c=o;  d'où  *-*'=-xq^+c;  i 

et  par  conséquent , 

x  ~~  x  —        A*+B*  +  Ca' 
,  _ VB 

y~  y  —     a»+b*+o' 

Mais  en  appelant  P  la  perpendiculaire  demandée,  on  a  (n*  41 0 

p  =  v/(x  -  */)•  +  (y  —/)'+>  -  *')*; 

IT A*  +  B/+  C*'  +  D 

donc     P  =  7^+F+^~    I/F+1F+Ï5    ' 

(Fby**  ce  qui  a  été  dit  n°  i58  sur  le  double  signe  dont  le  ra- 
dical est  affecté.) 

434.  Cas  particuliers.  i°.  Le  point  donné  peut  être  l'origine 
même  des  coordonnées.  Dans  ce  cas ,  on  a 


x'  =  o ,  y = o ,  J\ 


o 


j 


et  l'expression  de  la  perpendiculaire  se  réduit  à 

D 

^l/Aa  +  B9+Ca 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  a  d'ailleurs  pour  coordonnées 

AD  M)_ 

X  x~      A*  +  Ba  +  Ca'  y~       A-+Ba  +  Cft' 

CD^ 

*""      Àa+B*-f-C' 


2 

doivent 


20.  Si  le  point  donné  se  trouve  sur  le  plan  ,  ses  coordonnées 
irent  vérifier  l'équation  du  plan,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

A*'+B/-t-C*'+D=o,    d'où    P  =  o. 

435.    QtJATaièMK  question.   Réciproquement ,   un  point  et 

é 
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une  droite  étant  donnés  dans  Vespuce*  mener  par  le  point  un 
plan  perpendiculaire  à  la.  droite, M  trouver  la  longueur  de  la 
distance  duppmt  à* la  droite.  \  /«  • 

x  =:  az  -f- 
Sûient 


j        ,  -   L...  *.    (i)  les  équations  de  la 

droite  donnée ,  et  a/ ,  y'  ,z   les  coordonnées  du  point. 
L'équation  du  plan  cherché' sera  (n°  43 1)  de  la  forme 


»•».  s*  •  \. 


A(r  —  xf)  +  B(y—  y')  +  C(z  —  2,')  =  ° (*) 

Or,  par  hypcrfjifeie^  îâ^ffrôidfet  le  plan  sont  perpendicu- 
laires entre  eux ^ on  a  donc  (n°  433)  entre  les  coeificiens  A, 
B,  Cet  a,  fr/les  relation**'  -*-  v~     h       •- 

* 

.    A=oC,  B  =  AC; 
d'où ,  substituant  dans- Inéquation' (a)  et  divisant  par  C, 

aix—x^  +  bXy-r-jtji'jr*— »'=»©.-..  (3) 
C'est  l'équation  du  plan  cherché. 

Maintenant,  pour  ohtenir  la  distance  dii  point  (*?  *  y  >  *') 
au  point  %fa  )e  ^lan'rtfft centra  la  droite,  il  suffit  de  chercher 
les  valeurs  de  x  —  x* ,  y  —  y' ,  z  -*-  z'  propres  à  satisfaire  en 
même  temps  aux.  équations  (i)  et  (3}9  et  de  porter  ensuite 
ces  valeurs  dans-  l'expcessioft  gé»éra^  de  -la  distance  entre 
deux  points  donnes.' 

Afin  d'effectuer  cette  élimination ,  nous  mettrons  les  équa- 
tions (î)  sous  la  forme 

x  —  x  =  a  (z  —  z)  +  «  —  x'  +  az' , 

y  —  y'  =*  (*  —  »')  +-C— /  +  te'...  (4) 

(Cette  transformation  est  analogue  à  celle  du  h°  1^7.) 

Cela  posé,  si  Pon  substitue  pour  x  —  x',  ^  —y ,  leurs  va- 
leurs dans  l'équation  (3) ,  il  vient 

(0*+**+  1)(z—z')+a(.*—x'  +  az')+b(C—y+bz,')=zo; 
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d'oi    *-*  = o*+fr+i •*+*«+!       ' 

en  posant,  pour  simplifier , 

N  =  a(^— m)  +  b(y—  6)  +  *'...  (6) 

Portons  cette  valeur  de  £  —  s'  dans  les  équations  (4)  ;  on 
obtient  pour  Taleurs  correspondantes  de  x — x\  y  —j* , 

Faiisant  la  somme  des  carrés  de  x  —  af9  jr—y9  z—  *', 
et  observant,  i°.  que  les  premières  parties  élevées  au  carré 

donnent  pour  somme,       ,   ,»  ,     >    2°.    que   la    somme   des 

—  aW 
doubles  produits  se  réduit,  d'après  la  relation  (5),  à    .  .  t.  . — , 

on  trouve  enfin  pour  l'expression  la  plus  simple  de  la  distanoe 
du  point  à  la  droite  donnée, 


436.  Conséquence*  Si  l'on  joint  le  point  (jxf  fjr' ,  s')  au  point 
ou  la  droite  est  rencontrée  par  le  plan  qui  lui  est  perpendiculaire, 
point  dont  nous  désignerons ,  pour  le  moment ,  les  coordon- 
nées par  3f,y>zHy\\  est  évident  que  cette  droite  de  jonction 
est  perpendiculaire  sur  la  droite  donnée.  Or,  les  équations  de 
cette  droite  sont  (n°  4 17)  de  la  forme 

Z  •— —  Z  z  •—  z 

x'— x'  y y 

et  les  rapports  -; y>   —« ~r  ne  sonl  autre  chose  que  le9 
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rapports  des  valeurs  de  x  —  x' ,  y  — ,/,*—•  /  trouvées  dan* 
le  n°  précédent.  Donc,  en  effectuant  cette  substitution,  l'on 
obtiendrait  les  équations  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un 
point,  sur  une  droite  dans  l 'espace;  question  dont  nous  avions 
déjà  indiqué  une  première  solution  (n°  4?4)* 

Nous  n'achèverons  pas  ce  calcul,  qui  n'offre  aucune  diffi- 
culté et  qui  conduit  d'ailleurs  à  des  résultats  peu  étégana» 

43 "J.  Cinquième  question.  Par  un  point  donné  dans  P  espace 
mener  un  plan  parallèle  à  un  autre, 

'  Avant  de  résoudre,  ce  problème,  nous  QonuBtinoerons  par 
établir  les  conditions  analytiques  qui  exprimant  que  deul 
plans  sont  parallèles. 

f  Ax  +  By  +  C*  +  D  =  o,l 
.    SQient     \A!x+Vy+Cz+iy=o,\     +***»** 

»       • 

de  deux  plans  donnés  dans  Pespaoe. 

Si  ces  plans  sont  parallèles,  leurs  traces  sur  le  plan  des  x% 
et  sur  celui  des  y 2  doivent  être  aussi  parallèles.  Or,  (n°  fo8) 
les  équations  de  ces  traces  sont 

Àx  +  G*  +  D  s=  o,  By  +C%  +  D  =  o,  pour  le  ier  plan, 
A'x  +  C*+  D'  =  o ,  B'y  +  Cz  +  D'=  o,  pour  le  second. 

Et  pour  qu'elles  soient  respectivement  parallèles,  il  faut 
(n°  4K8)  que  Fon  ait 

A  _  A'  B  _  B' 

A         A' 
d'où  l'on  déduit  encore     "o  ==  "5?  • 

Désignons  actuellement  par  x',  y,  d  les  coordonnées  du 
point  donné. 

L'équation  du  premier  plan  étant  Ax  -f-  By  -J-  Cs  -f-D  =  o, 
celle  du  second,  qui  est  assujetti  à  passer  par  le  point. ...» 
(x/,  y',  /)  sera  de  la  forme 

A'  (x  -  x')  +  B'  \y  -  /)  +  a  («—/)= o; 
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frais ,  par  hypothèse ,  les  deux  plans  doivent  être  parallèles  j 
on  a  donc 

—  —  —   —  —  ?     d  où    a'  —  -  a   B'  —  5  C 

Portant  ces  valeurs  de  A',  B'  dans  l'équation  précédente ,  et 
divisant  par  C>  on  obtient  pour  l'équation  demandée , 

A(x  —  aO  +  BCy  —  /)+C(*  —  *')=o, 

équation  dont  les  trois  premiers  coeffîciens  sont  les  mêmes  que 
ceux  de  l'équation  du  plan  donné  -,  il  n'y  a  que  le  z  de  l'origine 
(n*  427)  qui  soit  différent. 

Si  le  point  par  lequel  on  veut  faire  passer  le  plan  parallèle, 
est  Porigme  même  des  coordonnées ,  on  a  alors 

*'  =  o,    y  =  o,     *'  =  o-f 

et  l'équation  ci -dessus  se  réduit  h 

Ax  +  By  +  Cz  =  o . . .  .    (  t'oyez  n°  427«) 

43&  SixiifeE  question.  Trouver  les  équations  de  Fintersec* 
lion  commune  de  deux  plans. 

.        cAr  +  8^  +  62  +  0  =  0,  (i)î 
&W"X  lA'x+  B>+  ff*  +  D'=  o,  (2)$  le8é9u*tioM 

des  deux  plans  donnés. 

Nous  observerons  d'abord  qu'une  droite  dans  l'espace  est  tout 
aussi  bien  déterminée  par  les  équations  de  deux  plans  quelcon- 
ques qui  la  renferment,  que  par  celles  de  ses  projections, 
lesquelles  équations  ne  sont  d'ailleurs  elles-mêmes  (n°  4i4) 
i^ue  les  équations  de  deux  plans  perpendiculaires,  l'un  au 
plan  des  x% ,  et  l'autre  au  plan  des  y*. 

Mais  on  peut  a  voit  besoin ,  pour  certains  problèmes,  de  con- 
naître les  équations  des  projections. 

Or,  si  l'on  élimine  y  entre  les  équations  (i)  et  (2),  l'équa- 
tion résultante  en  xz ,  appartiendra  à.  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  des  xz,  et  passant  par  la  droite;  donc  elle  sera 
l'équation  de  la  projection  de  la  droite  sur  le  plan  des  xz. 
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Manne  raisonnement  pour  la  projection  sur  le  plan  Acsyz* 
En  effectuant  ce*  calculs,  on  trouve» 

i°.  Pour  la  projection  sur  le  plan  des  xz, 

(ÀB'  —  BA')  i  +  (Ctf-  BC)  z+DB'  —  BD's  o; 

a0.  Pour  la  projection  sur  le  plan  des  yz , 

(AB' —  BA')^ +•  (AC^  — ÇA*)  t  + AD7  — DA' =  o. 

L'élimination  de  s  donnerait  également  l'équation  de  la 
projection  sur  le  plan  des  xy. 

439»  SxftûMm  question.  Deux  plans  étant  donnés  dans  Ves- 
pace  j  trouver  l'angle  qu'ils  forment  entré  eus» 

Le  moyen  qui  se  présente  au  premier  abord,  pour  résoudre 
»  cette  question,  consisterait  à  rechercher,  i*.  les  équations  des 
projetions  de  l'intersection  commune  des  deux  plans;  a°.  l'é- 
quation d'un  plan  perpendiculaire  à  cette  intersection;  3°. celles 
des  traces  de  ce  plan  sur  les  deux  plans  donnés  ;  4°-  enGn , 
l'angle  formé  par  ces  traces.  Mais  il  est  aisé  de  sentir  que  ces 
calculs,  tous  exécutables  d'après  les  principes  établis  précé- 
demment ,  seraient  très  laborieux . 

Voici  un  autre  moyen  plus  simple  et  plus  élégant  : 
Fig.aSo.  Supposons  que  les  droites  OB,  OC  (Jig.  a3g)  représentent 
dans  l'espace  les  intersections  des  deux  plans  donnés  avec  un 
troisième  qui  leur  soit  perpendiculaire.  Si  du  point  O  l'on 
élève  OB',  OC  respectivement  perpendiculaires  aux  deux  plans, 
il  est  clair  que  ces  droites  .seront  situées  dans  le  troisième  plan 
BOC  dont  nous  venons  de  parler. 

Or,  puisque  les  angles  BOB',  COC'  sont  égaux  comme 
droits,  il  en  résulte  nécessairement  B'OC  =  BOC;  c'est-à-- 
dire que  F  angle  formé  par  deux  droites  menées  en  un  point 
de  F  intersection  commune  de  deux  plans,  perpendiculairement 
à  ces  deux  plans j  est  égal  à  l'angle  que  ces  plans  forêt  entre  eux* 

Cela  nosé    aoiVnt       f^x  +  B>  +  C*  +  D  =  o,  1      , 
Gela  pose ,  «cent       ^  +  ^  +  C',  +  D'  =  o ,  J      "* 

équations  des  deux  plans. 
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Celles  de  deux  droites  qui  leur  sont  respectivement  perpen- 
diculaires, de  quelque  manière  que  ces  droites  soient  d'ail- 
leurs situées  dams  l'espace,  seront  de  la  forme 

x  =s  a*  +  -,  \  tx  s*  a'*  ■+-  Jy  î 

y  =  bz  +  Cj     Ct      \y  =Vm  +  Çj 

a,  b,a',b'  ayant  (n°  433)  pour  valeurs,  savoir  : 

-Or,  on  a  trouvé  (n°  4*o)  pour  l'angle  de  deux  droites, 

ad  +  bV  -f  î 


OOS  V 
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Donc,  en  remplaçant  a,  <**,  6,  b''  pur  heurs  râleurs,  on  ob- 
tient, toute  rédaction  faite, 

_  AÀ'  +  BF  +  CC 

COS.  V  =3    *    .  "         ""    M    ■"  ■     ■■     '"in  >  .    ■•  ■  i«^i 


l/(À»  +  B»  +  C)  (A"  +  B'»  +  C") 

expression  indépendante  de  D ,  D*  ;  ce  qui  doit  être ,  car  tous 
les  plans  parallèles  aux  deux  plans  donnés  ferment  entre  eux 
le  même  angle  que  ceux-ci. 

Le  radical  que  renferme  cette  expression ,  rend  le  signe  de 
cos  Y,  indéterminé j  parce  qu'en  effet  les  deux  plans  font  entre 
eux  deux  angles,  l\iu  aigu  et  l'autre  obtus; cette  indétermi- 
nation cesse  dès  que  l'on  sait  d'avance  de  quelle  espèce  es* 
l'angle  cherché. 

Examinons  quelques  cas  particuliers. 

44°«  Si  les  deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux ,  on 
doit  avoir    cos  V  =  o  ;    ce  qui  donne  l 

ÀÀ/4-BB'H-CC'  =  o, 

pour  ta  condition  de  perpendicularité  de  deux  plans. 

Supposons  les  deux  plans  parallèles  êjitre  eux,  auquel  cas,, 
on  a  cos  V  =  î  •  si  l'on  égale  h  l'unité  le  second  membre  de 


566        anoles  d'fn  pi*an  avec  lbs  FLANS  COORDONNAS.' 

la  formule  ci-dessus,  et  qu'on  développe  les  calculs,  on  trou-? 
ver  a,  toute  réduction  faite, 

(à*  —  b  Afy + (lc ~ ck'y + (bc  —  cB'y = o , 

équation  qui  entraîne  nécessairement  avec  elle  lés  conditions, 

AB'  — BA'=ot    AJC'  — CA'=o,    BC  — CB'=o; 

A  _  A'  A  _  A' 

Ge  sont  les  conditions  déjà  obtenues  n°  437. 

44 1*  Faisons  maintenant  coïncider  l'un  des  deux  plans  avec 
chacun  des  trois  plans  coordonnés.  On  obtiendra,  par  ce 
moyen,  les  cosinus  des  angles  que  forme  un  plan  donné  avec 
les  plans  de  projection. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  second  plan  soit  le  plan 
des  xy.  Comme  l'équation  A'x  -f-  B'y  +  C'a  «+•  P'  =  o  doit 
se  réduire  à  a=  o ,  il  faut  que  l'on  ait 

A'=o,    B'rso,     D'=o; 

et  la  valeur  de  cos  Y  se  réduit  à 

•    Q 

cos  (jv)  =  — - . .    (1) 

JJ        i/A'  +  B'  +  C» 

[oos  (xy),  cos  (a?s) ,  cos  (jrx)  sont  des  notations  que  nous  adop- 
terons pour  désigner  les  cosinus  des.  angles  qu'un  plan  forme 
avec  les  plans  coordonnés/) 

Par  un  raisonnement  analogue,  on  obtiendrait  pour  les  an- 
gles que  le  premier  plan  forme  avec  les  deux  autres  plans 
coordonnés, 

B  A 

cos(ara)  =    .  —  ,...(a)  cos(yg)~    .  =....(3) 

^     J      v/A^  +  B^  +  C6  J        V/A*+B*+C* 

Si  l'on  ajoute  entre  elles  les  équations  (1) ,  (2)  ,  (3)  ,  âpre* 
les  avoir  élevées  au  carré,  on  trouve 

cosa  {xy)  -f-  cos*  (xs.)  -J-  cos*  (yz)  =  1  \ 
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relation  analogue  à  celle  qui  a  été  trouvée  (n°  4«)  entre  les 
cosinus  des  angles  qu'une  droite  forme  avec  les  trois  axes. 

Désignons  de  même  par  cos  (xy)\  cos  (x*)',  cos  (yz)[  les 
cosinus  des  angles  qu'an  second  plan  danf  l'espaœ-  forme  avec 
les  trois  plans  coordonnés)  on  aurait  également 

M 
cos  (y*Y  ==    ,-. ■      .  ■— > 

En  multipliant  ces  trois  expressions  respectivement  par  celles 
de  cos  (xy)  >  cos  (ara) ,  cos  ( j'z) ,  et  ayant  égard  à  la  valeur  de 
cos  V ,  on  a  cette  nouvelle  relation , 

cosOry) .  cos^^'-J-cosCx*) .  cos(:tje)'  +cos(y*) .  oos(y«)'=scosV. 

Enfin,  si  les  deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
on  doit  avoir 

cosOcy).cos(;ryy  +  cos(x«).  cos(xs)'+oo8(,ys).  cos(^s)'==a. 

Tous  ces  résultats  sont  utiles  dans  le  problème  général  de 
la  transformation  des  coordonnées  en  trois  dimensions. 

44*»  HintsfcMB  Rr  marottes  question.  Trouver  l'angle  d'une 
droite  et  d'un  plan  danè  l'espace. 

Si  d'un  point  quelconque  de  la  droite  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire sur  le  plan  donné,  et  qu'on  joigne  le  pied  de 
cette  perpendiculaire  avec  le  point  ou  la  droite  rencontré  le 
plan ,  la  ligne  de  jonction  est ,  comme  on  sait ,  la  projection 
de  la  droite  sur  le  plan.  Gela  posé,  on  appelle  angle  d'une 
droite  et  d'un  plan  celui  que  forme  la  droite  avec  sa  projec- 
tion sur  le  plan.  Or»  il  est  évident  que  cet  angle  est  le  com- 
plément de  celui  que  fait  la  même  droite  avec  la  perpendicu- 
laire abaissée  sur  le  plan. 

Soient  donc   J       ~  ,      ,     -  >     les  équations  de  la  droite 

donnée,    Ax  +  By-hCz+D=e    celle  du  plan. 


$66       T^fnprBtLr  t^ça^s  puy*  ihmmtb  sr  tfro  non. 
Les  équations  d'une  droite  perpendiculaire  à  ee  plan  feront 

==t/     ,  g/T>  fl'ii' ayant  (n°  463)  pour  valeurs 

•' V  *  '-IL:* 

ô  =  c«   *-c* 

Mais  on  a  (n*  faq}  pour  l'angle  de .  qet  deux  droites , 

COSV  =  -: — :=^J ,  . 

» 

Dono,  en  substituant  pour  a',  A',  leurs  valeurs,  on  obtient 
pour  le  sinus  de  l'angle  cherché , 

Aa  +  Bb  +  C 


ainV 


•(^+6'+i)(À*  +  Bft+C*)" 


Si  la  droite  est  parallèle  au  plan,  on  doit  avoir  sinV  =  a; 
ce  qui  donne  la  relation  ka  +  B4  +  C  =  o ,  déjà  éta- 
blie n°  433. 

443.  Scbqjjb  oixiam»  Tels  sont  les  principes  à  Paide  des- 
quels on  peut  résoudra  toute  espèce  de  questions  relatives  à  la 
ligne  droite  et»an  plan  dans  l'espace*  On  ne  doit  pas  toutefois 
perdre  de  vue1  que  quelques-uns  des  résultats  obtenus  précè*- 
demment  sont  indépendans  de  l'inclinaison  des  axes,  mais  que 
le  plus  grand  nombre  suppose  les  axes  rectangulaires.  Ainsi 
toutes  les  questions  dans  lesquelles  on  a  du  faire  entrer  en  con- 
sidération, soit  la  distance  entre  deux  points,. soit  l'angle  de 
deux  droites,  et  par  conséquent,  la  condition  de  perpendicula- 
xité  de  deux  droites  ou  de  deux  plans,  toutes  ces  questions, dis- 
je, conduiraient  à  des  résultats  beaucoup  plus  ^compliqués,  dan* 
l'hypothèse  d'axes  obliques* 
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Des  surfaces  courbes,  et  eti  pârtkmKer  des  surfaees 

du  second  degré. 

Notions  préliminaires.     ( 

i 
* 

444*  Unb  surface  courbe  étant  donnée  de  forme  et  de  posi- 
tion dans  l'espace,  si,  après. avoir  traduit-algéhri^ement  une 
de  ses  propriétés  caractéristiques,  on  parvient  à  une  relation 
F  (j?  ,  y ,  z)  as  o  entre  les  coordonnées  de  chacun  de  ses  points, 
cette  équation  est  dite  V équation  de  la  surface*  et  la  détermine 
complètement*,  car,  en  prenant  pour  deux  des  variables  des 
valeurs  arbitraires,  on  tire  de  l'équation  une  ou  plusieurs 
valeurs  de  la  troisième  variable  ;  et  le  point  correspondant  a 
chaque  système  de  coordonnées  se  trouve  nécessairement 
sur  la  surface,  puisque,  par  hypothèse',  1'âquatlon  convient  à 
tous  les  points,  et  ne  convient  qu'aux  points  de  cette  sur- 
face. 

446*  Réciproquement,  toute  équation,  F(op,  y  ,  a)  ss  •,« . .  (i) 

dont  les  variables  xfy ,  %  expriment  des  distances  à  trois  plans 
rectangulaires  ou  obliques,  comptées  parallèlement  aux  inter- 
sections de  ces  plans,  a  pour  lieu  géométrique  une  certaine  sur» 
face*  dont  la  nature  et  la  forme  dépendent  de  la  manière  dont 
les  variables  sont  combinées  entre  elles  et  avec  d'autres  quanti- 
tés constantes,  données  à  priori. 

Pour  démontrer  cette  seconde  proposition  rigoureusement-, 
considérons  une  seconde  équation 

r(*,y,*)=o,...   (a) 
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et  recherchons  le  lieu  de  tous  les  points  dont  les  coordonnées 
sont  susceptibles  de  vérifier  à  laioU  les  équations  (1)  et  (2). 

D'abord,  si  l'on  élimine  entre  elles  une  des  trois  variables, 
y  par  exemple,  l'équation  résultante 

.       /■(*,*)  =  <>..,  (3) 

exprime  une  certaine  relation  .entre  des  coordonnées  de  points 
situés  dans  le  plan  des.fxz,  et  appartient,  par  conséquent 
(n°  4*4)>  *  une  ligne  courbe  située  dans  ce  plan.  Mais  en  ima- 
ginant, par  les  différens  points  de  cette  courbe,  des  perpendi- 
culaires au  plan  des  xz,  on  forme,  dans  l'espace,  une  surface 
(dite  surface  cylindrique)  pour  chacun  des  points  de  laquelle 
les  x  et  z  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  courbe*,  ainsi  1* équa- 
tion (3)  convient  également  a  toupies  points  de  cette  surface, 
et  ne  peut  convenir  qu'à  ces  points. 

De  même,  Féquatnm. >  /(;,»)«o,,...  (4) 

qni  résulte  de  l'élimination  de  x  entre  les  équations  (1)  et 
(2) ,  caractérise  tous  les  points  d'une  surface  cylindrique  dont 
les  arêtes  sont  perpendiculaires  au  plan  des  y*>,et  qui  a  pour 
base  la  courbe  représentée  par  l'équation  (4). 

Il  suit  de  là  que  le  système  des  équations  (3)  et  (4),  lequel 
peut  remplacer  celui  des  équations  (1)  et  (2),  appartient  à 
tous  les  points  qni  se  trouvent  à  la  fois  sur  les  deux  surfaces 
cylindriques,  et,  par  conséquent,  à  leur  intersection  commune 
qui ,  en  général ,  est  une  ligne  courbe.  Donc  aussi  le  lieu  des 
points  dont  les  coordonnées  satisfont  en  même  temps  aux 
équations  (1)  et  (a)  est  une  ligne;  ce  qui  exige  que  les  lieux 
géométriques  de  ces  équations  soient  des  surfaces,  et  non  des 
solides  j  comme  on  pourrait  d'abord  se  l'imaginer. 

On  doit  remarquer  cependant  que,  si  l'équation  (1),  outre 
les  variables  xy  y  >  z,  renfermait  une  ou  plusieurs  indétermi- 
nées, cette  équation  fournirait  autant  de  surfaces  différentes 
que  l'on  pourrait  donner  de  valeurs  aux  indéterminées;  en 
sorte  que,  dans  ce  cas,  le  lieu  géométrique  serait  l'assemblage 
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d'une  infinité  de  surfaces  ocf  de  couchée  infiniment  minces ,  qui 
formeraient  alors,  à. proprement  parler,  un  solide. 

446*   Supposons    actuellement  que    l'on    ait    trois  équa- 
tions, 

FGr,^,*)*=o,    **  (*>.?>  *)  =  <>>     F'(x,yxz)  =  of 

existant  en  même  temps  pour  difeérefts  points. 

Comme  les  deux  premières  équations  caractérisent  tous  les 
points  de  la  ligne  d'intersection  des  surfaces  exprimées  par  ces 
équations ,  que  la  première  et  la  troisième  caractérisent  la  ligne 
d'intersection  des  surfaces  qui  leur  appartiennent,  il  s'ensuit 
que  les  trois  équations,  conviennent  aux  points  où  ces  lignes  se 
rencontrent ,  c'est-à-dire  à  ceux  qui  se  trouvent  à  la  fois  sur 
les  trois  surfaces ,  et  l'on  obtiendra  les  coordonnées  de  ces 
points  en  éliminant  x ,  y>z  entre  les  équations  proposées.  Le 
nombre  des  points  communs  est  égal  au  nombre  des  systèmes 
de  valeurs  réelles  de  xt  y,  z  propres  a  vérifier  ces  équations, 
simultanément. 

447*  On  peut  conclure  des  considérations  précédentes, 

i°.  Qu'une  seule  équation  entre  trois  variables  x,  y,z  déter- 
mine analytiquement  une  Surface; 

2°.  Que  le  système  de  deux  équations  en*,y,  *  oaracté* 
rise  une  ligne  courbe  désignée  ordinairement  sous  le  nom  de 
courbe  à  double  courbure  (comme  tenant  de  la  nature  de  l'une 
et  l'autre  surfaces  représentées  par  les  deux  équations). 

Cette  même  courbe  est  encore  déterminée  par  les  équations 
de  deux  de  ses  projections;  ce  sont  (n°  44^)  Ie8  équations  qu'on 
obtient  en  éliminant  successivement  y  et  x  entre  les  équations 
proposées; 

3d.  Que  le  système  de  trois  équations  en  x,  y,  z  tee  la 
position  d'un  certain  nombre  de  points  dans  l'espace;  en  sorte 
qu'il  n'est  pas  toujours  nécessaire  de  se  donner  explicitement 
les  coordonnées  de  ces  points,  mais  bien  les  équations  de  trois, 
surfaces  sur  lesquelles  iU  se  trouvent  pinces. 
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5^2  TBANSFOBMAVION 

Ces  premières  notion*  étant  établies,  nous  allons  nous  oc- 
cuper de  la  résolution  d'un  problème  analogue  à  celui  par  le- 
quel nous  ayons  fait  précéder  la  théorie  des  courbes  du  second 
degré;  c'est  celui,  de  la  tran^ormation  des  coordonnées  eu 
trois  dimensions.  ,, 

§  Ier.  Transfiamatioit  des   Coordonnées  dans 

Pespace. 

» 

4f&  Étant  donnée  V équation  d'une  surface  courbe  rapportée 
à  des  axes  rectangulaire*  ou  obtiquetj  on  propose  de  détermi- 
ner V équation  de  cette  même  surface  rapportée  à  de  nouveaux 
axes  de  même  origine  ou  d'origine  différente. 

Pour  résoudre  cette  question ,  il  faut  tâcher  d'exprimer  les 
anciennes  coordonnées  x9y ,  z  en  fonction  des  nouvelles  jf ,  y' , 
z,'  ;  après  quoi,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  primi- 
tive ,  on  obtient  l'équation  demandée. 

Or,  quelle  que  soit  la  méthode  qu'on  emploie,  il  est  aisé  de 
reconnaître,  à  priori  j  que  les  vateurs  de  x,yf  zenx* f  y ,  zf 
sont  du  premier  degré  et  de  la  forme 


X  = 

mx"  -f-  m'y' 

+ 

m't! 

'  + 

o» 

r«= 

nx*  +  n'y 

+' 

nV 

+ 

*, 

s  es 

p*  +  p*y 

■4- 

pz 

+ 

c. 

(0 


En  effet ,  elles  doivent  être  telles ,  que  si  on  les  applique  au 
plan ,  l'équation  de  cette  sur&oe  ne  cesse  pas  (n°  4*6)  d'être 
du  premier  degré;  oe  qui  n'aurait  pas  lieu  dans  le  cas  oh 
quelqu'une  des  variables  si ,  y  ,  J ,  se  trouverait  élevée  è  la  a°, 
3*  puissance. 

Nous  n'entreprendrons  pas  de  déterminer  les  constantes  m, 
m'. ..,/»,  n'y. . .  dans  le  cas  le  plus  général,  parce  que  les  for- 
mules en  sont  peu  usitées;  et  nous  nous  bornerons  aux  cas 
snivans: 

449*  Phjuokr  cas,  Passer  d'un  système  de  coordonnées  ree- 
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tangulaires  ou  obliques  à  un  système  de  coordonnées  parallèles 
dJ origine  différente* 

Soient  AX,  ÀY,  AZ  (fig.  ^4°)  ^  anciens  axes;  A'X',  Fîg.ajo. 
•AT',  A'Z'  les  nouveaux,  q*e  nous  supposons  parallèles  aux 
premiers ,  et  prolongés  jusqu'à  leur  rencontre  avec  les  plans 
des  yz9  xz,  xy\  les  parties  A'B,  A'C,  A'D  représentent  les 
coordonnées  de  la  nouvelle  origine  A'  rapportée  aux  anciens 
axes.  Si  d'un  point  quelconque  M  delà  surface,  nous  menons 
les  coordonnées  MP,  MQ,  MR,  ces  droites  perceront  les  plans 
y*' ,  a/z'y  xê y'  aux  points  P'f  Q' ,  R';  et  l'on  aura 

MP  =  x,    MQr=^,     MRsas, 

pais  MP^*',  MQ'»/,  HR'e^ 

et 

PT  =  A'B  =  a,    Q'Q  =  A'C  =  £,    R/R  =  AD==Sc; 

ce  qui  donne,  par  conséquent,  les  relations  • 

xssa/  +  a,    y=y  +  b,    «=sfif  +  c. 
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Telles  sont  les  formules  au  moyen  desquelles  on  passe  d'un 
système  quelconque  de  coordonnées  à  un  système  de  parallèles. 

Les  signes  des  quantités a,b9c  font  connaître  (n°  406)  dans 
lequel  des  huit  angles  solides  formés  par  les  trois  axes  primi- 
tifs, se  trouve  la  nouvelle  origine. 

JV.  B.  Dans  tout  ce  qui  Ta  suivre,  nous  supposerons  que 
l'origine  reste  la  même,  parce  que,  si  elle  était  différente,  on 
commencerait  par  transporter  les  axes  parallèlement  à  eux-* 
mêmes  d'après  les  formules  ci-dessus,  et  l'on  changerait  ensuite 
la  direction  des  axes  autour  de  la  nouvelle  origine. 

45o.  Second  cas.  Passer  d*tm  système  rectangulaire  à  un 
système  oblique  de  mime  origine. 

La  méthode  que  nous  emploierons  pour  obtenir  les  for- 
mules relatives  a  ce  nouveau  cas,  est  fondée  sur  la  proposition 
suivante  : 


F*>*i.  Soient  LL',  KK'  ifeg.  241)  deux  droites  indéfinies  sttuéfe* 
ou  non  situées  dans  un  même  plan.  Abaissons  de  deux  points 
A,  &  de  la  première  droite  dee  lignes  La,  Bo  perpendiculaires 
sur  la  seconde;  la  partie  ab  de  cette  seconde  droite  est  dite  la 
projection  de  AB  sur.  KK.'.  Cela  posé,  je  dis  que  l'on  a 
oA  =  ABoosv,  v  désignant  l'angle  que  les  deux  droites  LL% 
KK'  font  entre  elle*. 

En  effet,  soient  n^enés  par  les  points  A,  B,  deux  plana  MN, 
FQ  perpendiculaires  à  KE'i  ces  plans  contiennent  les  deux 
perpendiculaire»  Atf ,  B6  déjà  abailsées. 

Du  point  A  tirons  ensuite  AI  perpendiculaire  sur  le  plan 
PQ ,  et  joignons  te  point  B  avec  le  point  I  où  cette  perpendicu- 
laire rencontre  PQ*,  le  triangle  AIB  est  rectangle  en  I,  et 
donne  (n°  85) 

AI  =  AB .  cos  BAI. 

Mais  Al  =  ab,  comme  parties  de  parallèles  comprises  entre 
plans  parallèles;  d'ailleurs  l'angle  BAI  n'est  autre  chose  que 
l'angle  des  deux  droites  LU,  K.K'.  Donc  enfin 

ab  =  AB  cos  v; 

c'est-à-dire  que  la  projection  d*une  droite  sur  une  autre  est 
égals  au  produit  de  la  droite  multipliée  par  le  cosinus  de 
Y  angle  qu'elle  forme  avec  sa  projection. 

Appliquons  ce  résultat  à  la  question  proposée. 
fig.*4?.  Soient  AX,  AY,  AX  (fig*  afc)  trois  âmes  rectangolaires; 
AX'  y  AT' ,  AZ'  trois  axes  obliques»  Menons  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  surface  les  anciennes  coordonnées  MP>  PQ, 
AQ,  et  les  nouvelles  MP\  FQS  KÇjf ,  puis  des  points  M,  Y  ,Q[ 
concevons  trois  plans  perpendiculaires  à  AX.  Il  est  évident  que 
le  plan  mené  par  le  point  M  coupe  AX  au  point  Q ,  puisqu'il  se 
confond  avec  le  plan  MPQ.  Quant  aux  deux  autres,  soient  p'y 
<f  leurs  points  de  rencontre  avec  AX. 

Il  résulte  de  cette  contraction  que  la  distance  AQ  ou  a:  se 
compose  de  trois  parties  A(f ,  q'p',  p'Q,  que  l'on  peut  regard 
der  comme  les  projections  respectives  des  coordonnées  AQ', 


P'Q'  /MF ,  ou  .*',  y',  2'  sur  l'axe  des  x.  Donc,  en  convenant  de 
désigner  par  (x'f  x),  (/ >  x),  (&',  ar)  les  angles  que  les  «ou» 
veaux  aies  forment  avec  l'ancien  axe  des  x,  on  aura,  d'après 
le  théorème  précédent , 

x  =  af  cos(x',  x)+ycos(y,  à:)  +  *'  cos(^,  x). 

Concevons  actuellement  qu'on  ait  projeté  de  la  même  ma- 
nière les  coordonnées  x' ,  y* ,  z'  sur  chacun  des  deux  axes  des 
y  et  des  *;  et  employons  des  notations  analogues  aux  précé- 
dentes ;  on  obtiendra  également 

y  «s  x<  cos  {x',y)  +  J   cos  <jr',y)  4-  »'.  cos  {z',y)y 
2  qce  a?'  ops  (*f,  a)  +  y  cos  i/ >  *)  +  *'  «os  (*',  s). 

Les  neuf  constantes  qui  entrent  dans  ces  trois  formules  sont 
d'ailleurs  liées  entre  elles  (n°  /fa2)  par  les  relations 

.  cos*  (x#,  x)  +  cos*  (x',  y)  +  cos*  (j/,  z)  =  1, 
cos*  (y,  x)  +  cos»  (/,  y)  +  cosa  (/,  a)  =  1, 
cos*  (s',  x)  +  cos*  (z',y)  +  cos*  (*',  z)  =  1. 

45i.  Tboisiàme  cas.  Passer  d'un  système  rectangulaire  à  un 
autre  système  rectangulaire  de  même  origine. 

Les  formules  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  qui  précède; 
mais  il  faut  joindre  aux  relations  déjà  établies  entre  les  cosinus, 
celles  qui  expriment  (n°*  4ai  et  42^)  9ue  les  nouveaux  axes 
sont  perpendiculaires  deux  à  deux;  ce  qui  donne,  en  vertu  du 
numéro  que  nous  venons  de  citer , 


cos(x',x)cos(y^)+co8(xV)cos(^^^)+oos(xV)cos(y>a)=sol 
<Sos(xV)cos(  z',x)4-cos  (x',  y)cos(  *V)-r-cos(x/^i)cos(  *»=o  f 
ces(/,r)cos(  s',x)+eos  (/*r)cos(s',;y)-r-co8(  y',*)cos(  z»=o . 

On  voit  donc  que  les  constantes  qui  entrent  dans  les  for-* 
mules  relatives  au  cas  actuel ,  sont  liées  entre  elles  par  six  rela- 
tions différentes;  d'où  il  suit  que  de  ces  neuf  cosinus,  il  n'y  en 
a  que  trois  dont  on  puisse  disposer  arbitrairement. 
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Il  exista^*,  ftfet^d'aufcre*  formula*  propres  à  foire  paner 
d'an  système  TOCta^gulytae ,  à  un  autre  de  mène  espèoe ,  et 
dans  lesquelles  on  ne  fait  entrer  en 'considération  que  tarir 
constantes*  savoir  : 

i°.  L'angle  que  la  trace  du  plan  des  x'y  sur  le  plan  des  xy9 
forme  avec  "ancien  axe  des  p; 

3°.  LVngle  que  Yônl  entre  eux  te  plan  des  xV  et  celui 
des'xy-,  f 

3*.  Enfin',  Pangte' que  éiit Taxe  des  a/,  avec  la  trace  dont 
nous  venons  de  parler. 

Il  est  aisé  de  reco&nadtr«H]uevce^  années  suffisent  pour  fixer 
la  position  des  trois  nouveaux  axes,  par  rapport  aux  anciens  ; 
mais  ces  formules  étant  très  compliquées  et  peu  symétriques, 
nous  renvoyons,  pour  leur  .détermination^  au  tom.  Il,  numéro  Ier 
de  la  Correspondance  dé  l'École  Polytechnique ,  ouvrage  dans 
lequel  nous  avons  puisé  également  la  méthode  suivie  dans  les 
deux  derniers  cas  de  la  transformation  des  coordonnées. 

Cas  particuliers  du  précédent, 

45s.  On  peut,  en  conservant  l'un  des  anciens  axes,  celui 
des  s,  par  exemple,  changer  la  direction  des  deux  autres  axes 
dans  le  plan  des  xy. 

Fig»a{3.     Dans  ce  cas/on  a  évidemment  [fig*  a43) 

c°*  (S \  x)  —  °°s  [ioo°  +  (x',  x)]  as  —  sin  (a/,  x), 

cos(j/,js)  MOj 

cos  (x',  y)  =  sin  (x*,  x) ,    cos  C/,jO  as  cos  (x',  x) . 

cos  (a/,  s)  =  o,     eos fy',  a)  =  tf,     cos  (z',  *)  =  t  ; 
ce  qui  donne ,  pour  les  formules  correspondantes, 

x  =  x'  cos  (x',  x)  —  y  sin  (/,  x),      . 

^  =  a/  sin  (x',x)  -+-/  cos  (/,  x), 

s  =.  s'. 


Los  deux  première*  sont  identîqfces  ated  eéHéâ  tlti  ti°  222 , 
parce  qu'en  effet ,  tout  te  réduit  ici  à  aMttfgaple  transformation 
de  coordonnées  en  deux  dimenstonfe.  f    t  °'i  - 

453.  Nous  verrons ,  par  la  suite,  que,  pour  discuter  une  sur- 
face courbe  dont  la  position  est  déterminée,  au  moyeu  d'une 
équation  F  {x ,yf  %)=  q  entre  des  coordonnées  rectangu- 
laires, il  faut  déterminer  les  intersections  de  cette  surface 
par  des  plans  menés.  sous~duTéren|ea  inclinaisons.  Or,  en  com- 
binant l'équation  F  (xyy>£)  =  o  avec Téquatîon^d'un  plan, 

Àr  +By.-+t  G*  4»'D<»  o, 

et  éliminant  l'une  des  'variables.  *  par  exemple,  qn  obtient 
une  équation  F*  (x,  j/)  =  o,  qui  représente  (n°  4^8)  la 
projection  de  la  courbe  d'intersection  sur  te  plan  des  xy9 
mais  qui  y  en  général ,  n'apprend  riçn  sur  la  courbe  elle-même* 
Pour  connaître  la  nature  de  celle-ci,  il  faudrait  tâcher  d'en 
avoir  l'équation  dans  le  plan  donné,  et  c'est  à  quoi  l'on  peut 
parvenir  aisément  par  la  transformation  suivante  : 

Prenons  pour  plan  des  x'y'>  le  plan  dont  on  demande  l'in- 
tersection avec  la  surface;  pour  ax$  des  x\  la  trace  AC 
(Jig.  ^44)  <te  ce  P^an  sur  celui  des  xj\  l'axe  des  y  est  alors  Fig.itf* 
une  perpendiculaire  AD  menée  à  cette  trace  dans  le  plan  sé- 
cant, et  Taxe  des  %  une  perpendiculaire  à  Ce  plan. 'Nommons 
d'ailleurs  ?  l'angle  CAX,  et  6  l'angle  que  forme  le  plan  sécant, 
ou  le  plan  des  x'y'  avec  celui  de*  xy~ 

Ces  deux  angles ,  dont  la  connaissance  suffit  pour  fixer  la  po- 
sition des  trois  nouveaux  axes ,  peuvent  être  donnés  à  priori  / 
ou  bien,  on  peut  les  obtenir  facilement  d'après  l'équation 

A*  +  Bjr  +  C*  +  D  3=  o. 

On  a  d'abord  (n°  440  P°ur  l'angle  #, 

C 


cos  6  = 


V±?  +  BV  +  Ct      - 

Quant  à  l'angle  f ,  comme  l'équation  de  la  trace  du   pian 
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5^8  TRANSFORMATION   DB*   OOOaDONNlES. 

sur  oelai  des  xy  est 

Lx  -|-  By  +  P  =  o, 

y  Pensait  que  —  -g  exprima  Juv^l^mr  4a  Ungf. 

Cela  posé  9  pour  rapporter  la  surface  courbe  au  nouveau  sys- 
tème d'aies ,  on  a  les  formules  déjà  établies  n°  4^i,  qu'il  ne 
s'agirait  qtie  de  substituer  datte  Féqaartidn    F  (x ,  jr ,  s)  =  o. 

Mais  puisqu'on  a  pour  but  de  trouver  l'intersection  de  la  sur- 
face avec  le  plan  des  x*y\  il  faudrait  faire  ensuite  /  =  o  dans 
l'équation  transformée;  et  Pon  voit  que  cela  revient  à  poser 
sur-le-champ  */  =  o  dans  les  formules  du  n°  45 1  ;  ce  qui 
les  réduit  k  * 

x  sas  xf  cos  (ar*,  x)  +  y  cos  C/,  x), 
-y  =  x*  cos  (x',  y)  +  /  cos  (/,  j)i 
s  =  x9  cos   (j/,  s)  +  /  cos  (y',   s), 

et  à  porter  ces  valeurs  dans  l'équation 

Mais  il  reste  encore  à  exprimer  tes  constantes  qui  entrent 
dans  ces  formules ,  en  fonction  des  seules  données  nécessaires 
fêta. 

A  cet  effet ,  considérons  l'origine  A  comme  le  centre  d'une 
sphère  dont  les  intersections  avec  les  plans  T'A  Y,  XAT, 
Y'AX',  Y'AX  soient  le*  arcs  de  cercle  DE,  BE,DC,  DBj-  on 
forme  ainsi  deux  triangles  sphériques  DBG,  DCE,  dsms  les- 
quels on  a , 

i°.  pour  le  premier,  DBC, 

DC  n  iooô,     BC  =  (a/,  x)  =  ?, 
et  DB  =  (/,  x)f     angle  DCB  =  0; 

2°.  pour  le  second ,  DCE, 

DC  =  ioo°,     CE  =  (x',  y)  =  ioo°  — 
et        DE  =  (/,  y),     angle  DCE  ==  2000  —  6. 
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Ces  mômes  triangles  donnent  d'ailleurs  (Tng.  sph.,  n°  127) 
cos  DB  =  cos  DC. cos  CB  -+-  sin  ic7sfn  CB.  cos  DCB  j 


d'où,  à  cause  de*  valeurs*  clfidessus, 


£9   ~    —    »:»i 


et    co^DE^oosDC^xwCf+^nDCi^GJE.^osIH^E^ 

d  ou  cos  (y,  y)  =  —  cos  $  ccfe  0.      , 

Enfin ,  comme  l'axe  des  «  est  peipendtariafee •  Taxe  des  s', 
qui  se  trouve  dans  le  plan  de*  xyy  et  qu'il  forme»  avec  l'axe 
<les  y  y  un  angle  égal  au  complément  de  l'angle  8 ,  on  a  encore 

cos(x',4)  =  a,     cos  (y r«)  =s  sm  0. 

Il  vient  donc.  tfar  la  substitution' de  ces  diverses  valeurs, 

x  =  x'  cos  0  +  y'  sin  0  cos  ô, 

y  ^  x   sin  ^  —  ^   cos  <p  cos  9, 

s  ^=  yf  sm  9.  «  • 

■ 

Telles  sont  les  formule»  don*  nous  aurons  a  faire  usage, 
toutes  les  fois  que  noua  voudrons  déterminer  lit  nature  de  l'in- 
tersection d'une  surface  courbe  par  un  plan  quelconque. 
Elles  ne  sont  qu'un  cas  particulier  des  formules  dont  nous 
avons  parlé  (n°  ^S\). 

45if.  Remarque.  Dans  les  transformations  précédentes,  nous 
}  avons  supposé  que  l'origine  fût  la  même.  S'il  en  était  autre- 

ment,  il  faudrait  (n°  449)  introduire  dans  les  seconds  mem- 
bres  de  toutes  les  formules,  les  quantités  a,  b,  c,  qui  expri- 
ment les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  rapportée  aux 
anciens  axes. 

« 

455.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  la  transfor- 
mation des  coordonnées  linéaires  en  coordonnées  polaires. 
(Voyez  n°  345.) 

Soient  O  (Jlg.  245)  un  point  appelé  pôle  et  donné  de  posi-  Fig«9f5< 
tion  dans  l'espace  au  moyen  de  ses  coordonnées  a,  b,  c,  ou 

37. . 
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AC,  CB ,  QB,  çapfojrtéesjt  trois  axes  jrectangulaires  AX,  AT, 
AZ  ;  OM=  r,  an  rayon  vecteur,  c'est-à-dire  une  ligne  menée 
de  ce  point  fixe  à  un  point  quelconque  d'une  surface  courbe, 
F  (x,yf*)  73  o-9    xt  y,*,  représentant  les  coordonnées  AQ, 
PQ,  MP  de  ce  dernier  point  rapporté  aux  mêmes  axes. 

Désignons  d'ailleurs  par  {r,  a),  (r,  y),  (r,  z)  les  angles 
que  forme  le  rayon  "vecteur  OM  avec  chacun  des  trots  axes. 

On  a  évidemment ,  d'après  la  ligure, 

AQ  où  x  z^  AC  ^-  CQ  =±  a  +  CQ; 
mais  (n°  4^o) , 

CQ  =  OM.cos  (r, x)  =  r  cos  (r,  *)> 
donc  x  =  a  «+•  r  oo* (r, x). . . .  (1) 

On  obtiendrait  de  màpte  pour  les  autres  coordonnées, 

y  =  b  +  r  cos  (r, \y).  ...  (a) 
s  =  c  -f  r  cos  (r,  s) (3) 

Substituant  les  valeurs  cle  xy  y,  »  dans  l'équation  de  la  sur- 
face! on  aurait  une  relation  entre  le  rayon  vecteur  r  et  les 
angles  que  ce  rayon  vecteur  forme  avec  les  trois  axes;  cette 
équation  est  ce  qu'on  appelle  une  équation  polaire  de  la  sur- 
face. 

A".  B.  Les  angles  (r,  x),  {r,  y) ,  (r,  s)  sont,  comme  on 
l'a  tu  (n°  4aa)  y  liés  entre  eux  par  la  relation 

cos"  (r,  x),  +  cos1  (r, y)  -f-  cos'  (r,  î)=i, 

* 

456.  Aux  formules  (i),  (a)  et  (3)  on  peut  en  substituer 
d'autres  qui  ne  renferment  que  deux  angles  indépendans  l'un 
de  l'autre  y  savoiry  l'angle  ô  que  forme  le  rayon  OM  avec  la  pro- 
jection BP  sur  le  plan  des  xy,  et  l'angle  <p  que  cette  projection 
forme  avec  l'axe  des  x. 

En  eflet,  menons  OH  parallèle  à  BP,  et  BR  paraljçle  à  AX; 
on  a  évidemment 


1  1.  > 
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AQesa  +  Bft,     QPaaft+HPy    M»=*c  +  MH; 
mais 

BRsBPcos^att  OH 'tés  f  *=  J*  cos  6  cos  ?, 
RP  =  BP  sin  f—  OH  sîn  ç>  ±=  f  cos  8  sin  ?, 
MH  =  OM  sïn  MOH  =  f  sîn  6;  ' 

donc  enfin , 

AQ    ou    *  =*  a  +•  r/OOfi  6  cos  $, 
QP    ou    ^  =  6  -f-  r  cos  6  sin  p, 

MP    ou     z  s=  c  -+-  r  sin  6. 


•  i 


§  IL  De  differens  genres  de  surjetées. 

Quoique  nous  ayons  poter  prtoetpal  but-,  dans  ce  chapitre, 
d'exposer  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré ,  c'est-à-dire 
des  surfaces  qui  sont  exprimées  par  des  équations  du  second  de- 
gré à  trois  variable*,  nous  or  oyons  devoir  entrer  dans  quelques 
détails  sur  certaines  surfaces  auxquelles  on  est  souvent  conduit 
par  la  résolution  de  problèmes  indéterminés  en  trois  dimen- 
sions, parce  que,  dans  la  discussion  de  l'équation  générale  du 
second  degré,  nous  aurons  occasion  de  retrouver  les  caractères 
qui  appartiennent  à  ces  sortes  de  surfaces. 

De  la   Surface  sphèrique  et  du  plan  tangent  à  cette 

surface, 

457.  On  appelle,  en  Géométrie,  scbfacb  sphAriqub,  celle 
dont  loue  les  points  sont  également  éloignée  d'un  même  point , 
nommé  ckhtbx  de  la  sarface. 

Cette  propriété  caractéristique  peut  être  aisément  exprimée 
par  l'analyse.  En  effet,  soient  xy  y,  z  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  la  surface,  «,C,  y  celles  du  centre,  et  r 
la  distance  constante,  ou  le  rayon  de  la  sphère. 

On  a  (n°  41 0  pour  l'équation  de  la  surface. 
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en  supposant  que  rab  axes  soient  rectangulaires;  et  si  les  ax< 
sont  obliques  (n°  4^), 

(*  -  «)'  -tf  ^  «fc*.  ft  -  *)•  ) 

+  »(*  —  •)  (y  —  0 .  cos  (*,  y)  f  ^ 

-f  a(x  —  *)  («  —  j.) .  oos  (x,  s)  '  >•  •  •  •  W 

+  «(î'-,'fl,(«,fyj,.,,ofci(V,--^ 

mais  la  forme  compliquée  4ft<0Ptt*  ,4trnîère  équation  permet 
rarement  d'en  faire  usage. 

Cas  particuliers.  Lorsque  l'origine  est  au  centre,  les  coor- 
données *,€,y  sont  nulles  *  et  l'équation  (i)  se  réduit  à 

x»+y+**  =  f;....    (3) 

c'est  l'équation  que^l'on  emploie  le  plus  fréquemment. 

Le  centre  peut  être  placé,  soit  sur  un  des  plans  coordonnés , 
soit  sur  l'un  des  axek  ' 

Supposons-le , «pas  exemple,  stir  le  plan  des  xy9  auquel  cas 
on  a  y  sot  et-  l'équation  dévient 

ix  —  *Y+(jr  —  C)*  +  z'=r*...  (4) 

Admettons  encoreqne  le  centre  soit  situé  sur  l'axe  des  x,  ce 
qui  donne  £=o,  y  =  o;  il  en  résulte 

(x-<0'+.rft  +  *ft=r*....  (5) 

458.  L'équation  (i)  étant  développée,  donne  un  résultat  de 
la  forme 

j^  +  ^+z'  +  Ax  +  B^  +  Ca  +  Daso....  (6) 

Réciproquement ,  toute  équation  de  cette  forme,  lorsque  les 
axes  sont  rectangulaires,  représente  la  surface  d'une  sphère 
dont  les  coordonnées  du  centre  sont 

A      „_      B C 


et  qui  a  pour  rayon 


-• 


Aa+Bm-|-C     .. 


La  démonstration  de  cette  réciproque  «$t,  en  tous  points, 
semblable  à  celle  du  n°  177;  aînsi"  il  est  inutile  de  la  ré- 
péter. 

459.  Pour  déterminer  la  nature  de  l'intersection  d'une 
sphère  par  un  plan,  il  suffit  (n°  £53)  de  combiner  l'équation 
**•+»  y  •+■  z*  =  r*  a*ec  les  formules 

x  z=s  3/  cos  p  +  y'  «in  f  cep  i)  +  û, 
jr  *=  of  sin  f  —  j/  ços -^  cos  8  +  ft, 
2   =  r*  sin   fl  -f-  c; 

et  Péquation  résultante  en  x  ,  y  sera  celle  de  la  courbe  d'inter- 
section. 

Or ,  en  substituant  dans  la  première ,  pour  x9jr,*f  leurs  râ- 
leurs ,  on  reconnaît,  i°.  que  le  coefficient  de  x'y  est  égal  à  o; 
?*,  que  les  coefficiens  de  x'*,  y%  3**i  égaux  à  l'unité;  ainsi 
(  n°  177  )  cette  équation  est  celle  d'une  circonférence  de 
cercle. 

460.  Recherchons  actuellement  l'équation  du  plan  tangent 
a  la  sphère,  en  un  point  (j/^,  *')  de  cette  surface  rapportée 
à  des  axes  rectangulaires. 

Soient      (x— •)*-r.(%r—C)t +(*—>)*=  r*.. .  (1) 
l'équation  de  la  sphère, 

et(n°43o)    A(x  — x'J+BCr— y)+C(«  — *0=o--«  M 

Féquation  d'un  plan  assujetti  a  passer  par  le  point  x*  ,y,  %'. 

On  sait ,  en  Géométrie,  que  le  plan  tangent  à  la  sphère  es* 
perpendiculaire  au  rayon  qui  passe  par  le  point  de  contact. 
D'après  cela,  les  équations  du  rayon  étant  (n°  417) 

*— ^=  zr11 £(*  — Or  r—y»zr—^%m^%^9 

z  —  y  z  —y 
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les  relations  A  =  aC,  B=iC  dun°  4^3  donnent 

A  S=S  •—-*——. .  C ,     B  =  -y .  Cj 

«Foi  saBstitaanCdJfti^^^cliYlsànt  par  C, 


(^-«K*^)^^  (3) 

Telle  est;  If  pre^jèrç.  forme  sous,  laquelle  on  peut  présenter 
l'équation  du  plan  tangent;  mais  on  peut  lui  en  donner  une 
autre,  d'après  la  relation 

qui  exprime  que  le  point  {x  ,y  ,  z')  se  trouve  sur  la  sphère. 
En  effet,  cette  relation  revient  à 

« 

(/  -  -)  (*'—  -)  -f  <y—  C)  (y  _  <T)  -f-  («f  —  y)  (*'—  y>=  f*; 

et ,  ajoutée,  à  l'équation:  (3),,  elle  donne    . 

(/-.,) ^'m)±(y—tyçjL4)+  (*'->X*->)=rS ...  (4) 

résultat  qui  ne  diffère  de  l'équation  de  la  sphère  qu'en  ce  que 
les  carrés  (x —  *)*,  {jr  —  C)*,  (a  —  y)%  ou  (x  —  *)  (x — •), 

*  •      ■  ■ 

(j-  —  C)  (y  —  £) ,  (z  —  y)  (fc  — '  y) ,  sont  remplacés  par  les 
rectangles  (x' —  *)  (a:  —  «) ,  (y -—  C)  (^y  —  C) . . . 

Si  l'origine  est  au  centre,  même  de  la  sphère,  on  a 

•  =o,  C=o,  y  =  o, 
et  l'équation  (4)sfî. requit  à .v 

c'est  l'équation  que  Ton  emploie  le  plus  souvent  dans  les  ap- 
plications. 

v 


% 


.  fm*A<p4v  dnmmwQiw* » ,  585 

Des  surfaces  cylindriques. 

461.  On  nomme  ain&i  toute  surface  engendrée  par  le  mouve- 
ment d'une  droite  qufgfisse  parafUUmfn^à .une tftytre  droite 
donnée  de  position  le  long  d'une  certaine  courbe  appelle 
la  directrice  de  la  surf*»;  1*  droite  mobile  s'appelle  oiuà- 

RATRICB.  t 

Tâchons  d'exprimer  ce  caractère  £énëral  pâtf  ^analyse. 
Soient  x  x=  az  +  *,     y  =  hftrj-€  9 

les  équations  de  la  génératrice  considérée  dans  une  position 
quelconque, 

et  F(x,y,z)  =  o,     F'(x, y,  z)  =  o, 

celles  de  la  courbe  qui  sert  de  directrice. 

Puisque  la  génératrice,  dans  son  mouvement,  ne  doit  pas 
cesser  d'être  parallèle  à  elle-même,  il  s'ensuit  (u°  4*8)  que  les 
quantités  a,  b  restent  les  mêmes  pour  toutes  les  positions  de  la 
génératrice;  maïs  les  quantités  *,  6,  qui  (n°  43a)  expriment 
les  x  et  jr  du  point  où  la  génératrice  rencontre  le  plan  des  xy9 
sont  constantes  pour  tous  les  points  d'une  même  position  de 
la  génératrice,  et  varient  lorsque  la  génératrice  passe  d'une 
position  à  une  autre.  11  doit  donc  nécessairement  exister  une 
certaine  relation  entre  ces  quantités  «,  C,  ou  leurs  égales 
a;— az,  y  —  bz9  puisqu'elles  sont  constantes  ensemble  et  va- 
riables ensemble. 

Afin  de  parvenir  à  cette  relation,  remarquons  que  la  gêné* 
ratrice  devant,  dans  toutes  ses  positions,  rencontrer  la  courbe 
qui  sert  de  directrice,  les  équations  de  cette  courbe  et  celles 
de  la  génératrice  doivent  exister  simultanément  pour  les  points 
d'intersection;  et  comme  elles  sont  au  nombre  de  -quatre j  si 
l'on  élimine  les  coordonnées  x,  y,  z,  on  parviendra  à  une 
équation  entre  m,  Cet  des  quantités  connues,  qui  ne  sera  autre 
chose  que  la  relation  cherchée. 

Gette  relation,  que  nous  pouvons  représenter  en  général, 


1 


P**  /(•»  QiiQ^i^iws/M)  devient y  lorsqu'on  y  remplace 
4,  C}  par  leurs  valeurs  m  ~  a*,  ^y  — fa, 

/{x-ai7y^n)~o9     ou '   >— fa  =/(*-«*)•] 

Pour  fixer  les  idées/  proposons-' nous ,  par  exemple,  de 
trouver  Péquation  Axx  cylindre  obliqué  à  6090  circulaire. 

Soient  x%  -f-^yû.5s=  r*    rt    z=o,....  (i") 

les  équations  du  -cercle  qui  doit  sertir  de  directrice,  et  que 
nous  supposons ,  pour  plus  de  simplicité,  placé  dans  le  plan 
des  xjr,  le  centre  étant  d'ailleurs  situé  à  l'origine* 
Lm  équations  générale*  4e  {a  gémératrioe  sont  toujours 

x  —  os  =  «,    y  —  fa  =  C%..  (a) 

« 

Or,  pour  exprimer  que  la  génératrice  dans  toutes  ses  positions 
rencontre  le  cercle,  il  faut  combiner  entre  eUes  les  quatre 
équations  (1)  et  (2). 
D'abord  l'hypothèse  *=o,  introduite  dans  les  équations  £2)» 

donne  x*=m9    y«C; 

r 

d'où,  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  (1), 

*l  +  i»aar,5..,  (3) 

c'est  la  relation  qui  lie  entre  elles  les  quantités  « ,  C  que  nous 
ayons  reconnu  devoir  être  constantes  ensemble  et  variable* 
ensemble. 

Si,  maintenant,  on  reporte  à  la  place  de  «,  C  leurs  va- 
leurs x  —  az,  y  —  b%  dans  (3) ,  il  vient 

(*  —  **)•+<?  —  fa)»  =  r», 

« 
pour  Féquation  du  cylindre  oblique  à  base  circulaire. 

462.  Nous  pouvons  reconnaître,  à  posteriori,  que  tonte 
équation  de  la  forme 

JT—  b*=f(x—az),.. .   (1) 
appartient  à  une  surface  composée  d'une  infinité  de  ligne* 
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droites  parallèle*  entre  êttêê;  ee  qui  daractérise  la  surface  cy- 
lindrique. '   <  *f  tx "    '' 

En  effet,  coupons  cette  surf  ace  par  ^nj^^n  qui  ait  pour 

équation  x  —  **  =  k  ;       ,     .  r 

il <en  résulte nécessairement  '  '      --^'.t  ^'l* '■•■' 

^  —  As  •=  /(fc)  =s  ^contt^*=*  /• 

D'où  Ton  voit  que  la  ligue  d'intersection  du  plan    x  —  az=k7 

avec  la  surface,  se  trouve  sur  un  .  autrg  ,phin,    jf— bz=l'> 

donc  cette  intersection  de*  une  ligne  draite     -  "• 
Considérons  maintenant  une  suite  d'autres  jrians 

x—  am=tfj     *—  as-=k'j     *  —  as  =: ft", . . . 

•  •  •  •    *    ■  * 

parallèles  au  premier,  qmi«oupent  b  siirfaoe» 
L'équation  devient  successivement 

•  * 

J' —  6*=?,    J' —  bz-z*}  F  %     y  —  bz  :=/*...  ; 

c'est-à-dire  que  les  intersections  de  la  surface  par  les  plans  pa- 
rallèles au  plan  x — as  =  £,  se  trouvent  situées  dans  des 
plans  parallèles  au  plan     y  — -  ia  s=  /^ 

Par  conséquent ,   toutes    ces  intersections  sont  des  lignes 
droites  parallèles  à  celle  qui  a  pour  équations 

x  —  az  =  k    et    y  —  bz  =  /• 

jP/w*  généralement,  je  dis  que  toute  équation  de  la  forme 

Bir  +  Ny+Ps=F(A*  +  By  +  Cs),....  (i) 

et  dont  l'équation  jf  —  bz  =/(x  —  as) ,  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier, appartient  à  une  surlace  cylindrique. 

En  effet ,  si  l'on  coupe  la  surface  par  une  suite  de  plans  pa- 
rallèles entre  eux ,  et  a yant  pour  équations 

À*  +  By+Cs=D,  D',D*,DV... 

l'équation  (1)  devient ,  pour  chacune  des  valeurs D,  iy,  D", .  .  • 
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•     Mj*>+  Hy  4.  P«  fia  Q,  <%,  Q»,  QT . . . . 

Ainsi  les  lignas-  d'iuterte^fcîoji  se  trouvent  sur  use  antre  suite 
de  plans  parallèles  entre  eux ,  et  sont,  par  conséquent ,  des 
droites  parallèles  entre  elles. 

Nous  aurons  occasion*  par  la. suite, -de  revenir  sur  ce  carac- 
tère général  des  surfaces'  cylindriques. 

r 

>.i       ,  :J    .  •  '  '        ' 

463.  Trouver  l'équation  gémireUê  des  surfaces  coniques, 
c* est-a-dice  exprimer  par  l'analyse ,  qu'une  surface  est  engen- 
drée par  le  mouvement  d'une  droite  qui  passe  constamment 
par  un  point  donnét>  nommé  corran  de  la  surface,  et  assu- 
jettie à  glisser  le  long  d'une  courbe  aussi  donnée  de  position 
dans  l'espace;  cette  courbe  .s'appelle  directrice,  et  la  droite 
mobile  est  dite  la  4em£rjltricb. 

Soient  x\  y,  %'  les  coordonnées  du  centre  de  la  surface*  et 

r (*>.y> «)==<>,   Forij^sso....  (1) 

les  équations  de  la  directrice. 

Celles  de  la  génératrice  sont  (11*417)  delà  forme 

x  —  x'  =  a  (s  —  z) ,    y  — y  ==  h  (s  —  s'). . . .   (a) 

Observons  maintenant  que,  pour  toute  surface  conique, 

lorsque  le  point  x ,  y ,  z  change  de  position ,  sans  quitter  la 

même  génératrice,  les  quantités  a  et  b,  ou  leurs  égales 

x  -~ -  si      y  ^—  y' 

7 1     ~n ,     sont  constantes;  mais  elles  varient  toutes 

s  —  s         z  —  z 

deux ,  si  le  point  passe  d'une  génératrice  à  une  autre.  Donc 
ces  quantités ,  qui  sont  constantes  et  variables  ensemble,  dé- 
pendent, d'une  certaine  manière,  l'une  de  l'autre. 

Pour  obtenir  cette  relation,  il  suffit  (n°  461)  de  combina* 
entre  elles  les  équations  (t)  et  (a),  qui,  étant  au  nombre  de 
quatre ,,  donnent  lieu,  par  l'élimination  de  x,  y,  a,  à  une 
équation  de  condition  entre  a  et  b. 


smrA&z  cofctQfrEb;  58g 

Substituant  dans  cette  équation  ,«  tpqui^  VQeskdctnières  quan- 

CC  """  Jtf        V  ■■"■  V 

tités,  leurs  valeurs,  -^ — -7,  r-rr-r** w»  obtiéfct  -enfin  pour  Fé- 
quation  de  la  surface  conique , 

#  *         *  -  * 

464*  Prenons,  pour  exemple,  le  cône  oblique  à  base  circu- 
laire^, et  supposons  que,  ia  base  ^tyu* -si taiéd  dans  le  plan  des 
xy,  le  centre  de  cette  base  soit  à  l'origine ,  auquel  cas  on  a 
pour  les  équations  de  la  directrice, 

x.+y  =  r>,    ,    .=,0.'.,.     0)...,  v       . 

Combinons-les  avec  belles  de  la  génératrice,  «avoir  s 

*  —  *'=«(*—*').  .y—/=rH?—*)~-'  'M 

Or  l'hypothèse  s=o,  introduite*  dans  les»  équations  (a), 
donne  ■■•.••!. 

*  *  =  *'  —  ca%     jf»/  —  A*'; 

d'où,  substituant  dans  la  première  des  équations  (1)^ 

c'est  Féquation  de  condition  tjtri  doit  exister  entre  les  quan- 
tités a,  6,  en  même  temps  que  les  équation  $(3)  de  la  géné- 
ratrice. 

Substituant  pour  a ,  b ,  leurs  valeurs    *-«u.^   «Z*-^*^.     on 

r  a  —  sa  —  a 

obtient  -,.■•,.. 

[*'(s— s')—  *'(*-^)]MW— ^>~  *'(y^]*==ir»(sW)* 


>   ■   ■. 


pour  l'équation  demapc|ée. 

Dans  le  cas  du  cône  droit,  c'est-à-dire  lorsque  le  centre  du 
cône  est  situé  sur  l'axe  des  z ,  on  a  à  la  fois  #'  =  of  y  =  o,  et 
l'équation  précédente  se  réduit  à 

s' V  +  s'y  =  r»  (s  —  s')*. 
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Noos  pourrions,  en  combinant  cette  équation  avec  1m  for- 
mules du  n°  453,  obtenir  les  différera*  genres  d'intersection  de 
la  surface  conique  par  uq  plan;  mais  nous  ne  nous  arrêterons 
pas  à  cette  discussion,  <pûi«,déJA  ét»*apo«ée  d'après  une  autre 
méthode. 

« 

465*-  Béciproquemnh  toute  équation  à  trois  variables,  de 
laforme  >       ^     '     '*     * 


(  *',  y,  a!  désignant  les  coordonnées  d'un  point  fixe  dans  V 
pace)  ,  caractérise  une'  surface  conique. 

En  effet,  coupons  la  surface  par  une  suite  de  plans  qui  aient 
pour  équations , 


K»   " 
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comme  l'équation  (1)  devient  alors 

il  s'ensuit  que  les  lignes  d'intersection  de  la  surface  par  les 
plans  correspondans  à  la  première  série  d'équations ,  se  trou- 
veront également  situés  dans  les  plans  exprimés  par  la  se- 
conde série.  Donc  toutes  ces  intersections  sont  les  lignes  droites. 
D'ailleurs ,  un  système  quelconque  de  deux  équations  de  la 

première  et  de  la  seconde  série,     —7  =  Jb,     — — -îy=fe/, 

par  exemple ,  représente  une  droite  passant  par  le  point* .... 

<*',/,  o. 

Donc  enfin,  on  peut  regarder  la  surface  comme  composée 
d'une  infinité  de  lignes  droites  qui,  toutes,  passent  par  ce 
même  point*' 


\. 
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Des  Surfaces  canoêdes- 

•t     •  «i  nu  it 
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46&  On  désigne  sons  cette  défeorâlfttiOn,  A*fc!tf  *nr/ft*  m- 
gendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  *  assujettie  à  être  cons- 
tamment parallèle  à  un  flan^  ?f  à<.gfas.ser  le  long  d'une 
droite  fixe  de  position  dans  F  espace  *  et  d'une  courbe  aussi 
donnée  et  appelée  directrice. 

Pour  foire  concevoir  une  semblable  génération }  supposons 
queftwi  ait  mené  dans  Pespace  une  infinité* dedans  parallèles 
au  plan  donné;  chacun  d'eux  coupe  la  dpqite  fixe  en  un  point, 
et  la  courbe  en  un  ou  plusieurs  pointa.  En  joignant  ces  der- 
niers points  avec  celui  de  la  droite  fixe,  et  répétant  cette  même 
opération  pour  tous  les  plans  parallèles,  on  obtient  une  infi- 
nité de  droites  dont  l'ensemble  constitue  la  surface  conoïde. 
La  dénomination  de  ces  sortes  de  surfaces  vient  dé  l'analogie  ' 
qu'elles  ont  avec  les  surfaces  coniques.  Le  centre  ou  le  som- 
met du  cône  se  trouve  ici  remplacé  par  une  ligne  droite  qui 
sert,  en  quelque  sorte ,  de  premiers  directrice. 

Passons  à  la  recherche  de  leur  équation. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  prendrons  pour  axe  des  z  la 
droite  qui  doit  servir  de  première  directrice*  pour  plan  des 
xy>  celui  auquel  la  génératrice  ou  la  droite  mobile  doit  être 
constamment  parallèle.  Les  axes  des  *  et  des  y  seront  d'ail- 
leurs deux  droites  menées  à  volonté  dans  le  plan  dont  nous 
venons  de  parler,  et  par  le  point  de  rencontre  de  ce  plan  avec 
la  droite  prise  pour  axe  des  *.  On  voit,  d'après  cette,  cons- 
truction, que  la  surface  se  trouve,  en  général,  rapportée  à 
des  axes  obliques. 

Cela  posé,  soient 


F(*,^,s)  =  o,     F(*,jr,s)  =  o 


les  équations  de  la  courbe  prise  pour  seconde  directrice. 

Celles  de  la  droite  mobile,  considérée  dans  une  position 
quelconque,  seront  de  la  forme 


/ 
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y  =*%i*,+  <%  SS  d\  .Y?,  (a) 

puisque «ékUll^Plir^llW^^Wtii^  suivant  l'axe  des  *, 
doit  étraurialalflf,  tfrq^^  le  pïan  des  xy  passe 

nécessairement  pa#4«H^?  yb  «iu.j,,.*;.  '  - 

Or,  ili^str^fc^t^rUrffÏMftt^tfciMei^ilfe  &me  certaine  po- 
sition de  la  génératrice,  les  quanti  tés^  m.  et  n»  ou  leurs  égales 

-  et  t,  restent  les  mental;  mairffelles  varient  d'une  position  à  une 

autre.  Ces  quantités  étant  constantes  ensemble  et  variable*  en- 
semble, sontfiknctkmfàne^éTaèitrirÀiiisr, 

est  la  forme  générale  de  l'équation  des  surfaces  oonoïdes. 

Pour  détérribiÛé'r  fâ  'nature  de  "bette  fonction  dans  chaque  cas 
particulier, obsërvomijue les  équations  (i)  et  (2)  doivent  exis- 
ter en  même  temps,  pourries  points  ^communs* à  )a  génératrice 
et  à  la  première  Vfirçctricé.  Ppnç,  m  l'on  élimine  x,  y ,  & 
entre  ces  équations,  on  obtiendra  une  relation  çntre  79  et  n, 
telle  que,  si  Ton  y  remplace  ces,  quantités  par  leurs  valeurs 

£,  &,  on  ob^4r^ l|iiqiafitionjfkft9ajèx)ée.  ■.-• 

JC 
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467v§uBW«flti*RiÇ|/;  ijW"H*fe  v>4icfl*ieMu,<|tie  Fane  des 
directrices  étant*  tpuwijr»  J'a*ev4ertfr,ft»tt  ait  pour  seconde 
directrice ,  up$  ]j^e£jtfjfe  <Joj#  J»^***iwi*  soient 

Combinons !  ces  Iffl^ojfr,  fàfa^V-4*  la  génératrice, 
savoir: 

y  =  mXj     z  =  n....   (a) 

'  ï       -  *• *r  *      ■'  y 

D'abord,  la  valeur  &  =  n ,  portée  dans  les  équations  (1  ) ,  donné 
d'où ,  substituant  dans  la  première  des  équations  (2) , 


Telle  est  h  relation  4^ ^e^tFçrf(|Vl«! Ip* f «Mftitfb  »,  n,  et 

qu.  doit  exister  poor  i^^l****» ,•«■  .Wflitotartrh»,  en 
même  temps  que  les  équations  de  (^e^ta,,,,  „v ... 
ftemplaçant  enfin  ^*mJ*Wf*»ann>*i  ««>•*« 

ou  transposant, 

1 

pour  l'équation  <fr  &i  «u^m»  engendrée  par  une  droite  qui  se 
meut  parallèlement  à  nn  ptanyen  s' appuyant  foujlurs  sûr  deux 
outrée  droites» 

468.  On  peut  obtenir  uhe  équatuln^eauçoup  plus  aànple  de 
cette  même  surface,  en  choisissant  les  Vxe^  d'une  manière  con- 
venable. 

Soient  CCDD'O^.  ^esdeuxdi^rricesjm^ioons,^  rig.,{6. 
la  première,  nn  plan  parallèle  à  la  seconde,  et, prenons  ce  plau 
pour  celai  des  yz.  L'an  des  plans  auxquels  la  génératrice  doit 
être  parallèle,  rencontrant  les  directrices  en  À.  et  B ,  par 
eaemple,  rien  n'empêche  <n>  prendre  pour  «le  des  x  la  ligne 
AB ,  qui  («présente  une  des  positions  de  la  génératrice.  Ce 
même  plan  ooupe  le  pin  dont  Mu  «vm*  parlé  d'abord , 
sdwnt  une  certaine  droite  qu'on  peut  prendre  pour  axe  des 
y;  celai  des  •  sera  d'ailleW.  la  première  directrice,  comme 
précéaenfnient. 

Cela  posé ,  il  résulte  de  la  situation  des  deux  directrices 
par  rapport  aux  plana  coordonnés,  que  lés  équations  de  la 
droite  DIX  sont 

x  =  *>       y  —  bzy9...  (i) 

puisque  sa  projection  sur  le  plan  xy  doit  être  parallèle  à  Taxe 
Aesy  et  que  sa  projection  sur  le  plan  des  yz  passe  nécessairc- 
»     ment  par  l'origine. 
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On  a  en  outre ,  pour  les  équations  de  la  génératrice; 

yz=zmx,     z  =  s;mm   (a) 

et  il  ne  s'agit.que  de  combiner  les  équations  (i) ,  (a) ,  pour  en 
tirer  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  quantités  m,n. 
L'équation    y  =  mx    donne ,  k  cause  de  x = m , 

i      y  =c  m*, 

« 

valeur  qui ,  substituée  en   même   temps  que  *  =  n  ,  dans 
l'équation    y  =  bz  ,    conduit  à 

mu  =  bn. 

Substituant,  à  la  place  de  m,  n>  leurs  valeurs    m=~  , 

«■» 

n  sss  z ,  tirées  des  équations  (2) ,  on  obtient  enfin 

m.-tzzbz,     ou     bxz  — •  my  =  o « 

x  * 

pour  l'équation  de  la  surface. 
Soit  fait  )  dans  cette  équation ,    y  s=  o ,    il  en  résulte 

&xz  =  o;     d'où     x=:o,     ou     *  =  o. 

Le  premier  système  jf  s  o ,  x  se  o  représente  l'axe  des  9 , 
et  le  second ,  y  =  o ,  2  =  o,  l'axe  des  x  ;  ce  qui  prouve  que 
chacun  de  ces  axes  appartient  à  la  surface,  comme  nous  le 
savions  déjà. 

Mous  aurons  bientôt  occasion  de  revenir  sur  cette  espèce  de 
surface  conoïde. 

Des  Surfaces  de  révolution. 

46g.  On  nomme  ainsi  toute  surface  engendré*  par  la  révo- 
lution d'une  courbe j  dite  la  génératrice,  autour  d'une  droite 
appelée  axb  ,  de  manière  que  chacun  des  pointe  de  cette  courbe 
dicriye  une  circonférence  de  cercle  dont  le  plan  est  perpendicu- 
laire à  Vaxe  de  révolution,  et  qui  a  son  centre  sur  cet  axe. 
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Il  résultée  évidemment  de  cette  définition ,  qu'en  coupant 
la  surface  par  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  l'axe ,  on 
obtient  pour  section  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre 
*êt  dans  Vaxe;  c*est  ce  caractère  qui  Ta  nous  conduire  à 
l'équation  générale  des  surfaces  dé  révolution. 

Pour  y  parvenir,  observons  d'abord 'que,  quelle  que  soit  la 
position  de  l'une  des  circonférences  quraomposent  la  surface* 
on  peut  toujours  (  n°  4$9  )  regarder  cette  circonférence  comme 
résultant  de  l'intersection  d'une  spKère  ayant  son  centre  dans 
l'axe ,  et  d'un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Cela  posé ,  soient 

x  —  m  se  a  (z  — -•  y)  ^ 
y  —  *  =  b  {z  —  y)  , 

les  équations  de  l'axe  de  révolution;  m,  C,  y  désignant  les 
coordonnées  d'un  point  pris  à  volonté  *tir  cette  droite. 

On  a  (n°  4^5)  pour  l'équation  d'un  plan  qui  lui  est  per- 
pendiculaire, 

ax  4*  by  +  z  ==  *>••••   (0 

et  pour  l'équation  d'une  sphère  ayant  son  centre  au  point 
(•,  C,  y), 

(x  -  *)*  +  (y  —  Cy  +  (z  —  y)-  =  f....  (*) 

Le  système  de  ces  deux  dernières  équations  représentant 
l'une  quelconque  des  circonférences  de  cercle  placées  sur  la 
surface ,  on  doit  regarder  k  et  r*  comme  des  quantités  cons^ 
tan  Us  ensemble  pour  tous  les  points  d'une  même  circonfé- 
rence, et  comme  variables  ensemble,  lorsque  le  point  de  la 
surface  de  révolution  passe  d'une  circonférence  à  une  autre. 

Ainsi  ces  deux  quantités,  ou  leurs  égales ax •+-  by  -+-  », 

{x  —  *f  +  [y — £)*  +  (*  —  v)%  *<mt  nécessairement  fonction 
l'une  de  l'autre. 

Donc  enfin 

ax+by  +  z  =  Fl{x^*y  +  (y  —  ff)*+ («._  y)*], 
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oa  bien,    (^i^^^^^yy-FCair+Jy+x), 

est  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution. 

La  nature  de  la  fonction  F,  c'est-à-dire  la  manière  dont  les 
quantités  ox  +  fty+s,  (x  —  -»)ft  +  (y*-Cy4  (fc~y)%«iai- 
Tent  être  Jiée^^ne^^Je^.  se  dé^injoera  facilement  dès  que 
l'on  connaîtra  la  nature  de  la  génératrice. 

Enefref,'^e^flt^^^  ' 

les  &raatk^«0*tff^ 

Gomme  la  circonférence  représentée  par  les  équations  (i) 
et  (a)  est  engendrée  par  l'un  c!es<|iotoqt  de  la  génératrice  (3), 
il  faut  exprimer  que  ta" génératrice,  considérée  haussa  première 
position,  et  la*  circonû^penee^  ont  un  point  commun ,  et ,  par 
conséquent,  que  les  équations  COi.ÇOr*  (?)  ont  lieu  en  même 
temps* 

On  a  donc  ainsi  quatre  équations,  «Btft  lesquelles  on  peut 
éliminer  X,  y*r*p  ©G  qui  donnera  une  équation  de  condition 
entre  h  et  r%  dans  laquelle  il  ne  s'agira  plus  que  de  substi- 
tuer à  la  place  dd"ce#  dette  quantités  leurs  valeurs,  pour 
avoir  l'équation  de  la  surface  de  révolution  individuelle  que 
l'on  considère. 

470.  On  peut  supposer /pouT  plus  de 'simplicité ,  que  Paxe 
de  révolution  .fce<co*fende  av.ee  l'un  ies  ajfe^  coordonnés,  celui 
des  *,  par  exemple. 

Dans  ce  cas,  Fime  quelconque  fies  circonférences  placées  sur» 
la  surface,  se  trouvant  dans  un  plan  parallèle  au'  plan  des  xy,  et 
ayant  son  centre «ur  Taie  des  »,  peut  être  représentée  par  le 
système  des  deax  équsJUoris 

'sV=V,r    x'+y*±r*, 

dont  la  première  exprime  un  plan  borizontal ,  et  la  seconde 
la  surface  d'un  cylindre  droit  dont  l'axe  se  confond  avec  l'axe 
des  £. 
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Ainsi,  quelle  que  «oit  Uf^^tjnœ^^Murf^^oii  a  pour 
l'équation  de  cette  surface/ 

«  «  F  (x- + V) ,    pu    *»  *  *7=  Ft s)  ; 

•ôtfOBfafattdaipémev)^^»---^)  ,*-f  yé  +  :.u 

pour  les  équations  des  surfaces  de  révolution  ^i  auraient  pour 
axe,  celui  des  x  ou  celui  des  y. 

ty\\.  Proposons-nous,  p>ii£  preniier  eïeirfplë,  clé  trouver  la 
surface  de  révolution  engenckée^pfr  Je.  jA^eft^tà^ne  droite 
quelconque  autour  de  En*4*f!i  ^1%,^,,  ,.; 

Soient    <  ^,     «  *J?    les  équations  de  cette  droite  ; 

les  équations  de  la  circonférence  décrite  fàt  chaèuitdes  points 
de  la  droite ,  seront  de  î*  forînè  fe      '  :I  '**  ' A  -  ' 

'  *»A,  .<  #^.y>  ^,r\.  ;,-:'. 

Les  deux  premières ,  combinées  avec  la  tnMsRfmé^,  donnent 


d'où ,  substituant  dans  la  quatrième  , 

ou,  mettant  à  la  place  je  *  et  de  H <}****  valeurs  générales 
s  et  a^+j'*, 

Rien  n'empêche ,  dans  cet  eraapto ,  îcl*  prendre  pour  axe 
des  x  la  plus  courte  distance  entre  là  droite  itanée  et  l'axe 
de  révolution;  auquel  cas  la  droite  est  parallèle  au  plan  desyz; 
et  l'on  a  pour  les  équations  de  la  génératrice , 

c'est-à-dire  qu'il  suffit  de  supposer  M  — o,  N'  =  o  dans 
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l'équation  précédente,  et  ?on  trouve 

M'V  +  N»  =  *•  +y , 

pour  l'équation  de  la  surface. 

Soit,  pour  second;  exemple,  une  hyperbole  située  «feus  le 
plan  des  xz,  et  rapportée  à  #on  ay«  transiter**  comme  axe  des 
2 ,  et  à  son  axe  no/j  transperse  comme  axe  des  $. 
,  Les  équations  de  cette  hyperbole  sont  (n°  240) 

celles  de  la  génératrice  étant  d'ailleurs 

z  =  k,     x*+^*=r*, 

on  obtient,  par  l'élimination  de  x9  y,  z  entre  ces  quatre 
équations , 

BV—  A^saA'B*  j 

ou ,  mettant  pour  h  et  r*  leurs  valeurs , 

B«  (*■  +  y)  —  A V  =  AftBft , 

équation  identique,  pour  la  forme,  avec  celle  de  l'exemple 

précédent ,  M' V  +  N*  =  xa  +  y , 

ou  x*  +  y  —  M' V  =  N». 

Donc  la  surface  de  révolution,  engendrée  par  le  mouvement 
d'une  ligne  droite  autour  d'une  autre ,  n'est  autre  chose  que  la 
surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une  hyperbole  tour- 
nant autour  de  son  axe  non  transverse  ;  cette  dernière  surface 
est  ce  qu'on  appelle  Vkyperboloïde  de  révolution  à  une  seule 
nappe.  Nous  reviendrons  par  la  suite  sur  cette  espèce  de 
surfaces. 

En  faisant  tourner  autour  du  premier  axe  principal ,  soit 
une  ellipse,  soit  une  hyperbole,  soit  une  parabole,  placée 
d'abord  dans  le  plan  des  xz,  on  parviendrait  avec  la  même 
facilité  aux  équations  des  surfaces  de  révolution  correspon- 
dantes. 
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472.  La  surface  engendrée  par  une   parabole,  ou  le  pa- 
raboloïde de  révolution*  mérite  une  attention  particulière. 

Soient  ,y  =  o,    x*=2pz> 

les  équations  d'une  parabole  située  dans  le  plan  des  aXj  et  ayant 
pour  axe  principal  l'axe  des  % ,  pour  sommet  l'origine  même  des 
coordonnées. 

En  combinant  ces  équations  avec  celles-ci  : 

on  trouve  l'équation  de  condition 

r*  =  apfc; 
et,  par  conséquent,  pour  équation  de  la  surface , 

x*  +  y*  =  *¥»• 

Si  l'on  combine  cette  équation  avec  celle  du  plan ,  qui  est 
généralement  de  la  forme 

z  =  Àx  +  Bjf  +  C, 

il  en  résulte 

x*+y*=32p(kAx  +  By  +  C)  ; 

équation  qui  représente  la  projection  sur  le  plan  des  ay,  de 
l'intersection  du  paraboloïde  avec  un  plan  de  direction  quel- 
conque dans  l'espace.  Or,  cette  équation  est  évidemment  celle 
d'un  cercle  ;  donc  si  Von  coupe  un  paraboloïde  de  révolution 
autour  de  Vase  des  z,  par  Un  plan  quelconque*  la  courbe  d'in- 
tersection se  projette  constamment  suivant  un  cercle  sur  le 
plan  des  xy. 
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S  III.  Discussion  des  Siiffacés  du  second 


degré* 

4)3.  Les  bornes  quer  nous  sommes  obligé  de  mettre  à  cet 
ouvrage,  né  ïiouS  permettant  pas  qe  Joniier  ici  une  théorie 
complète  des  surfaces  du  second  degré,  nous  nous  attache- 
rons surtofitJL %|qe  rego£|fcle».  ^tcjanstanees  Relatives  à  leur 
classification ,  ainsi  que  les  propriétés  qui  résultent  immédia- 
tement des  équations  les  plus  simples  auxquelles  il  est  ton* 
jours  possible  de  rameneiyune  équation  .quelconque  du  se- 
cond degré^^  tttMS^^riaJ^^.^ow^suHrroàs  'd'ailleurs,  pour 
la  discussion  de  cette  équation,  une  marche  analogue  à  celle 
que  nous  avohaelnployee,  dans  le  Quatrième  chapitre  ,  pour 
l'équation  k  devxtvtfriàblès. 

L'équation  la  jtftks  générale  des  surfaces  du  second  degré 
étant  ■•»    '*-1  -  '"    •    "  '"" 

+  C*    +Cy"+Cx  +  D  J  — •••••lO 

on  pent  d'abord  (n°  25o),  par  une  première  transformation 
de  coordonnées,  &fte  étàdouit*  lés  trois  rectangles  yz,  xz,  xy, 
c'est-à-dire  ramener  l'équation  à  la  forme 

M^  +  My +M  V  +  H*  +  %  +  H'x  +  D  =  o (a) 

(  Vvye%j  pour  cet  objet,  le  deuxième  volume  de  la  Corns— 
pondanc*  de  l'École  flqtyltàliniqutj  3*  numéro,  ouvrage  dans 
lequel  j'ai  consigné  la  démonstration  complète  de  cette  pro- 
position, ainsi  qu'une  note  assez  étendue  sur  les  surfaces  de 

révolution  du  secoqj^Çgr^  ) 

Il  résulte  de  cette  proposition,  que  les  surfaces  représentées 
par  l'équation  (2)  sont  identiques  avec  celles  que  comprend 
l'équation  (1). 

Voyons  actuellement  si ,  au  moyen  d'une  translation  d'ori- 


gine,  nous  ne  pourrions  pas  (n°  25 1  )  faire  disparaître  les 
termes  linéaires  en  xX>tf+fi.  -.  ,\x   hojiww\<A      '" 
Or,  en  substituant  les  formules 


xs=sx  +  a,     y=sy  +  b,     z=z  +  c 

dans  cette  équation,  et  eu  égalant  a  (y  l^coeOjçie^a  de  x,y, 
on  obtient  les  équations  de  condition ,  >  ,  {,  r. 

d'où  Ton  déduit       .      ...,;,..,..,  0  ;.T  ^  *no'i> -v> 

W  ■  ••  ...  ■  .  M^r-  -m.  -.i   •  !>  ji 


*> 


Tant  que  la  4ûpar$pn;  <fea  trot»  hfotangles  ne  donne 
lieu  à  la  disparition  d'aucun  des  frbisaWcéB,  les  quantités 
M  y  M',  M'  sont  différentes  de  ç,  e,t  lu  #quvelie  transforma- 
tion est  possible;  en  d'autres  termes,  l'équation  peut  être 
ramenée  à  la  forme 

jtf^+5îyHrirx«^tf=o,r.^  (3) 

P  ayant  pour  valeur 

Mi*  +  M'b*  +  W<*  +  Tgc+m+1Ri'a  +  D. 

474*  Si  Ton  suppose  que  l'un  des  carrés,  s'évanouisse  en 
même  temps  que  les  rectangles,  que  l'on  *itf  par  exemple, 
M"=o,  la  transformation  précédente  ne  peut  être  exécutée, 
puisqu'alors  a  devient  infini* 

Dans  ce  cas,  l'équation  étant  de  la  forine 

Ms»  +  M'y*  +  H*'+  Ky  +  N'*  +,  P  =  o, 

on  peut  tâcher  de  faire  disparaître  les4  ternies  en  a  et  eu  j', 
ainsi  que  la  quantité  toute  connue. 

On  obtient  en  effet,  par  la  substitution  des  formules 
x  =  x-^-a,     y=y-j-b,     £  =  &*|-c, 
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et  en  égalant  à  o  le  coefficient  de  z,  celai  de  y  et  la  quantité 

indépendante  de  x,y  9  z, 

2Mc+N  =  o,     aM'*  +  N'  =  o, 
Me*  +  M'4,+.«c-fTN/6-4-N"a  +  D  :*=o  ; 

ce  qui  donne 

c~~iM'  *— — 3F '  aaa  S*  ' 

Talears  rèêlUs  et  finies  tant  que  N"  n'est  pas  nul;  et  l'équation 
se  réduit  à  celle-ci , 

flh»  +  My4-H*asBO....   (4) 

475.  Lorsque  l'on  a  en  même  temps  M"=o,  N"=o,  la 
dernière  transformation  est  impossible ,  puisque  a  est  encore 
infini;  mais,  dans  ce  cas  particulier,  l'équation  (2)  devenant 

M**  +M>*4-Hft  +  N'y  +  D  3=0 , 

ne  renferme  plus  que  deux  variables,  et  représente  évidem- 
ment (n°  445)  ""*  surface  cylindrique  dont  les  arêtes  sont 
perpendiculaires  au  plan  des  yz,  et  qui  a  pour  base,  soit  une 
ellipse,  soit  une  hyperbole,  suivant  que,  dans  l'équation  ci- 
dessus,  les  coefficiens  M,  M'  sont  de  même  ou  de  signes  con- 
traires. 

476.  Supposons  encore  que  deux  des  carrés  y*  et  x*  aient 
disparu  en  même  temps  que  les  trois  rectangles,  c'est-à-dire 
que ,  par  la  première  transformation  des  coordonnées ,  l'équa- 
tion se  soit  réduite  à  la  forme 

Ma*  +  N*  +  Bty  +  Nff*  +  D  =  o; 

on  pourrait,  dans  ce  cas,  chercher  à  opérer  l'évanouissement 
de  quelques  termes;  mais  cela  est  inutile  pour  la  détermi- 
nation de  la  surface  représentée  par  cette  équation. 
En  effet ,  posons  successivement  ! 

Z  ^— ^  ri  ,       Xê  •■■—  K  }       2$  —■—  ri  ,  •  •  •  • 
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ce  qui  revient  à  couper  la  surface  par  une  suite  de  plans  paral- 
lèles an  plan  des  xy  ;  l'équation  devient,  pour  ces  différentes 
hypothèses , 

d'où  il  suit  que  les  intersections  de  la  surface  par  des  plans  ho- 
rizontaux sont  des  droites  parallèles  entre  elles.  Ainsi  (n°  4&0 
la  surface  est  encore  de  la  nature  des  surfaces  cylindriques; 
et  si  l'on  veut  connaître  une  directrice  de  cette  surface,  il 
suffit  de  poser  ysso,  par  exemple,  dans  son  équation. 
K  vient ,  par  cette  hypothèse , 

équation  qui  exprime  une  parabole  située  dans  le  plan  des  xz. 

Donc ,  enfin ,  la  surface  n'est  autre  chute  qu'an*  surface  cy- 
lindrique à  base  parabolique. 

477.  En  réfléchissant  sur  1»  discussion  précédente,  on  doit 
conclure  que  toutes  les  surfaces  du  second  degré  se  trouvent 
implicitement  renfermées  dans  les  deux  classes  d'équations 

à  l'exception  de  celles  qui  correspondent  aux  équations 

Mz*  +  M'y*  +  N*  +  N>  +  D  =  o , 
Mz'  +  Ns    +N'j-+N'j?+D=o, 

et  que  nous  avons  reconnu  appartenir  a  des  surfaces  cylindri- 
ques à  hase  elliptique ,  hyperbolique  ou  parabolique. 

478.  If.  B.  Il  est  bien  entendu  que  nous  comprenons  dans 
ces  trois  variétés  générales ,  celles  qui  (n°  356)  correspondent 
aux  variétés  de  l'ellipse ,  de  l'hyperbole  et  de  la  parabole.  Ainsi  + 
lorsque  l'ellipse  se  réduit  à  un  cercle  ou  à  un  point ,  la  sur- 
face cylindrique  devient  un  cylindre  k  base  circulaire,  ou  une 
seule  droite.  Si  l'hyperbole  dégénère  en  un  système  de  deux 
droites  qui  se  coupent,  la  surface  cylindrique  se  réduit  à  nn  sys- 
tème de  deux  plane  qui  se  coupent.  Enfin ,  quand  la  parabole  se 
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réduit  à  demr^tètaft  p*r*ttele*  An  a  vue  seule  droite,  la  sur- 
face cyhuàriqae<tle*i*hVÙn  tytâtrte  d*  deux  plans  parallèle* 
QnumplanuuiaBÏv   >  '<  »l  *Ou.iJ  -' ?;    »•  ' 

470.  Avanade6  jîasser'a  laîmicuMion  de  chacune  des  équa- 
tions ■»'M.^'^Ï^    ^'*     '" 

nous  ferons  quelques  observations  générales  sur  la  nature  des 
surfaces  qu'eile^r^  oa  de 

plans  coordonnés    auxquels  ,  les  aurfaogs .  sont ,  .actuellement 

rapportées.  .    ■',  â.  "    J  .■  -      . 

Fa£KiiR£M£2iTf  l'équation  (1)  ne  ^enfarmatoi  plus  Jes  termes 
du  premier  degré  en  x , y ,  a,  reste  la,  même  lorsqu'on  y  change 

+  *i  +,y*'  +  *  en  ~*>  T~ y*  T*s-  <*  9**  Prou'e  <!•* 
toute  droite  menée  par.  la  nouvelle  origine  et  terminée  de  part 

et  d'autre  par  la  surface ,  est  divisée  en  deux  parties  égales  en 
ee  point.  Donc  (n°  3.^5)  toutes  lee  surfaces  comprises  émis 
l'équation  (1  )  ont  un  centre*  qui  n'est  autre  chose  tjue  l'origine 
actuelle  des  coordonnées* 

Remarquons  d'ailleurs  que  l'équation,  pourrait  îeufamei  les 
rectangles  des  variables  ainsi  que  les  carrés»  sans  que  la  surface 
cessât  d'avoir  un  centre ,  et  d'être  rapportée  à  ce  centre  comme 
origine ,  puisque  la,  condition  caractéristique  du  centre  serait 
I  encore  remplie.  On  pourrait  même  supposer  la  surface  rappor- 

tée a  des  axes  obliques  menés  par  cette  origine. 

Ainsi  »  dans  le  cas  d'axes  quelconques ,  une  équation  telle  que 

dont  plusieurs  coefficiens  peuvent  Aire  nuls,  représente  une 
surface  qui  a  un  centre;  et  ce  centre  est  l'origine. 

SBoocrnnoHiTy  on  appelle  plan  diamétral  d'une  surface,  nn 
plan  qui  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  de  la 
surface  parallèles  entre  elles  et  menées  sous  une  direction 
quelconque.  Or,  d'après  la  ferme  de  l'équation  (1)  qui ,  étant 
résolue  suoceasiveraetït  par  rapport  à  chacune  des  variables, 


donne  deux  valeur»  égalée;  &  dtf  *!gftaf  *itttfcimYoai*a*t0 
variable,  il  est  évident  que  chacun  (C^sjftafatelplmtt  doordonnés 
divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cocdea,  menées  parai*' 
lèlemeut  à  l'intersection  commune  .des  deux  autres,  J)onc  ces 
trois  plans  sont  des  plans  diamétraux;  de  plus,  on  peut  lot 
regarder  comme  formant  un  système  de  plané  diamétraux 

conjugués  pe*p*o4iwkliW  la  dé- 

finition donnée  (nd  a58)  d'un  système  de  deux,  diamètre»  çon- 

«^  ..     /    .      '\     p,»,',.,i:V"î>J.'»8.«jp 

TamntofftNim».  Considérons  t équation  (ij.  Puis/jue  le  troi- 
sième  ternie  change  de  signe,  lorsqu'on  remplace  +  a?>  +J"> 
+  *,  par  —  x,  —y,  —  *>  il  s'ensuit  qu/ç  l'origine  actuelle 
des  coordonnées  n'est  pas  un  centre.  On  a  vu  d'ailleurs  (n°  474) 
que,  dès  qu'un  de*  carrés  manque  en  même  temps  que  les  rec- 
tangles ,  il  est  impossible  de  faire  disparaître  à  la  fois  les  trois 
termes  du  premier  degré  ;  donc  lès  surfaces  représentées  par. 
l'équation  (a)  sont  des  surfaces  dépourvues  de  centre» 
.  Observons  encore  que ,  des"  trois  plans  &ordônnés,.deux  seu- 
lasnent ,  les  plant  des  aryet'des  xz,  peuvent  être  regardés  comme 
des  pians  diamétraux  *  puisque  le  premier  divise  en  deux  par- 
ties égales  tontes  le»  cWfea  parallèles  af  Taxe  des  z,  et  le  se- 
cond, tontes  les  cordas  parallèles  à  ?axe  dés  y.  '  '' 

Concluons  de  œ  qui  «vient  Whte  dit,  qu'élis  surfaces  du  se- 
cond degré  ae  partagent  en  deux  classes  distinctes,  savoir  :  les 
surfaces  qui  ont  xm  casrttfc  efrfe*  surfaces  dépourvues  de  centre. 

Discussion  de  l'équation  'aïï+aïy+Jfig^fij&o...  (i) 

48o.  Afin  de  déterminer  les  différens  genres  de  surfaces  repré- 
sentées par  l'équation  (i),  nôui  ferons  successivement  (n°  453) 

xxzconétj   yzéconst*  *  ié±const/' 


>  .  »■ 


ce  qui  reviendra  à  couper  1a  surface  1  par  des- plans  respective- 
ment parallèles  à  chacun  des  trois»  {dan*j*botdo«Mé*;  mais  on 
sait  (n*  a56)  que  la  nature  de  ces  interaattîena  dépend  surtout 
des  signes  dont  les  coefficiens  M,  M',  M'  sont  affectés;  ainsi 
nous  sommes  conduits  à  faire  les  hypothèses  suivantes  : 


1 
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i°.  M  *  M',,  M"  positifs  à  la  fois» 

Dans  cette  hypothèse  générale,  le  dernier  terme  P  peut  être 
lui-même  négatif ,  égal  U,  ou  positif. 

Soit  d'abord  F  négatif,  et  mettons  le  signe  en  évidence  j  Pé- 
quation  devient 

M^  +  My  +  MVs£=P...  (a) 

Cela  posé,  faisons  successivement  dans  cette  équation, 

^  =  C,   |  il  en  résulte  j  Mza  +  M'a?»  =  P  —  M'€», 

d'où  l'on  voit  que  les  intersections  de  la  surface  par  des  plans 
parallèles  aux  trois  plans  coordonnés;  sont  des  ellipses  qui  de- 
viennent imaginaires,  lorsqu'on  suppose 

■•^*        Ak"P  >^P 

">■?'     *>M"     >>M> 

c'est-à-dire,  «,  C,  y  positifs  ou  négatifs,  mais  numériquement 
plus  grands  que     y/jp,      y/^,      y/g. 

Ces  mêmes  ellipses  se  réduisent  à  un  point,  pour  les  hypothèses 

m=B-\/wf  '^^vw  >mt:k\/&' 

puisqu'alors  les  équations  des  intersections  se  réduisent  à 
Ma*  +  My  =  o,  Ma»  +  M*x*ss  o,  M'y  +  M'x* = o. 

La  surface  que  nous  considérons  est  donc  limitée  dans  iom 
les  sens;  de  plus,  elle  est  inscrite  au  parallélépipède  qui  a  fkOm* 
faces  les  pians 

x=±\/ïï"  y^y/w'  *~-v/sr 


La  nature  des  intersections  de  cette  surface  avec  les  plans 
parallèles  aux  trois  plans  coordonnés ,  loi  a  fait  donner  le  nom 
d'xmpsoÏDK.  ,  . 

Pour  déterminer  les  trois  sections  principales  *  en  d'autres 
termes,  les  traces  de  la  surface  sur  les  plans  coordonnés,  il 
suffit  de  poser  successivement  (fig.  247)  Fig.347; 

x  =  o,  j  (  m**  +  wy  =  P, 

y  =  o,    [ce  qui 


IM**  4-  Wy*  =  F, 
Mz*  4-  M'V  =  P , 
MV4  M"x*  =  P. 


z   =  o  ;  J  l  M'y*  + 

Quant  aux  points  d'intersection  avec  les  trois"  axes,  on  ob- 
tient pour 

y  =5  o,     %  =  o,     MV  =  Pi     doù     x  sa  dt  t/fpi 

*  =  o,     z  =  o,     M'/   =  P;  '  <Fou     ,  =  =h    ^J , 

^  =  0,^=0,         M*a  SB  P;      d'Où     z   =  ±.    ./|J. 

Les  ligne.  AA'-ay/*.,  W».  y/J,-  <*'=Vs> 

sont  ce  qu'on  appelle  les  axes  principaux  de  la  surface;  et 
leur  introduction  dans  l'équation  lui  donné  une  forme  symé- 
trique et  analogue  à  celle  de  l'équation  de  l'ellipse  rapportée 
à  son  centre  et  à  ses  axes. 
Posons  en  effet 

■V^Va"  aB=Vsf"  ^-V»* 

il  en  résulte    M'=£,    M'=^,    M  =  ^; 

d'où,  substituant  dans  l'équation  (2),  et  chassant  les  dénomi- 
nateurs, 

A»BV+  A'Cy  +  B^x'sr  AWV  . .  (3) 
48i.  Cas  particuliers.  Supposons  deux  quelconques  des  trois 
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coefficient  M,  M',  M*  égaux  entre  en*  *,  Ji  n=  M\  par 

ce  qui  donne C es B; 

Féqaation  devient    A*B»s*  +  A'By  +  B***  =  AW, 

ou,  divisant  par  "$,     ÀV  £ '«.y  +  BV  =  À'B*. 

Cette  équattan  >  flu'w  pen^  mettre  sons  la  frime 

«*  +y  =*  p  (^  —  *)*    ou    y  +  «•  =•  F  (*), 

caractérise  (n°  470)  une  surface  de  révolution  autour  de  Taxe 
des  x\  car  en  faisant    x  ss çonah  on  obtient   jp  -+•  s*  =  consl; 
ce  qui  prouve  que  toute  section  faite  perpendiculairement  à 
Faxe  des  x9  est  «ne  circonférence  de  cercle. 
Les  deux  hypothèses  successives   jrsso,  *seo,     donnent 

AV  +  B*jc*  s=s  A*B%     A* y*  +  BV  =  AfB*. 

Ce  sont  les  équations  de  la  génératrice  considérée  dans  deux 
de  ses  positions ,  savoir  :  dans  la  plan  desxs  et  dans  le  plan 
des  xy. 

Sx  Ton  avait  M  =  M*t  oa  M'  =  M",  on  reconnaîtrait  de 
même  que  la  surface  serait  de  révolution  autour  de  Faxe  des  jr9 
ou  bien ,  autour  de  Paxe  des  a. 

48a.  Supposons  maintenant  M =M'  =  M*,  d'où  C=B  =A; 
l'équation  (3)  se  réduit  a  «•  +  y%  +  **  —  A-%  et  représente  une 
surface  sphirique  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées. 

483.  Les  coefficiens  M,  M*,  H"  étant  toujours  positifs  et 
quelconques,  égaux  00  inégaux ,  on  peut  avoir  P  =  o,  on 
Y  positif. 

Dans  le  premier  cas,  Féquation  devient 

Ma*  +  vay  +  MV  =  o, 

et  n'admet  qu'un  système  unique  de  valeurs  réelles,  savoir , 

*  =  o>     y  =  o,     s  =  o; 
donc  la  surface  se  réduit  à  un  point 
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Djm»  iemotd  ,-f  équMi<**''>  oiîwj  *u*gà  uW  «\M  <M  «. 

:<       .3  oui:  -~ 

M**  +  MV  -f  MV  +  P  =  o,      r     t 

n'admet  aucan  sjstàmç  de  vajeurs  replies.  Ainsi  la  surface  est 
imaginaire.  •    ■  "T    C  « 

Concluons  '4e  «^i^^^^^^^W^  fi\lW\  W  po- 
sitifs à  la  fois,  correspond  un  seul  genre  de /surfaces,  PEl- 
umoÏpb ,  comprenant  coto  rofc  vartétfi,  YZlupiotde  dêrêi&lutiÔH, 
la  sphère,  un  /»//»/  et  une  surface  imaginaire. 

•  a*.  M ,  W  JH&tlfk  et  W-Oègaty:  '  ^ 

484.  Supposons  d'ab«^'My^/P^i«0i*t>«rW^i/: 
L'équation  <*>du  *°  4^d«^t^ap»^<f^bni  *Wk  les  si- 
gsesen  évidence,  .      ,         .         _  t . 

Ms»  +  MV  —  MV  =ç  -*-  P  „.  f*) -,  • 

Or,  sî  Von  fait  suot^sh^enV  *  tk  «J'y -A**1,0  ï  =**  y>  il 
vient  pour 

x  =  *  ...   ^%±^^^^%(ùT^nhir^^  (3) 
^  =  C  . . .  Ma*  —  MV  =  *^m5Hfl+l  P). .«  (4) 

a  =  y  . ,  .  My.rr  Mfc_=*  -r  flirt/ fit*  P).  * .   (5) 

Les  équations  (4)  et'(5)  prouvent  que  toute  section  faite  dans 
la  surface,  parallèlement  au  plan  des  xz9  ou  au  plan  des  xy, 
est  une  hyperbole  dont'  l'aie  ffaasVers^  esta* îri gé1  luttant  une 
parallèle  al'axe  dos  *;    »-.  '        f"  «"  -'-« 

Quant  à  l'équation  (3),  elle  représente  évidemment  une 
ellipse  réelle,  tant  que  l*ôn'dôiinVJSjii' urfeSaîeur  positive  ou 

négative ,  numériaaement  plus  grândV  que  1/ Tjpî  œ  qui  veut 

;         *  ...iry^:.  '  jp 

dire  que ,  si  aux  deux  distances  OA  =  1  /  7^ ,  O 4f  =  —  •  /  — 

Xfig*  248)>  on  imagine  deux  plans  parallèles  au  plan  des  y*9  la  Fig,*43. 
surface  n'a  aucun  point   compris  entre  ces*  plans;  mais  elle 
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s'étend  indé6i>jment  à  droite  et  à  {fauche  de  ces  deux  plans, 
dans  le  sens  des  x  positifs  et  dans  le  sens  des  x  négatifs;  d'ot 
l'on  peut  conclure  que  cette  purface  se  compose  de  deux  parties 
distinctes*.  é^Ies  Cjl,  oppqsé^.  On  l'appelle  pour  cette  raison, 
et  à  cause  de  la  nature  devses  intersections  par  des  plans  pa- 
rallèles/à deux' des  plans1  coordonnés!  Hypxeboloïm  à  deux 
nappes.  "*' 

Les  trois  sections  principales  s'obtiennent  en  faisant  socoat- 
sivement  dans  l'équation  (a),  x  =  o ,  y = o ,  z  =  o  \  ce  qui  donne 

M«*  +  M'y  =*  —  P, 
M**  —  MV  =  —  P, 

M'y  —  MV  =  —  P. 

* 

La  première  section  est  imaginaire;  mais  les  deux  antres 
sont  des  hyperboles  MAM'  et  rnLrn',  NÀN'  et  nkri>  rapportées 
à  l'axe  des  x  comme  axe  transverse. 

Soit  posé 

aAsssav/îî"  aB ,==  2  \/w*  aC  =  a  v/s'' 

il  en  résulte    M"  =  J,     M'  =  |„     M  =  ^; 

d'où,  substituant  dans  l'équation  (a)  et  réduisant, 

A'BV  +  A*C*y  —  B»CV  =  —  À'BH?.    ' 

Des  trois  lignes  aA,  aB,  aC  appelées  les  axes  principaux  de 
la  surface,  la  première  seulement  a  ses  deux  extrémités  A,  À' 
(fig.  248)  placées  sut*  la  surface.  Quant  aux  deux  autres,  on 
convient  de  les  représenter  sur  la  figure  par  deux  distances 
BB'9  CC',  comptées  sur  les  axes  des  y  et  des  z\  mais  les  ^ 
points  B,  B',  C,  C,  n'appartiennent  pas  à  la  surface,  comme 
dans  l'ellipsoïde.  En  un  mot,  l'hyper  boloïde  à  deux  nappes  a 
un  seul  axe  tréÊi&verse  et  deux  autres  non  transperses. 

485.  Soit  actuellement  M ,  M'  positifs  et  M%  P  négatif** 
l'équation  (1)  devient 
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M*»  +  M'y»  —  IttV  =  +  P* 
i 

et  Ton  en  déduit  successivement  pour 

*  =  «...  M**  +  foV "^  rtv>  p,  ' 

,  =  C  ...  M*  -^^-j^+P, 
2  .=  y  ...   My-HVss  —  My»  +  P* 

La  première  équation  représente  une  ellipse  toujours  réelle, 
«  quel  que  soit  «c;  et  les  deux  autres,  des  hyperboles  rapportées 
à  l'axe  des  x ,  comme  axe  transirent  >  ou  non  transvtrse,  sui- 
vant que  l'on  a 

On  roit  donc  que,  dans  le  cas  actuel,  il  n'existe  aucune  di»* 
continuité  dans  la  surface  qui,  pour  cette  raison,  porte  le  nom 
d'HYPKRBOLOÏDE  à  une  seule  nappe. 

Les  hypothèses  successives  x  ===  o ,  y  =  o ,  s  x=  o  £fig.  «49)  *  Fig.  a  fa. 
donnent 

L'ellipse  représentée  par  la  première  équation,  est  la  plus 
petite  de  toutes  celles  qu'on  obtient  en  coupant  la  surface  par 
des  plans  parallèles  au  plan  des  y  m.  *  i 

Les  deux  autres  équations  expriment  des  hy perbolet situées, 
l'une  dans  le  plan  des  x% ,  l'autre  cîails  le  plan  des  xy9  et  ayant 
pour  axe  non  trans  verse  *  l'axe  des  x.  Ceci  su  Ait  pour  donner 
une  idée  assez  exacte  de  la  surface  dont  deux  axes  principaux 
sont  transverses  *  et  le  troisième  est  non  transverse. 

En  posant* 

p.  p  p 

on  trouve     M"  =  —,     M'  =  j^,     M  =  ^; 
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d'où ,  substituant  dans  Péquatian  , 

A*B  V  +  A*Cy  —  B'CV  =  +  A'B'C*. 

»  .  « 

486.  Ca$  particuliers  des  deux  byperboloïdes. 
Premièrement,  seit    M d=  MTr  d'où  CsB;    les  équations 

des  deux  surfaces  se  réduisent* 

AV  •+*  Ay  -*•  B«x*«=  —  A*B*, 
AV  +  Ay  —  B»jc*  =  +  AW; 

<se  qui  donne  **  +  y*  =  F  (*). 

Donc  les  deux  byperboloïdes  deviennent  des  surlaces  de  révo- 
i  ut  ion  autour  de  Taxe  des  x. 

487.  Secondement,  soient  M,  M.'  positifs.  M*  négatif,  et  P 

égal  ào.  , 

L'équation  devient    M**  +  M'y*  —  M"**  s=  o  $ 

d'où  l'on  déduit  *^  =  tt<  •  -:  —  £*7i 

«•       M      **      M 


on  bien  y  *•  =  F  f  -  Jj 


donc  (n°  465)  la  surface  se  trouve!  dans  oe  cas,  dégénérée  en 
une  surface  conique,  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coor- 
données. 

488.  En  résumant  ce  qui  vient  d'être  dit  par  rapport  &  la 
seconde  hypothèse  générale,  on  voit  que  cette  hypothèse 
donne  lieu  à  deux  genres  principaux  de  surfaces,  les  hyper- 
boloïdes à  une  ou  deux  nappes,  renfermant  comme  variété^, 
Vhyperboloide  de  révolution  et  la  surface  conique. . 

489.  Remarque.  Nous  ne  considérerons  point  ici  le  tes  où 
deux  des  coefficiens  M,  M',  M*  seraient  négatifs,  puisqu'en 
changeant  les  signes,  on  retomberait  nécessairement  sur  celui 
où  deux  de  ces  coefficiens  sont  positifs,  P  étant  d'ailleurs  po- 
sitif ou  négatif. 


Amsi  l'équation  M**  +  Wy*+.M*x*  +  V=e  o,  ne  ren- 
ferme réellement  que  trois  genres  principaux  de  surfaces,     i 

'    Discussion  de  V équation     Ml£  +  M'y*  -f-  ATx  s=  o. 

Il  peut  également  se  présenter  deux  cas  principaux  :  M  et 
M' peuvent  être  de  même  signe  ou  de  signes  oontmwe*. 

i*.     M,  M*  positifs*  h  £*À8. 

490.  Dans  cette  première  hypothèse,  N*  peut  être  indiffé- 
remment négatif  ou  positif.  Supposons-le  d'abord  négatif,  et 
mettons  le  signe  en  évidence;  Féquation  prend  la  forme 

M*»  +  M'y*  =  N"*. 
En  faisant  successivement    se  =s« ,  yz=.Cf  *  =  y,   on  obtient 

Msi  +  MV=N-r«,M«,=Njra:  — M'^  M>*r=:N#*~My*. 

)  La  première  équation  est  évidemment  celle  d'une  ellipse 
toujours  réelle,  tant  que  «  est  positif,  et  de  plus  en  plus  grande 
à  mesure  que  «  augmente.  Si  l'on  suppose  *  =  o ,  l'ellipse  se 
réduit  à  un  point,  et  elle  devient  imaginaire,  dès  qu'on  suppose 
a  négatif.  On  voit  donc  que  la  surface  s'étend  indéfiniment 
dans  le  sens  des  x  positifs,  et  n'a  aucun  point  a  la  gauche  du 
plan  des  yx,  auquel  elle  est  tangente,  à  l'origine  même  des 
coordonnées. 

Les  deux  autres  équations  représentent  des  paraboles  dont 
l'axe  principal  est  dirigé  parallèlement  à  l'axe  des  x,  et  dans  le 
sens  des  x  positifs. 

Les  paraboles  correspondantes  a  l'hypothèse  Yss£,  ont  toutes 

N" 
le  même  paramètre  jg*f  et  celles  qui  répondent  h  issy,  ont 

N* 
pour  paramètre  constant,  =-p. 

En  posant    y  =  o,     puis    *  =  o,     on  trouve  (Jig.  a5o  ) 

Fig.?5o. 

* =  M*'    J\=ip«» 
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pour  Jas  dan*  sections  principales,  snivant  les  plans  dos  xe>  et 

des  xy« 

D'après  ces  donnée»,  ft  est  facile  de   se  former  une  idée 
nette  du  nouveau  genre  de  surfaces  auquel  on  a  donné  le  nom 

de  PAlUgoraÏDE  VtfJVTtQtn^ 

Soit  actuellement  N*  positif,  atfqnel  cas  l'équation  revient  à 

Mt'  +  liyas  —  N\r; 
comme,  en  changeant  x  en  —  x,  on  la  ramené  à  la  forme 

il  s'ensuit  que  la  surface  est  la  m£me  que  dans  le  cas  de  M" 
négatif:  seulement  elle  s'étend  dans  le  sens  des  x  négatifs 
comme  elle  s'étendait  d'abord  dans  celui  des  x  positifs. 

4gi*  Le  paraboioïde  elliptique  devient  une  surface  de  ré- 
volution autour  de.  l'axe  des  x,  dans  le  cas  particulier  de 
M  =  M';  car  alors  on  a  pour  l'équation 

*'+**=  Mx==FCr)i 

ce  qui  démontre  que  toute  section  faite  perpendiculairement 
a  l'axe  des  x,est  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre  est 
sur  cet  axe. 

a°,  M  nps&ifet  M'  négatif. 

492.  II  nous  suffira  de  considérer'  dans  cette  nouvelle  hy- 
pothèse, comme  dans  la  précédente,  le  cas  olH*  est  négatif; 
puisque  si  N*  était  positif,  on  remplacerait  x  par  —  x,  ce  qui 
changewU.  simplement  la  situation  de  la  surface,  mais  non  sa 
nature. 

•       En  mettant  les  signes  en  évidence^  on  a  pour  l'équation, 

Ma*— My=H*x. 

Cela  posé,  soit  fait  successivement  x  =  #,  y=£,  *  =  y>  il 
vient 
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Los  deux  dernières  équatiuns^rapréf^t^incore  «les  para- 
boles dont  Taxe  principal  est  parallèle  à  l'axe  des  a?;  mais 
celles  qui  correspondent  k  y=C  sont 4irjgées  daqs  le  sens  des         • 

x  positifs;  et  ont  pour  paramètre. aoultaxit  '^ytaiidi*  que  les 

paraboles  correspondantes  *  =  >,  sotrt  à*  contraire  dirigées 
dans  le  sens  des  x  négatifs,  et  ont  pour  paramètre  constant 
__N»  '    '       "  '       ■*"'■' 

M/  * 
•' 

Quant  à  la  première  équation ,  c'est  celle  d'une  suite  d'hy- 
perboles ayant  pour  axe  transverse,  une  parallèle  à  l'axe  des 
z  ,  tant  que  &  est  positif,  et  une  parallèle  à  l'axe  des  y ,  pour 
toute  valeur  négative  de  «. 

Les  deux,  sections  principales  par  les  plans  >fcs  xt  et  des  xy 
sont  Mft*s=N*x,  M'y»=—  N"a?  (^.  261);  c'est  à-dire  deux- Fîg.aSr 
paraboles  COC ,  B'OB. 

La  section  par  le  plan  des  yz  ayant  pour  équations 

/M' 
a?=o,  M**— Aiy=o,     ou    a=s±:y*/— , 

se  réduit  à  on  système  de  detlx  droites  qui  se  coupent  à 
l'origine. 

Il  est  remarquable  que  les  hyperboles  représentées  par  l'é- 
quation M** — M'j^ssH**,  ont  pour  asymptotes  les  deux 
droites  dont  l'équation  est  Ma* —  M'y*  r=  o  ;  d'où  il  suit  que  les 
plans  menés  par  ces  droites  et  par  l'axe  des  x,  déterminent 
au-dessus  et  au-dessous  du  plan  des  xy  deux  angles  dièdres, 
qui  comprennent  la  surface  tout  entière  ;  et  f  on  peut  considé- 
rer ces  deux  plans  comme  des  plans  asymptotes,  par  rapport 
à  la  surface. 

Ce  nouveau  genre  de  surfaces  étant  caractérisé  par  des  sec- 
tions paraboliques  et  hyperboliques,  se  nomme  paraboloïdb 

HYPERBOLIQUE. 

Comme  lescoefficiens  de  &*  et  de  y*  sont  de  signes  contraires) 
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HiypoUitaeMneM?  /tÊ»\mtt  donner fou  à  une  surface  de  révolu- 
tion. D'aîHeoiroyiHWeKTenyrfis fcîent^t  que,  quelle  que  soit  la      | 
position   du  phdiJp**  lequel  ott' coupe   cette  surface,  il    est 
impossible  d* obtenir jx>ut\*ëctà6h  une  courbe  limitée,   et  par 
conséquent  ,  me  «ibotafôrèncéaV  cercle. 

4g3.  Le  paratoloîde  hyperbolique  étant  *ne  surface  assez 
difficile  à  se  représenter,  nous  allons  faire  connaître  un  moyen 
de  génération,  comrmttn  àul  deuk  paraboloïdes,  qui  sera  très 
propre  à  donner  une  idée  exacte  de  l'un  et  de  l'autre.  Ce 
moyen,  qui  offre  beaucoup  d'analogie  arec  celui  qui  a  été  em- 
ployé (n°  42.6)  pour  le  plan ,  consiste  a  faire  glisser  une  para- 
bole ayant  pour  équktîons, 

9 

'■yfc'o,'    JuV  +  ïTirrro, 
parallèleme^lpeUet^a^jntj.  sùipaH*  une  attire  parabole, 

t=ao,     My+N'ôCao, 


et  de  maniçrs  quo  le  «sommet  de  la  première,  appelée  généra- 
trice, se  trouve  con*/ animent  placé  saur  la  seconde  qu'on  petit 

appeler  la  directrice  f..  .       .... 

D'après  ce  mode  de  génération,  il  est  évident  que  \es  équa- 
tions de  >a  génératrice*  considérée  dans  l'une  quelconque  de 
ses  positions,  seront  de  la  forme 

y  =  C,      Ms*+  N".r  +  «  =  o. 

N" 
Le   paramètre  de  cette  parabole  mobile,  ou-~~"â7>   reste 

constant;  mais  comme  le  sommet  qui,  d'abord,  est  situé  a 
l'origine,  occupe  eosu,ite;une  position  quelconque  sur  la  direc- 
trice, il  s'ensuit  que  la  seconde  équation  doit  renfermer  un 
terme  «  indépendant  de  x  et  de  y. 

Cela  posé,  remarquons  que,  pour  tout  point  de  la  surface, 
placé  sur  la  même  génératrice ,  la  distance  au  plan  des  xz  et  la 
position  du  sommet  de  cette  génératrice  restent,  les  mêmes; 
mais  lorsque  le  point  passe  d'une  génératrice  à  une  autre,  les 
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deux  élémens  dont  nons  venons  4e  }wfe*icfe*ngei>t  nécessaire-» 
nient  ;  donc  les  quantités  C  et  *»  qui  correspondent  à  ces  été- 
•  mens ,  sont  des  quantités  çousiantov  ensemble  et  variables 
ensemble  :  ainsi  elles  doivent  dépendre  d'une  certaine  manière 
Tune  de  l'autre.  Or  on  obtiendra  cette  relation  en  exprimant, 
par  Panalyse,  que  la  génératrice  et  la  directrice  se  rencontrent; 
ce  qui  revient  Ji  dire  que  les  équations 

*  =  o,    M'y  +  N**  2=  o,.... (2) 

ont  lieu  en  même  temps. 

D'abord,  la  valeur  z=o,  portée  dans  la  seconde  deséqua- 

lions  (1),  donne    x  =  —  =n#.     Substituant  ensuite  les  valeurs 

y=zSy  ops^~ *- ,  dans  la  seconde desà|iiati*ns{«}yon trouve 

M'Cm— «  =  o....  (3) 

Telle  est  la  relation  qui  lie  entre  elles  les  quantités  a ,  G,  et 
qui  doit  exister  en  même  temps  que  les  équations  (1)  pour 
toutes  les  positions  de  la  génératrice,  c'est-à-dire  pour  tous 
les  points  de  la  surface. 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer  *,  C  entre  ces  trois  équations, 
et  pour  cela,  il  suffît  de  remplacer  *y  C  par  leurs  valeurs  tirées 
i\e$  équations  (1);  ce  qui  donne 

My-  (  —  M**—  N'x)  =  o,    ou    M^+My+r^o; 

« 

c'est  l'équation  même  des  deux  paraboloïdes. 

Lorsqu'on  a  M,  M'  {fig.  7t5o)  positifs j  et  K"  négatif,  les  Fig.rôo. 

paramètres  de  la  parabole  génératrice  et  de  la  parabole  direc- 

M"    H* 
•  triée  sont  — ,  —, ,  quantités  de  mime  signe;  donc  les  axes  sont 

dirigés  dans  le  même  sens. 

Mais  si  l'on  a  M  (Jlg.  a5i)  positif,  W  négatif  et  N*  négatif,  Fïg.aSi, 

N"    —  N* 
les  paramètres  sont  —,  — rrr-,  ou  de  signes  contraires;  donc     N 
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les  axes  do  ces  paraboles  sont  dirigés  en  sens  contraire  l'on 
par  rapport  à  l'autre. 

494*  H  résulte  de  la  discussion  précédente  que  les  surfaces 
du  second  degré  se  divisent  en  cinq  genres  :  Tellipsoïpb,  ayant 
pour  variétés,  Y  ellipsoïde  de  révolution*  la  sphère,  un  point 
ou  une  surface  imaginaire; 

L'hypebboloÏde  à  deux  nappes  et  I'hyfsbboloïdbI  une  nappe, 
ayant  tous  deux  pour  variétés,  VKyperboloïde  de  révolution  et 
la  surface  conique  de  révolution; 

Le  paraboloïde  elliptique,  ayant  pour  variété,  le  parabo- 
boloide  de  révolution; 

Enfin  ,  le  fahaboloïdb  hyperbolique,  qui  n'offre  aucanc 
variété. 

Toutefois ,  les  surfaces  cylindriques  à  base  elliptique,  hyper- 
bolique ou  parabolique  (n°*  fyj& ,  476)  aont  des  surfaces  qui  se 
rattachent  aux  par  aboi  oïd  es,  puisqu'on  les  a  obtenues  en  sup- 
posant que  Vun  des  carrés,  ou  deux  des  carrés,  aient  disparu 
en  même  temps  que  les  rectangles,  dans  l'équation  générale. 

495,  Cherchons  actuellement  de  quelle  nature  peuvent  être 
les  intersections  des  surfaces  du  second  degré  par  des  plans 
situés  d'une  manière  quelconque  par  rapport  à  ces  surfaces ,  en 
considérant  d'abord  toutes  celles  qui  ont  un  centre. 

Il  suffit  pour  cela  (n*  453)  de  substituer  dans  l'équation 

M*'  -f-  M'y*  +  MV  -f-  P  =  o, . . . .  (1) 

* 

a  la  place  des  x>jrfzf  leurs  valeurs  tirées  des  formules 

xss«  cos  9  •+■  y  cos  8  ain  Ç  *f  a> 
»  y  =  x  sin  p  —  y  cos  0  cos  9  +  6, 

z  =  y  sin-  9   +  g- 

On  obtient ,  par  cette  substitution ,  un  résultat  de  la  forme 

Ay+B*^  +  C*ft  +  D^  +  E*+F==o,...  (2) 

les  coefficiens  de  cette  équation  ayant  pour  valeurs, 
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A  =  M  sînBô  +  M'  cos^fl.cos^+M^.fios^.e  sin4?, 

B  =  (M*  —  M'), a  cos  fl  sit>  f  c<*  ?, 

C.=  M'  8ioft  ^  +  M*  cos*<p, 

D  =  aMc  sin  0  —  aM'b  cos  d  oo^  -$-  iWa  cos  9  sin  9, 

E  =s  aM'i  sînp  -4-  aM'a  cos  p, 

F  =  Me»  +  M'i*  +  MV  +  P. 

Or,  on  sait  (n°  356)  que  la  nature  de  la  courbe  représentée 
par  l'équation  (2),  dépend  principalement  do  la  quantité 
B*  —  4AC,  qui,  suivant  qu'elle  est  négative,  positive  ou  nulle , 
correspond  à  une  ellipse,  une  hyperbole,  ou  une  parabole,  ou 
bien,,  à  l*une  des  variété*  de  ces  courbes.. 

En  calculant  cette  expression,  ou  obtient,  toute  réduction 
faite, 

—  M'M*  cos»  fl  — ■  MM'  sin»  8  sin*  <p  —  MM*  sin»  ô  cos*  <p. 

,  » 

Cela  posé ,  si  la  surface  est  un  ellipsoïde.,  les  trois  coefli- 
ciens  M,  M',  M"  sont  positifs,  et  l'expression  précédente  est 
essentiellement  négative.  Donc  l'intersection  d'un   ellipsoïde 
par  un  plan  est  toujours  une  ellipse  x  ou  l'une  des  variétés  de  * 
cette  courbe. 

Mais  pour  les  hyperboloïdesà  une  ou  deux  nappes,  deux  des 
trois  cœfficiens  sont  positifs  et  le  troisième  négatif;  ou  bien,. 
l'un  est  positif  et  les  deux  antres  négatifs;  ainsi  l'expression 
cj -dessus  renfermant  des  termes  positifs,Qt  négatifs,  peut, 
suivant  les  valeurs  numériques  de  M,  M',  M",  q>  et  6,  devenir 
positive,  négative  ou  égale  à  o.  L'intersection  d'un  hyperbo- 
loïde  par  un  plan  peut  donc  être  une  hjperbole,  une  ellipse 
ou  une  parabole. 

La  surface  conique  qui,  comme  nous  Pavons  vu,  est  une 
variété  de  ce  genre  de  surfaces,  donné  également  lieu  à  ces 
trois  genres  de  courbes*  (  Voyez  n°*  267  et  suivans.  ) 

496.  En  reprenant  les  mêmes  calculs  par  rapport  au  para- 
boloïde,  dont  l'équation  générale  est 

M**  +  M'y  +  N"x  =  o, 
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on  obtient,  pour  lés  coefficient  de  y*,  xy,  x*, 

A  =  M  sin*  9  +  M'  cos*  6  cos*  p, 

B  =  —  aM'  cos  fl  sin  ?  oos  f ,  , 

C •-=  M'  sm%  *; 

d'où      B*  —  4AC  =*  —  4MM'  sin*  9  sin4  «• 

Dans  le  cas  du  paraboloïde  elliptique ,  les  ooefficîens  M,  M* 
sont  de  mime  signe  ;  ainsi  B*  —  4A.C  est  essentiellement  né- 
gatif* et  l'intersection  est  généralement  une  ellipse. 

Si  cependant  on  suppose  sin  9  =  o ,  ou  sin  8  =  o,  il  en 
résulte  B*  —  4AC  =  o,  et -l'intersection  est  une  parabole. 

L'hypothèse  sin  9  =  0  correspond  (n°  453)  au  cas  ou  la 
trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  des  xy,  est  parallèle  à  l'axe 
des  x  ;  ce  qui  exige  que  le  plan  sécant  soit  lui-même  parallèle 
à  cet  axe. 

L'hypothèse  sin  6  =  o  signifie  que  le  plan  sécant  doit  être 
parallèle  au  plan  des  xy. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  intersections  d'un  parabo- 
loïde elliptique  ne  peuvent  être  que  des  ellipses,  des  paraboles 
ou  des  variétés  de  ces  courbes. 

Quant  au  paraboloïde  hyperbolique  »  comme  M,  M'  sont  de 
signes  contraires,  B9  —  ^Â.C  ou  —  MM'  sin*  I  sin*  $>  ne  peut 
être  que  positif  ou  égal  à  o.  Donc  les  intersections  ne  sauraient 
jamais  être  des  ellipses  ou  des  variétés  de  ces  courbes.  (Voyez  ce 
qui  a  été  dit  n°  ^cp..  ) 

497*  Soyons  comment  il  faudrait  placer  le  plan  sécant,  par 
rapport  à  l'ellipsoïde  et  aux  deux  hyperboloïdes,  pour  que  les 
intersections  fussent  des  circonférences  de  cercle. 

Pour  cela  f  on  doit  (n°  %g5)  poser  B  =  oetA=C;ce  qui 
donne  les  deux  équations  de  condition 

(M*  —  M')  cos  6  sin  $  cos  ?  =  o (1) 

M  sin*ô  •+-  M'  cos*  9  cos*  f!       *,,.,*.  «.      «A      ,  x 

•    *m*       «a    •  *     >==M'sin*f  -f-M'cos*f.  ..(a) 
-+-  M*  cos*  9  sin*  <p\  T  <r       \  # 

Comme,  en  général ,  M"  est  différent  de  M',  l'équation  (1)  ne 
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peot  être  satisfaite  que  par.  les  trois  byppthèses  oot  <so, 
sinf  35=0,  cosfsso,  que  nous  allons  examiner  successi- 
vement. '  - 

» 
i 

i°.  cas  0  =  o,     d'où  sin  «  25=  a  j    Péquatiou  (a)  devient 

■ 

M   Œ.jr  SÎB»  ?  +  »T.   CÛS«  f  $ 

-  ou  remplaçant  sin*?,  coa*£  par  leurs  valeur*  ■  ■■  ,*"?»{ — , 


1  4-  tang*  9f 

m       I 

M  ('i+tang»9)=M^tang*^+M*jd'oitaiig?=±Y/g^  ; 

a°.  sin  f  =»  o,  d'où  coa  f  «*s  p  j  on.trouve  pou  l'équation  (2) 

M  sin*  <  4- M' cos' f  =  M", 

o»  M  tang'l-f-  M'  =  M*  (1  +  Ung»  6); 

donc  taog«a=±i/?1''-*"v 

^*  V  M  —  M" 

■  • 

3°.  enfin,  co*  ?  =  o ,  d'où  sin  9  =5 1  ;  l'équation  (2).  s?  réduit  à 

Msînt*  +  M"cosfté  =  M', 
ou  *Mtaiig*l+Mff  =  M'(i+tang»a); 

r  * 

donc  «-e'=VïT=Tr 

Discutons  ces  valeurs  de.taug  9  et  de  tang  *,  qui  peuvent 
être  réelles  ou  imaginaires ,  suivant  l|s  hypothèses  qu'on  peut 
faire  sur  les  coefficiens  M*  M',  M*. 

Or,  si  l'on  multiplie  entre  elles  les  quantités  sous  le  radical , 

M*  —  M        M*  — M'        M'  -  AT 
M  —  M"       M  —  M"       M  —  M" 

•1    •  _*    •   ■         1  .     (M'  —  M'Y 

il  Tient  pour  produit,  >       ^      /-,  résultat  essentiellement 
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positif;  ee  qui  démontre,  d'abord  que  Fade  de  eefcftats  qiiM- 

Cités ,  an  moins,  est  positive  \  mais  je  di»  que-si  h  preurièfe  ,  par 

exemple,  est  positive,  les.  deux  autres  sont  négatives. 

M*  —  ML 
En  efffet*  pour  que   -^ — HEP    so*11   P°**^i   ^   fikut    que 

M" —M  et  M  — »  N'  sotatt  de  même  signe  ,  c'est-à-dire  qoe 

JW*— M>  on  <  o, 


l'on  ait  en  même  temps. -{S_M> 


on 


d'où ,  ajoutant  ces  deux  inégalités,         M"— M'>  ou 

On  roit  donc  que  M"  —  M'  et  M  —  M*  sont  de  signes   oon- 

.  .    .  M*—  M'  f      ,r 

traire*  ;  ainsi  *-r..-""  ^  est  négatif. 

Pareillement ,  M' —  M"  et  10 — M*  sont  de  signes  contraires  ; 

'.    •     M7— M*      #     .      .r 

17  est  négatif. 


ainsi 


9  M— M' 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que ,  si  la  seconde  on 
la  troisième  était  positive,  les  deux  autres  seraient  négatî 
Concluons  de  là  que ,  sur  les  trois  systèmes 


a  *  -^  .  /M*  — M 

os  fl  =  o,  tang  p  =  =fc  y ——g, 

m,  =  o,  tangfl=±  Vm-Jm» 

^      .  .        -  .     ./HT—M*. 

no,  tang9  =  =fc  V  M^m" 


cos  ç 


il  y  en  a  un  qui  est  toujours  réel;  mais  il  n'y  en  a  jamais  qu'un 
seul. 

D'ailleurs,  puisqu'à  chaque  hypothèse ,  cosô=o,  ou  sin^  =  o, 
ou  cos  ç  =  o  ,  il  correspond  deux  valeurs  pour  la  tangente  de 
l'antre  angle ,  il  s'ensuit  qu'on  peut  toujours,  par  chaque  point 
d'une  des  surfaces  du  second  degré  qui  ont  un  g&t&b,  faire 
passer  deux  plans  qui  coupent  cette  surface  suivant  une  cir- 
conférence de  cercle, 

[  La.  propriété  de  la  section  anti-parallèle  à  la  baae,  d«M  le 
cône  oblique  (n°  271)  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle-ci.] 
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Si  l'on  se  rappelle  l'acception  donnée  n°  453  aux  quantités 
p  et  •,  on  reconnaît  sans  peine  que  lés  hypothèses  cos  6  =  o, 
cos  Q  =2  o,  sin  p  =  o  ,  correspondent  à  des  plans  respect  ive- 
ment  perpendiculaires  aux  plans  des  troi*  sections  principales» 

Ainsi ,  cos  8  =  0  indique  que  le  plan  sécant  est  perpendicu- 
laire au  plan  des  xy\  coe?:=o,  qu'il  est  perpendiculaire  au 
plan  des  x*\  et  sin  f  =0,  qu'il  est  perpendiculaire  au  plan 

des  jr*. 

Admettons  maintenant  que  la  surface  soit  de  révolution, 
tfest-Wir*  que  l'on  ait  M  =  M'  (  n*  481 ,  486  )  j  les  troi» 
systèmes  se  réduisent  à 

cos  6=o9     tang  ç  =  00,  ou  cos  9  =  o, 

sin  f  se  o,     tang  8  ss  ±  f/— -  *> 

cos  ç>  =  o,     tang  9  =  00,  ou  cos  8  =  o. 

Le  second  système  est  évidemment  imaginaire.  Quant  aux 
deux  autres,  ils  rentrent  l'un  dans  l'autre,  et  signifient  qu'il 
n'y  a  qu'un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  qui  puisse  pro- 
duire une  circonférence  de  cercle. 

498.  Les  conséquences  précédentes  souffrent  quelques  modi- 
fications pour  les  deux  paraboloïdes* 

Les  cœfipiens  A,  B,  C  de  l'équation  transformée  en  xy  ont 
(n*  4<j6)  pour  valeurs, 

A  =  M  sin*  8  +  M'  cos*  8  cos'p, 
B  =  —  2M'  cos  8  sin  ç  cos  9, 
C  =  M'  sin*<p; 

ce  qui  fait  voir  d'abord  que  l'hynothèse  sinp  =*o  est  inadmis- 
sible, si  l'on  veut  que  l'intersection  soit  une  circonférence  Je 
cercle,  puisque  cette  supposition  entraînerait  C  =  o,  et  que, 
dans  le  cas  du  cercle,  ce  coefficient  doit  exister. 

Ainsi  les  deux  conditions  B  =  o ,  A  2=  C ,  deviennent  ici 

cos8cosp  =  o,     et    M  sina 6  =  M' sin9 9 , 

équations  qui  peuvent  être  satisfaites , 


•»   f*«r    » 


/ 
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soit  en  auppotu*'  <**:  lât^;    tfoi  sia  <p  =2  dfc  t/rp , 


soit  en  supposant    coâ  <p  =  oj    d'où  sin  fl  a=  ±  *  /«■•. 

Ces  deux  systèmes  sont  nécessairement  imaginaires,  dans  le 
oas  du  paraboloide  hyperbolique,  puisque  M  et  M' sont  de  signes 
contraires  (résultat  qui  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  dit  n°  4<j6)- 
Pour  le  paraboloïda  elliptique,  le  premier  système  seul  est 
admissible,  et  H*  aeopnd  inadmissible,  si  l'on  aH<H';  k 
contraire  a  lieu,  lorsque  M  est  >  M'. 

Soit  enfin  M  =  M' j  il  en  résulte 

cos  8  =  o,     et    sin  4  =  ±:  1 ,  ou  cos  f  =  o, 
ou  bien,  çosf  s^.o^d'où  sin  8  =  rt:  i,  ou  om  0  39  •; 

d'où  PonToit  que  cés^eni  systèmes  rentrent  Pun  dans  Pautre; 
et  ils  signifient  que  le  plan  sécant  est  perpendiculaire  à  Paie 
.des  x. 

■ 

499.  Remarque.  Comme  les  conditions  B  =  o,  À  =  C,  ne 
déterminent  que  les  angles  8 ,  $v  et  non  les  coordonnées  a^bfC, 
il  s'ensuit  que,  pour  chaque  surface  du  second  degré  (le  para- 
boloide hyperbolique  excepté) ,  il  existe  deux  systèmes  de  plans 
en  nombre  infini j  qui  donnent  des  circonférences  de  cercle  ;  et  les 
plans  de  chaque  système  sont  parallèles  entre  eux.  Toutefois, 
si  la  surface  est  de  révolution,  les  deux  systèmes  se  réduisent  à 
un  seul. 

On  peut  disposer^  par  exemple,  des  «ouatantes  indétermi- 
nées a,  bf  c,  de  msaitaé  que,  l'origine- des  coordonnées  »it  au 
centre  même  de  la  section;  ce  qui  [exige  que,  dans  l'équation 
transformée  du  n°  4g5,  les  termes  D ,  £  soient  nuls.  Or ,  si  Pon 
pose 

iMcsin*  —  2  M' 6  cos  6  cosf  4*  aM'acosBsinf  =  0, 
zNL'b  sin  q>  -f-  aM*a cos ç  =  o, 

on  obtient  deux  équations  linéaires  en  a,  b,  c\  ce  qui  prou\c 


V 
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que,  pour  chaque  système  de  plans  sécans,  Ira  centre*  de  tous 
lesxercles  sont  situé*  sur  une  nviam  kgV*  dsmte*  En  d'aatrea 
termes  |  toute  surface  du  second  degré,  à  l'exception  du  pa- 
raboloïde  hyperbolique,  peut  être  engendrée  de  deux  manière* 
parle  mouvement  d'un  cercle  toujours  parallèle  à  lui-même  et 
variable  de  rayon*.  taj. 

'Des  Plans  tangens  aux  surface*  dû  second  degré* 

5oo.  De  même  que  nous  ayons  défini  (u°  T'g3)  la  tangente  en 
un  point  quelconque  d'une  courbe,  l'élément  de  cette  courbe, 
prolongé  indéfiniment,  nous  considéreront  aussi  le  plan  tangent 
en  un  point  déterminé  d'une  surface,  comme  l'élément  de  cette 
surface  prolongé  indéfiniment 

Il  résulte  de  cette  définition  que,  comme  l'élément  de  la  sur- 
face en  un  point  quelconque,  se  compose  de  tous  les  élémens 
des  courbes  qu'on  obtient  en  coupant  la  surface  par  une  suite 
de  plans  qui  passent  par  ce  point ,  et  que  ces  élémens  ne  sont 
autre  chose  que  les  tangentes  aux  courbes,  en  ce  point;  il  en 
résulte,  dis- je,  que  le  plan  tangent  est  encore  le  lieu  de  toute* 
le*  tangentes  aux  différentes  courbes  qu'on  peut  imaginer  sur 
la  surface  par  le  point  donné j  et  que  sa  position  est  déterminée  , 
dès  que  l'on  connaît  celles  de  deux  des  tangentes. 

Cest  cette  dernière  considération  qui  Ta  nous  servir  à  trou- 
ver l'équation  du  plan  tangent* 

Soit  d'abord    lfo»+My+MV  +  P  =  o...  (i) 

l'équation  générale  des  surfaces  qui  ont  un  centre  ;  et  appelons 
x  ,  yf  9  z'  les  coordonnées  du  point  par  lequel  ou  veut  mener 
un  plan  tangent  à  la  surface;  on  a  déjà  la  relation 

M*'»+My*+MV'+Psso...  co 

Maintenant ,  si ,  par  ce  point ,  on  imagine  successivement  deux 
plans  parallèles  au  plan  des  xz  et  au  plan  àesyz>  on  aura  pour 
les  équations  des  intersections  de  la  surface  par  ces  deux  plans, 

y  =  y,   m*'  +  m***  +  M'y»  -f»  p  =  o, 

x  =  x\     Mi*  H-  M  y  +  MV*  +  P  —  o  ; 

4o 


fa6  tu**  Txxo&ts 

et  pour  les  équation*  des  taafente»  k  ont  Mettant,  ma  point 

*%/ 1  *'  {vqyèmV  39a), 

1     .  ■     .       • 

^  -s  /,    Msa'  +  H'xx'  +  M'/*  -f  P  =  o...   (3) 

x  s  *',     Mai'  +  M'jry  +  M'i"  +  P  =  o...   (4) 

Or,  le  plan  tangent  doit,  en  vertu  de  ce  qui  a  é\é  dit  ci- 
dessus,  passer  par  ces  deux  tangentes  *,  ainsi  la  question  est  ra- 
menée à  trouver  Péquation  d'un  plan  passant  par  deux  droites 
dont  on  a  les  équations» 

D'abord ,  comme  le  plan  doit  passer  par  le  point  J  f  y ,  s% 
son  équation  est  de  la  forme    ^ 

11  suffit  maintenant  d'exprimer  que  ce  pis»,  qui  renferme 
déjà  un  point  commun  aux  deux  droites,  est  parallèle  à  cha- 
cune d'elles.  On  a,  pour  cela  (n°  43 1)  f  les  deux  conditions 

Àa  +  Bi  +  C  =5  0, 
kd  +  Bb'  +  C  as  o  ; 

mais  les  équations  (3)  et  (4)  peuvent  admettre  sons  la  forme 

M*'  <MVf+P)  .     , 

M*'    '        (MV+P) 

•  j  Ma       ,  ,  .,  M*' 

ce  qui  donne    asss  —  g^  f  *  =  or  a  =  0,  6  ==—  j— -r; 

donc  les  deux  relations  ci-dessus  deviennent 

^X-j^  +  C^o;    d'où    A-^.C, 

Bx-^  +  Css°i    d'oîl     B  =  W  *  C* 

Substituant  ces  Talenrs  dans  l'équation  (5),  on  obtient  enfin, 

M«'(a— *')+My (y  —  /)  +MV(«-  *•)  =  o. . .  (6) 
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tm  développant  et  ayant  égara  a  la  relation  (2) , 

■ 

«équation  qui  ne  diffère  de  l'éqaatiop  dç  la*  surface ,  qu'en  ce  que 
les  carrés  z*9y*fx%9$ont  remplacés  par  les  rectangles  zz'yyy'yxx\ 

Soi.  Passons  actuellement  aux  surfaces  dépourvues  de  centre* 
L'équation  générale  des  paraholoïdes  étant 

{on  Terra  bientôt  pourquoi  l'on  suppose  le  coefficient  de  x  égal 
1  aN") ,  on  a  pour  le  point  de  la  surface  dont  le»  coordonnées 
sont  x9  y99*>, 

M^+Wy+aÀVaBO...  (a) 

Les  équations  des  intersections  de  la  surface  par  deux  plans 
parallèles  aux  plans  des  rs  et  des  yzf  passant  par  le  point.  .  • . 

y  =  y',    M*'  +  aN'x  +  M'y»  «  o, 
9  x=  x',     ftt*  +  M'y  +  aSV  =  o; 

et  celles  des  tangentes  à  ces  courbes,  menées  par  le  même 
point  9  sont  (n°  3ga) 

y  «  y,  m*/  +  N*(*  +  *')  +  My»  =  o, 

x  =  x%     M*a'  +  M'yy'  +  aNV  =  o. 

Maintenant  1  le  plan  tangent  devant  passer  par  le  point  affy\ 
s/  ,  son  équation  est  de  la  forme 

À(x~  xO  +  B(y  —  /)  +  C(«  —  s/)  =  o;.«.  (3) 

les  relations  qui  expriment  que  ce  plan  est  parallèle  aux  deux 
droites,  étant  toujours  Aa+B6+CÎ=o,  Aa/+,Bi/+C=o, 
on  a  évidemment  ici 

Ma'       .  ,.  .,  Ma/ 

4°- 
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ce  qaï  donné  pou*  les  dent  rièlattans  ; 

Il  vient  donc,  par  la.  substitution  de.  ces  valeurs  dans   Féana» 
tion(3), 


•  . .  » 


ou  ayant  égard,  à  la  relation  (a) , 

Mm'  +  MW  +  N*  (x  +  jc')  =  o  ; 

[te  terme  »N*«»,  omF^  -J-N'jp*  se  trouve  changé  en 

Hf#  +  SV    ou    N*{x +  *')]. 

5oa.  Si  Ton  voulait  obtenir  les"  '  équations  de  la  normabj 
c'est-à-dire  dé  la  perpendiculaire  *u  plan  tangent,  menée  par 
le  point  de  contact  (&'  ,y' ,  *')>  il  su  fierait  d'appliquer  lesprin-* 
ci pes  établis  (n°  433),  oe  qui  n'offre  aucune  difficulté.  Ainsi  il 
est  inutile  de  s'arrêter  sur  celte  question.  , 

• 

5o3.  On  peut  se  proposer  de  mener  un  plan  tangent  d  anse 
sur  faut  du  second  degré  j  par  Un  point  pris  ton  de  cette  sur* 
face. 

Soient  2",  y*,  «'les  coordonnées  de  ce  peint;  af ,  yt,tf  dési- 
gnant toujours  celles  du  point  de  conjtact. .  Qp  a  entre  cet 
coordonnées  les  deux  relations 


1 


,  Ma'»  +  M'/'  +  MV1  +  P  tes  o,.,.  (1) 
M*V+  M>y  +  MV/+  P=:o....  (2) 

(noms  ne  considérons  ici  que  les  surfactes  qui  ont  un  centre)* 

Ces  trois  équations  renfermant  trois  inconnues  a/,  y,  &' ,  ne 
suffisent  pas  pour  les  déterminer.  Ainsi ,  par  un  point  exté* 


rieur ,  on  peut  mener  une  *afeU4  4^  piwi  TWfiF1**  à  une  sur- 
face du  second  degré. 

En  donnant  k  of  u»e  suite  de  valet***  arbitraires ,  on  tire- 
rait des  équations  les  valeurs  de  j/,  s7,  correspondantes  à  chacune 
de  ces  valeurs,  et  l'on  obtiendrait  ainsi  leé  coordonnées  des 
points  de  contact  de  tous  les  plans  tangèns^  ou  bien,  si  l'on 
éliminait  successivement  y  et  x',  on  parviendrait  à  deux  nou- 
velles équations  en  xf  y  z  et  en  y' 9  *  ,  qui  né  seraient  autre 
chose  que  les  équations  de  la  courbe  passant  '  par  tous  les 
points  de  contact-,  et'.catte ,  courbe,  ppupcrait  être  regardée 
comme  la  base  d'une  surface  conique  dont  le  centre  serait  au 
point  donné,  et  qui  enveloppe rait'fa  »urfhc*  du:  second  degré 
proposée. 

D'ailleurs,  l'équation  (2)  étant  linéaire  en  x%  y* ,  z',  9 
s'ensuit  que  la  courbe  de  contact  est  plane;  et  -puisque  cette 
courbe  est  située  sur  une  surface  du  second  degré,  nous  pouvons 
encore  conclure  (n°  4<)5)  que  cette  courbe  est  du  second  degré, 
aussi  bien  que  1*  surface  conique  dont  elle  est  la  base. 

5o4*  Nous  terminerons  la  théorie  des  surfaces  du  second  de- 
gré par  là  démonstration  d'une  propriété  fort  curieuse  de  l'hy- 
perboloïde  à  une  nappe  et  du  paraboloïde  hyperbolique.  Cette 
propriété,  qui  peut  se  déduire  très  simplement  de  la  considé- 
ration du  plan  tangent,  consiste  en  ce  que  chacune  de  ces 
deux  surfaces  peut  être  engendrée  de  deux  manières  différentes 
par  le  -mouvement  d'une  ligne  droite. 

Reprenons  l'équation  des  surfaces  qui  ont  un  centre, 

Mz»  +  My  +  Wrx*+^  =  o;...  (t) 

on  a  (n*  5oo)  pqur  Féquation  du  plan  tangent  à  ces  surfaces, 
Mz4'  +  M>/+M<W  +  P  =  o;.,.  (2) 

les  coordonnées  ai  ,  y  }  a'  étant  d'ailleurs  liées  entre  elles  par 
la  relation 
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Pour  déterminer  Je^ 'points  q*i  se  trouvent  à  la  fois  sur  h 
surface  et  sur  le  plan  tangent,  il  suffit  de  combiner  entre  elles 
les  équations  (i)  et  (a).  Or,  si  l'on  double  l'équation  <:*)  9  et 
qu'où  la  retranche  dé  la  sbtthrie  des  équations  <i)  «et  (3)  ,  il 
vient 


,  f 


m(«— «ry+ircy-yy+M'c*— x')a  =  o,,..  (4) 


équation  d'une  nouvelle  surface  dont  tous  ks  points 
avec  le  plan  tangent  appartiendront  aussi  à  la  surface  propo- 
sée, puisque  cette  équation  peut  remplacer  l'équation  (i). 

Observons  d'abord  que  »  si  les'cMfliciens  M  >  M',  M9  «ont 
tous  trois  positifs,  l'équation  (4)  »?  peut  être  satisfaite  q«e 
par  *=z',  y=yy  o?=j/.  Donc,  dans  ce  cas,  qui  est  c&~. 
lui  de  YtUipsokks  le  plan  taqgeutri'a  gsVit»  poimt  commun. 
4H*c  la  êurfaç*. 

Mais  supposons  que  J'oi*  ait  M  ,  M'.positifo  et  M* négatif  ■ 
l'équation  (4)  et  l'équation  (a)  deviennent 

M(z  —  fcV  +  M'Cr—  /)*  —  Mf(x  —  xy=ro,...(5) 
Ma»'+  M>/—  M**x'+  P  «  o , 

que  nous  remettrons  (n°  5oo)  sous  la  forme 

Ms'(2-2')  +  M'y  {y  —  y)  —  MV(.t-  i/)  =  o.„  (6) 

»,  . 

Gala  posé ,  afin-de  reconnaître  si  ies  aurfaces  représentées  par 

les  équations  (5)  et  (6)  peuvent  avoir  une  droite  «asamaine, 

nous  combinerons  te*  équations  avec  lessivantes  , 

x—  xf^=a(z — V),    jr — y=b(z-~zrfo....  (7) 

qui  sont  les  équations  d'une  droite  passant  par  le  point  af , 
y'9 1!\  et  nous  tâcherons  de  déterminer  a,  b  d'après  la  con- 
dition que  la  droite  se  trouve  tout  entière  sur  les  deux 
surfaces. 

Or,  si  l'on  substitue  dans  les  équations  (S)  et  (6)  les  va- 
leurs de  x  —  x*,? — y  y  tirées  des  équations  (7),  on  trouve 
pour  les  résultats  de  ces  substitutions, 
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(a  —  **)  (Mz'+MV-MW)==o, 

oh  U»)  faisant  afetnction  du  iacteur  s—  a'  correspondant 
au  point  x'>y,  z,  que  nous  savon*  déjà  se  trouver  a  la  fois  fur 
les  deux,  surfaces  et  sur  la  droite  ,  v 

M    +JT6»  —  MV  =  o,.,..  (8) 
Mi  +  M  'b/—  MWsb  o (9) 

Telles  sont  les  relations  qui  expriment  que  4a  droite  te 
trouve  tout  entière  sur  les  deux  surfaces. 

On  déduit  de  l'équation  (9) , 

_My.»+ity. 

dyoù ,  substituant  dans  l'équation  (8)  et  ordonnant  ^ 
M'  (MV-  MV»)  6*— aMMy/ .  4  «  MV* — MM  V  ; 

,  ,       MM//*'±l/MM'M'*"(M«,'-h  My-MV) 

donc  *= M'(nv-My) ' 

t  -  .  , 

ou ,  en  ayant  égard  à  la  relation  M*"+M y»—  MV* +P= o, 


MM'//  *  x7 1/—  MM'M'.P 

— V(mv— My^ — é 


La  râleur  de  A  étant  calculée,  on  la  substituera  dans  Fe*~ 
pression  de  a,  ce  qui  donnera  la  valeur  correspondante  de  cette 
seconde  indéterminée. 

Il  reste  actueUemcsatir  savoir  dans  cpiel  cas  la  quantité  b  sera 
susceptible  d'une  détermination  rlelU*  Or ,  cela  ne  peut  avoir 
lieu  (M,  M*,  M0  étant  supposés  ici  essentiellement  positii») 
qu'autant  que  P  est  négatif;  'condition  qui  (n°  435)  corres- 
pond à  Vhyptrboloïde  è  une  nappe* 

Done,  pour  ce  genre  de  surfaces,  le  plan  tangent  en  un 
point  quelcopfue^  deux  dmkié  4xmèmune§  avec  ceîU  wrfae*. 


En  d!ao£res  tesmfcsi,  il  n'y  à  *pas  un  pointée  la  surface  par  1 
quel  on  ne  puisse  imaginer  deux  droites  qui  *e  trouvent  tout 
entières  sur^  cette  sifrface;  ou  bien  encore,  la  surface  p*u* 
être  coueidkfr  tpmpu^gtrvfqi*  par  une<titait*  <U  aeùtr  ma- 
nières différentes  (royez  n*  4ll)î      .     * 

5o5.  Cette  propriété  du  plan  tangent  à  Fhyperboloïde  à  une 
seule  nappe,  n'infirme  pas  laf  défini tiùh  que  nous  avons  donnée 
du  plan  tangent  (n°  5qo)±  au  contraire .,  elle  en  est  une  consé- 
quence naturelle  ;  car ,  puisque  le  plan  tangent  se  compose  de 
toutes  le*,taigmMi<jmtiiâes  «en  un  point  quelconque  t  si  Fun 
des  élémens  de  la  surface  estime  ligne  droite,  le  plan  tan- 
gent doit  passer  par  cette  droite ,  qui  est  sa  propre  tan- 
gente. 

C'est  ainsi  que  le  pfeû  taagtnt  ai*  tèmt  toucbe  la  surface 
suivant  une  de  ses  génératrices  my  ce  qu'on  peut  voir  d'ailleurs 
d'après  ce  qui  précède* 

Eneffel?,  la  surface  .coniqoe  n'e^t  qu'un  cas  particulier  de 
FhyperboMde ,  et  *  obtient  oui  posant    P  =  o. 

Donc  les  valeurs  4e  at  b  ci-dessus  deviennent 

Lj     'Mwy/      _  MMy/    y 

""  M' (M  V  —  M'/*)  ~  M'Mz^  te  s" 

* TiV?  M'xV  «'* 

Or ,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  râleurs  sont  précisément 
les  tangentes  des  angles  que  forment  avec  Paxe  des  z,  les 
projections  de  la  génératrice  du  cône 

Mtf  +  My—  M"x»  =  o. 


Il  esta 

est  cette  d 

car  on  en  déduit 


remarouer  que  Péquation  (5)  du  numéro  précédent, 
*un  cèéeidôrffl*  centre  a  pour  coordonnées  x',  /,  /; 


résultat  qui  (n°  £65)  caractérise  une  surface  conique. 
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6o6.  Pafton*  aux  pwr«beloule«<iOti  à<ponr  four  équation, 

m* + M'y  +.  2N*x =6  v . .  t >  (i  ) 

et  pour  celle  eu  plan  tngeut  M  prtnf  #Vy,  **  (n*Soi  ) , 

M**'+  M>/+  H"  (x  +  a/)  ==  o, • . .  (a) 
x',  y,  *'  étant  liés  par  la  relatif*!* . 

Wr^+lWy^  +  aNV^.,,.    (3) 

Ajoutons  les  équations  (i)(et(3)  ,«t  retraneltè*s<de  leur  somme 
le  double  de  la  seconde^  il  vient   • 


«       « 


M^-s^+^c^-yy^o,...  (4) 

résultat  qui  peut  remplacer  Féqu&ttoh  (r) ,  eu"  tant  que  l'on 
cherche  les  points  communs  à  lA'sutfitàè  proposée  et  au  plan 
tangent*  Or  comme,  dans  l'hypothèse  ofl'M1;  M' sont  de  même 
signe ,  F  équation  (4)  ne  peut  être  satisfaite  que  par  s  =  *', 
y=y,  il  s'ensuit  que  le  parnbololde  elliptique  ne  peut  avoir 
qu'un  point  commun  av%c  son  plan  tangent. 

•    Mais  supposons  M' négatif,  et  Mettons; le  signe  en  évidence; 
l'équation  (4)  devient  , .    "  l  ♦  " 

MCs-sO'-M'^-^^.o;/.'-.  (5) 

/M 
on  en  déduit        y  —y  =  ±:  (* — «')  i/¥jp  $ 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  (5)  représente  un  système  de 
deux  plans  perpendiculaires  au  plan  des  yz%  et  dont  les  in- 
tersections avec  le  plan  tangent  sont,  en  général  /deux  lignes 
droites.  Nous  sommes  donc  en  droit  de  conclure  immédiate- 
ment que  le  paraboloïde  hyperbolique  et  le  pian  tangent  en  un 
point  quelconque  de  cette  surface,  ont  deux  droites  commune* 
passant  par  ce  point. 

Mais  pour  $xer  la  position  de  ces  droites,  comme  nous 
Pavons  fait  plus  haut,  nous  combinerons  l'équation  (5)  et 
celle  du  plan  tangent,  qu'on  peut  (  n*  5oi  )  présenter  sous 
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la  f onpe 

avec  les  équations 

» 

cr-afqai<«r*Of    5—  /«3*(*-0.-.  (7) 

Il  résulte  de  la  substitution  db  ces  valeurs  de  x>—d,y—  y 
dans  les  équation*  (5)  et  (6),  et  en  faisant  abstraction  du 
facteur  «-*•*'» 

M  — MTft^o,      Mz'  +  my— TTa  =  o. 
On  tire  de  la  première  ^ 

d'où,  substituas*  da/tt  la  «Monde, 


«"=* fl4 


HKHtll 


ces  valeur*  de  a  et  do  £  sont  toujours  réelles»  dans  le  «as  «ta 
paraboloïde  hyperbolique.  Donc  il  nJy  a  pas  de  point  de  ceMe 
surface  par  lequel  on  ne  puisse*  imaginer  deux  droites  situées 
tout  entières  sur  la  surface. 

La  substitution  4e  la  râleur  de  b  dans  la  seconde  dos  équa- 
tions (7)  donne 


-/=±(.-o\/i» 


résultat  identique  avec  celui  qu'avait  donné  l'équation  (5). 

Gomme  b  est  indépendant  de  x'>  y\  «',  il  s  ensuit  que ,  dans 
les  deux  systèmes  de  génération  du  paraboloïde  hyperbolique 
par  une  ligne  droite,  les  projections  de  toutes  les  droites 
d'un  même  système  sur  le  nia»  des  yz  «ont  parallèles  entre 
elles. 

Donc  ces  droites  sont  elfes -mènes  «Urnes  dans  dm  plans 
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parallèles  entre  eux}  et  c'est  là  ce  qui  peut  servir  à  distin- 
guer rbyperbolQsde  à  -nw,  seul?  nappe  du  paraboloïde  hy- 
perbolique ,  quoiqu'ils  aient  an  mode  commun  de  géné- 
ration* 

Dans  celui-ci,  toutes  Us  dfXdte*  génératrices  d'un  mente 
système  sont  parallèles  à  un  même  plan;  tandis  que,  dans 
1  autre,  les  génératrices. ont  u*e  dû^ctiûaijtfekopqjua  Aini 
l'espace.  ,  •';;'■• 

La  surface  conoïde  que  nous  avons  obtenue  {n*  4^)  ** 
supposant  qu'une  droite  glissât  le  long  de  djBnx  antres ,  et 
de  manière  à  rester  constamment  parallèle  k  un  plan  ,  a'«4 
autre  chose  que  le  paraboloïde  byperbrôftte**     . 


jRK    irors  sur  iltùHattvk  mi  coman  nv  secon»  deor£ 

>  < 

# 


3B=S 


SŒ 


â-s 


NOTE. 


*  Orra  note  est  'destinée  à  compléter  la  théorie  de  Yidmiità 
des  courbes  du  second  degré  avec  les  sections  coniques*  La  ques- 
tion qui  s'y  rapporte  est  du  nomore  de.  celles  qui  ont  été  pro- 
posées dans  les  concours  des  Collèges  royaux ,  et  que  nous 
avions  l'intention  de  traiter  ;  mais  le  défaut  d'espace  bous 
force  de  nous  restreindre  à  cette  seule  question. 

5o^.  On  demande  de  placer  une  courbe  du  second  degré  con- 
nue j*ur  un  cône  droit  de  dimension  donnée;  en  d'autres  termes» 
de  fixer  la  position  que  doit  avoir  un  plan  par  rapport  à  un 
cône  droit j  pour  que  la  courbe  df  intersection  qui  en  résulte  soil 
une  courbe  du  second  degré  dont  l'équation  particulière  est 
donnée. 

Solution  (*).  On  a-  trouvé  (n°  267)  pour  l'équation  générale 
des  sections  coniques , 

f  —  T^TTr  [*tmC*— sia (#  +  £).**],..♦.  (1) 

COS    j  <• 

et  (n*  246)  P°ar  l'équation  la  plus  simple  des  trois  courbes  dn 
second  degré,  y^=zapx  +  qx?. . . .  (2) 

D'après  l'énoncé  de  la  question,  les  quantités  p,  q,et  l'angle 
Cj  qui  désigne  l'angle  au  centre  du  cône,  doivent  être  regar- 
dés comme  connus;  et  il  s'agit  de  déterminer,  à  Paide  des 
équations  précédentes,  les  quantités  a,  m,  de  manière  que  ces 
équations  soient  identiques» 

Or,  si  l'on  développe  l'équation  (1),  et  qu'on  égale  respective- 

(*)  La  solution  que  non*  allons  faire  connaître  est  d ne  a  M.  Vancechout, 
ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  maintenant  officier  du  Génie.  Entre 
le  premier  a  l'École ,  il  fat  admis  le  premier  dans  les  services  publics. 


tnonllet  coefficiens  do  x  et  de  jc*  dans  les  deux  équations ,  il  viei* 

a  sin  «  sin  ff  =  ap  cos*  £  £ , .........   (3) 

8in*sin(«HrQ  =  aaa~'900S*m£**a   (4) 

Ce  sont  les  deux  équations  Au  pibblâne. 

Comme  la  seconde  ne  renferme  que  l'inconnue  *,  elle  peut 
servir  à  la  déterminer;  après  quoi, l'équation  (3)  fera  connaître 
c.  Or ,  pour  dégager  m,  nous  aurons  recours  à  l'artifice  suivant» 

De  la  formule  trigonométrique  ; 

cos  (a—  b)  —  oos(a  +  b)  rattsfaasini; 
établie  ri°  74  *  on  déduit 

.    ,       cosfa  —  &)  —  cos(a  +  i) 

«ou  posant    a=-*-\-C,  b=sm, 

•    /     1  *n      cosC  —  co»(a*+C)    *  • 
sin  «sin  («  +  £)= - ?— -; 

donc  l'équation  (4)  devient 

co,C-co,(a,  +  Q  _ _  ? ^^ 

Telle  est  l'équation  propre  à  faire  connaître  l'angle  «• 
Après  avoir  calculé  l'angle  (2*4*0»  on  en   retranchera 

l'angle  C,  pub  on  prendra  la  moitié  du  reste,  et  Pon  aura  la 

valeur  de  a. 

» 

Dûcwsioa.  Toutefois ,  pour  que  cet  angle  soit  susceptible  de 
^détenmnatien>  îl  faut  {n°  âg)  que  la  valeur  trouvée  pour 
cos(2*-f-£)>  aoit  comprise  eptre  les  deux  limites  —  i  et  + i$ 
<?  est-à-dire  que  Pon  doit  avoir  les  deux  conditions 

cos  C  -f-  29  cos^ff  _  —  i, 

<:os  C  +  aq  cos*i«f  _  -f  1. 


I 

i 


* 


^pr    kotb  sun  iiwwwi  ne*  «o**is»  m  sbcon»  dboh* 

Comme  en  a  (m*  63>  eesCa*ceV£C^sia>*AC,  ce»  rwsilllâesji 
peuvent  se  transformer  dans  les  suivantes, 

ues^ff  —  «n**ff  •*■  *f  eos*£C>  —  i, 

cos^C  —  siuaiC  •*•  a?  ontf  ^C^  i>      * 

ou  bien,*  cause  de  cos^Csa    ,    '  '■  èg»  aJn^QB«-7^££-.  f 

i+tang*£C~        *       i+tan^iC' 

i  —  tang^C  -K  a?  >  <~  i  ~.  tejafiC, 
i  —  tang^C  +  a$  ^'  i  +-  tang*£C. 
La  première  s*  réduit  évidemment  a-   g  ^  *—  t»; 

et  la  seconde  à    y      tang* {S,  ou  tang*£ C_  q. 

•  Gela  posé>  examinas*  successivement  fes  différais  cas  qui 
peuvent  se  présenter,  en  commençant  par  le  fins  simple: 

i°.  Si  la  Courbe  est  une  parabole  ,  o*  a  </sso;  et  comme 
on  a  évidemment  o  J>  —  i ,  tang*£C>  o  *  les  deux  conditions 
précédentes  sont  satisfaites;  d'où  l'on  peut  conclure  que,  mut 
un  cône  droit  de  qfcrowwwsït  donnée*  il  eat  tovjmerepouibl*  de 
placer  une  parabole  quelconque  dont  le  paramètre  eet  connu* 

Dans  ce  cas,  remontons  à  l'équation  (4)t  dfe  devient 

sinctsia(*+C)aBno-, 

équation  qui  donne  pour  et,  les  valeurs  suivantes, 

■ 

stessO)     4=3200°,     *=?-—£,     a  =  aoe°  —  Cj 

ce  qui  prouve  que  le  plan  sécant  doit  être  paraUèh  à  Vune  dem 
génératricee.  {JToyem  n°  268.) 

a°.  Supposons  que  la  courbe  donnée  soit  une  elttpee.  On  a , 

dans  ce  cas  (n°  246),     a  —  —  ~ri»     B  étant,  comme  on  le 
sait,  essentiellement  moindre  que  À.  Ainsi  les  deux  conditions 
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B*  B* 

'——*>  —  1 ,     **në*  K  >  —  T7%  sont  remplies*  et  toute  «£- 

lipsej  quelque  petites,  ov  quelque  grandes  que  soient  ses  dï- 

UMn*k>nar penê  être  piaéia  mtf  tu»  cône  droit  et  dimension 

donnée* 

3°.  Enfin,  si  la  courbe  est  mue  hyperbole,  auquel  cas  on  a 

B* 
q  s=  -f*  Ti>     1*  première  des  deux  conditions  ci-dessus  est 

évidemment  satisfaite» 

Quanti  la  seconde ,  qui  revient  à 

elle  a  besoin  de  quelque  développement 

Désignons  par  0  l'angle  des  deux  asymptotes  de  l'hyperbole 
donnée;   on  a  va   (  n*  237  )  que  tang  ±  à  9  a  pour  valeur 

—-,  donc  la  condition  précédente  devient 

A 

tang^C^tang»**;    tftà  frn  déduft    É^f. 

Ainsi ,  peur  qu'une  hyperbole  dont  on  a  Péquatîon  puisse 
être  placée  sur  nn  cône  droit  de  dimension  connue,  il  faut 
que  l'angle  au  centre  du  cône  soit  au  moine  égal  à  l'angle  que 
forment  entre  elles  les  deux  asymptotes  de  la  courbe  que  l'on 
considère. 

Cette  circonstance  peut  s'expliquer  par  la  Géométrie.  Conce- 
vons que  l'on  ait  mené  dan* en  cône  droit  un  premier  système 
de  plans,  parallèles  entre  eux  et  parallèles  à  l'axe;  ces  plans 
donnent  lieu  à  une  suite  d'hyperboles  semblables  (n°  3£5 ), 
et  dont  les  asymptotes  forment  entre  elles  le  même  angle.  L'un 
de  ces  plans,  passant  par  l'axe  lui-même ,  détermine  sur  la 
surfaoe  deux  génératrices  dont  l'angle  est  égal  à  celui  des 
asymptotes  dont  nous  venons  de  parler. 

Imaginons  maintenant  un  second  système  de  plans,  paral- 
lèles entre  eux,  mais  non  parallèles  à  l'axe,  et  qui  cependant 
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donnent  encore  Heu  à  des  hyperboles  ;  l'angle  des  asymptote* 
de  tontes  ces  hyperboles  est  constant  et  égal  à  celai  des  deux, 
génératrices  déterminées  par  l'un  des  plans  de  ce  système. 

Gela  posé,  observes»  que,  dans  l'angle  trièdre  formé  par 
ces  dernières  génératrices  et*Vaxe  du  cône,  l'angle  des  gé- 
nératrices est  nécessairement  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres  angles  plans;  or,  cette  somme  n'est  antre  chose  que 
l'angle  au  centre  du  cône,  ou  l'angle  des  deux  génératrices  du. 
premier  système  de  plans.  Donc  l'angle  des  asymptotes  rela- 
tives au  second  système,  est  moindre  que  Bangle  des  asymptotes 
relatives  an  premier. 

En  d'antres  termes,  le  maximum  des  angles  que  forment 
entre  elles  les  asymptotes  de  toutes  les  hyperboles  qu'on  peut 
obtenir  sur  la  surface  d'an  cône  droit,  est  celui  de  deux 
génératrices  opposées,  ou  bien,  Y  angle  au  centre  du  cône. 
Il  n'est  donc  pas  possible  de  placer  sur  un  cône  droit,  une  hy- 
perbole dont  le»  asymptotes  font  un  angle  plus  grand  que  l'angle 
au  centre  du  cône* 

Mais  comme  dans  les  équations  (3)  et  (4)  >  l'angle  C  peut  être 
pris  arbitrairement,  il  n'en  est  pas  moins  démontré  que  toute 
courbe  du  second  degré  dont  V équation  est  connue, peut  s'ob- 
tenir au  moyen  de  l'intersection  d'un  plan  et  oYun  cône  de  di- 
mension convenable. 
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